
Capı́tulo 3

Funções reais de n variáveis

1 Derivadas parciais

Definição 1.1. Seja f : U −→ R uma função real definida num subconjunto aberto U ⊂ Rn.

Dado a ∈ U, a i−ésima derivada parcial de f no ponto a, 1 ≤ i ≤ n, é o limite
∂f

∂xi
(a) = lim

t→0
f(a+ tei) − f(a)

t
,

quando tal limite existe. Usa-se também a notação ∂if(a).

Observação 1.1. Dados o ponto a ∈ U e i ∈ {1, . . . , n}, a imagem do caminho de classe C∞
λ : R −→ Rn, λ(t) = a + tei, é a reta que passa por a e é paralela ao i−ésimo eixo. Como U é

aberto e a ∈ U, existe ε > 0 tal que t ∈ (−ε, ε) =⇒ λ(t) = a+ tei ∈ U.

A i−ésima derivada parcial de f no ponto a é, portanto, a derivada da função f◦λ : (−ε, ε) −→ R
no ponto t = 0, ou seja, ∂f

∂xi
(a) = (f ◦ λ) ′(0), pois

(f ◦ λ) ′(0) = lim
t→0

f ◦ λ(t) − f ◦ λ(0)
t

= lim
t→0

f(a+ tei) − f(a)

t
=
∂f

∂xi
(a) .

• Assim, o cálculo prático da i−ésima derivada parcial de uma função real f(x1, . . . , xn) se faz

considerando todas as variáveis como se fossem constantes, exceto a i−ésima, e aplicando as

regras usuais de derivação em relação a esta variável.

Observação 1.2. Quando n = 2, o gráfico de f, G = {(x, y, f(x, y)), | (x, y) ∈ Dom(f)} é uma

”superfı́cie” em R3, e a restrição de f ao segmento de reta que passa por c = (a, b) e é paralelo

ao eixo das abscissas tem como gráfico uma curva plana x 7−→ (x, b, f(x, b)) obtida na superfı́cie

fazendo y constante igual a b. Portanto, ∂f
∂x

(a, b) é a inclinação da reta tangente a esta curva,

no ponto (a, b, f(a, b)), em relação ao plano horizontal, uma vez que:
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Fig. 1: ∂f
∂x

(a, b) é a inclinação da reta r

r =
{(
1, 0,

∂f

∂x
(a, b)

)
t+ (a, b, f(a, b)) | t ∈ R

}
=
{(
x, b,

∂f

∂x
(a, b)(x− a) + f(a, b)

)
| x ∈ R

}
.

Observação 1.3. A i-ésima derivada parcial ∂f
∂xi

dá informações sobre o comportamento de

f ao longo de um segmento de reta contido em U e paralelo ao i−ésimo eixo.

• Por exemplo, se f : U −→ R está definida num aberto U ⊂ R2, J = {(a, t) | t ∈ [0, 1]} ⊂ U e
∂f

∂y
(a, t) > 0 para todo t ∈ [0, 1], então f é crescente ao longo de J, ou seja,

0 ≤ s < t ≤ 1 =⇒ f(a, s) < f(a, t).

Definição 1.2. Dizemos que uma função f : U ⊂ Rn −→ R não depende da i−ésima variável

quando a, b ∈ U, b = a+ tei =⇒ f(a) = f(b).

Neste caso, existe ∂

∂xi
f(a) em todos os pontos a ∈ U e é igual a zero. Mas a recı́proca

nem sempre é verdadeira, como veremos abaixo.

Definição 1.3. Um conjunto U ⊂ Rn é chamado i−convexo (1 ≤ i ≤ n) quando:

a, b ∈ U, b = a+ tei =⇒ [a, b] = {a+ sei | s ∈ [0, t]} ⊂ U.

• Assim, se U ⊂ Rn é um aberto i−convexo e f : U −→ R é uma função tal que ∂f

∂xi
(a) = 0

para todo a ∈ U, então f independe da i−ésima variável.

De fato, se a, b ∈ U, b = a+t0ei, então λ(s) = a+sei ∈ U, para todo s ∈ [0, t0], e, portanto,

existe ε > 0 tal que λ(s) ∈ U para todo s ∈ (−ε, t0 + ε).

Além disso, como f ◦ λ é derivável em (−ε, t0 + ε) e (f ◦ λ) ′(s) =
∂f

∂xi
(a+ sei) = 0 para todo

s ∈ (−ε, t0 + ε), então f ◦ λ(s) = f ◦ λ(0) para todo s ∈ (−ε, t0 + ε). Logo f(b) = f(a).
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Observação 1.4. Em R2, dizemos horizontalmente e verticalmente convexo, em vez de

1−convexo e 2−convexo, respectivamente.

Exemplo 1.1. Seja Γ = {(x, 0) ∈ R2 | x ≥ 0} o semi-eixo positivo fechado das abscissas. Então

U = R2 − Γ é aberto, horizontalmente convexo, mas não é verticalmente convexo.

Fig. 2: U = R2 − Γ

Seja f : U −→ R a função definida por f(x, y) = x2, se x > 0 e y > 0, e f(x, y) = 0, se x ≤ 0 ou

y ≤ 0. Então f possui derivada parcial ∂f
∂y

(p) = 0 para todo ponto p ∈ U, pois:

• f|r+0 ≡ 0 , onde r+0 = {(0, t) | t > 0} ;

• f|r−0 ≡ 0 , onde r−0 = {(0, t) | t < 0} ;

• f|rx0
≡ 0 , onde rx0

= {(x0, t) | t ∈ R} e x0 < 0;

• f|r+x0
≡ x20 e f|r−x0

≡ 0 , onde r+x0
= {(x0, t) | t > 0} , r−x0

= {(x0, t) | t < 0} e x0 > 0.

Mas f não é independente da segunda variável, pois se x > 0 e y > 0, então f(x, y) = x2 > 0 e

f(x,−y) = 0. �

Observação 1.5. A existência apenas das derivadas parciais não permite conclusões sobre

o comportamento n−dimensional da função. Por exemplo, a existência de todas as derivadas

parciais num ponto não implica a continuidade da função nesse ponto.

Exemplo 1.2. Seja f : R2 −→ R, definida por f(x, y) =
xy

x2 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0), e f(0, 0) = 0.

Se z = (x, y) 6= (0, 0), temos que:

∂f

∂x
(z) =

y(x2 + y2) − xy(2x)

(x2 + y2)2
=

y3 − x2y

(x2 + y2)2
e ∂f

∂y
(z) =

x(x2 + y2) − xy(2y)

(x2 + y2)2
=

x3 − xy2

(x2 + y2)2
.

E, na origem:

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0
f(t, 0) − f(0, 0)

t
= 0 e ∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0
f(0, t) − f(0, 0)

t
= 0 .

Assim, f possui derivadas parciais em todos os pontos de R2. Mas f não é contı́nua na origem.
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Mais ainda, não existe lim
(x,y)−→(0,0)

f(x, y), pois f(at, bt) =
ab

a2 + b2
, para todo t ∈ R e todo (a, b) 6=

(0, 0), e, portanto, lim
t→0 f(t, t) =

1

2
6= 2

5
= lim
t→0 f(t, 2t), por exemplo. �

2 Derivadas direcionais

Definição 2.1. Sejam f : U −→ R uma função definida no aberto U ⊂ Rn, a ∈ U e v ∈ Rn. A

derivada direcional de f no ponto a segundo o vetor v é o limite:

∂f

∂v
(a) = lim

t→0
f(a+ tv) − f(a)

t
,

quando tal limite existe.

Observação 2.1. Se v = 0, então ∂f

∂v
(a) = 0 para todo a ∈ U.

Observação 2.2. As derivadas parciais são casos particulares das derivadas direcionais,

pois: ∂f
∂xi

(a) =
∂f

∂ei
(a) é a derivada direcional de f no ponto a segundo o vetor ei.

Observação 2.3. Dados a ∈ U e v ∈ Rn, existe ε > 0 tal que a+tv ∈ U para todo t ∈ (−ε, ε).

Assim, se λ : (−ε, ε) −→ U é o caminho retilı́neo, com λ(0) = a e λ ′(t) = v para todo t ∈ (−ε, ε),

temos que: ∂f
∂v

(a) = (f ◦ λ) ′(0).

Fig. 3: f ao longo do caminho retilı́neo λ

Exemplo 2.1. Seja f : R2 −→ R a função dada por f(x, y) =
xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0), e f(0, 0) =

0. Então f possui as derivadas direcionais ∂f

∂v
(0, 0) para todo v = (α, 0) ou v = (0, β), as quais

são nulas, mas f não possui derivada direcional na origem segundo um vetor v = (α,β), com

α 6= 0 e β 6= 0, pois:
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• ∂f

∂v
(0, 0) = lim

t→0
f(tα, 0) − f(0, 0)

t
= 0 , v = (α, 0)

• ∂f

∂v
(0, 0) = lim

t→0
f(0, tβ) − f(0, 0)

t
= 0 , v = (0, β) ,

e o limite

lim
t→0

f(αt, βt) − f(0, 0)

t
= lim
t→0

αβ

α2 + β2
1

t

não existe. �

Observação 2.4. Se α ∈ R − {0}, então existe ∂f

∂v
(a) num ponto a se, e somente se, existe

∂f

∂(αv)
(a) e, no caso afirmativo, temos:

∂f

∂(αv)
(a) = lim

t→0
f(a+ tαv) − f(a)

t
= α lim

t→0
f(a+ tαv) − f(a)

αt
= α

∂f

∂v
(a) .

Mas, pode ocorrer que a derivada direcional ∂f
∂v

exista em todos os pontos do domı́nio de f,

segundo todos os vetores v ∈ Rn, sem que se tenha necessariamente:

∂f

∂(v+w)
(a) =

∂f

∂v
(a) +

∂f

∂w
(a) .

Exemplo 2.2. Seja g : R2 −→ R a função dada por

g(x, y) =
x2y

x2 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0), e g(0, 0) = 0.

Pode-se provar, a partir da definição, que existe ∂g

∂v
(a) para todo a ∈ R2 e todo v ∈ R2. Em

particular, na origem:

• ∂g
∂v

(0, 0) = lim
t→0

g(tα, tβ) − g(0, 0)

t
=

α2β

α2 + β2
, se v = (α,β) 6= (0, 0).

e

• ∂g
∂v

(0, 0) = 0 , se v = (0, 0).

Evidentemente, para a = (0, 0), não vale

∂g

∂v
(a) +

∂g

∂w
(a) =

∂g

∂(v+w)
(a) .

Por exemplo, para v = (1, 1) e w = (1, 2):

∂g

∂v
(0, 0) =

1

2
,

∂g

∂w
(0, 0) =

2

5
, e ∂g

∂(v+w)
(0, 0) =

12

13
,

e, portanto, ∂g
∂v

(0, 0) +
∂g

∂w
(0, 0) 6= ∂g

∂(v+w)
(0, 0) . �

Observação 2.5. Na seção 3, mostraremos que ∂f

∂v
depende linearmente de v se f é dife-

renciável, uma hipótese mais forte do que possuir derivadas direcionais.
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A função g do exemplo anterior é contı́nua (ver exercı́cio 8:27, capı́tulo 1), mas não é

verdade, em geral, que a existência de todas as derivadas direcionais implique em continuidade.

Exemplo 2.3. Seja h : R2 −→ R a função definida por h(x, y) =
x3y

x6 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0), e

h(0, 0) = 0.

Para (a, b) 6= (0, 0) e v = (α,β) ∈ R2, temos que, se λ(t) = (a, b) + t(α,β) = (a + tα, b + tβ),

então:

(h ◦ λ)(t) =
(a+ tα)3(b+ tβ)

(a+ tα)6 + (b+ tβ)2

e, portanto, a derivada (h ◦ λ) ′(t) é dada por:(
3(a+ tα)2α(b+ tβ) + β(a+ tα)3

) (
(a+ tα)6 + (b+ tβ)2

)
− (a+ tα)3(b+ tβ)

(
6α(a+ tα)5 + 2β(b+ tβ)

)
( (a+ tα)6 + (b+ tβ)2 )

2
.

Logo,
∂h

∂v
(a, b) = (h ◦ λ) ′(0) =

(3a2bα+ βa3)(a6 + b2) − a3b(6αa5 + 2βb)

(a6 + b2)2

=

(
−3a8b+ 3a2b3

(a6 + b2)2

)
α+

(
a9 − a3b2

(a6 + b2)2

)
β ,

E para (a, b) = (0, 0) e v = (α,β) ∈ R2,

∂h

∂v
(0, 0) = lim

t→0
h(tα, tβ)

t
= lim
t→0

t4α3β

t(t6α6 + t2β2)
= lim
t→0

tα3β

t4α6 + β2
= 0 , se β 6= 0;

e ∂h

∂v
(0, 0) = lim

t→0
h(tα, 0)

t
= lim
t→0 0 = 0 , se β = 0 .

Assim, existem as derivadas direcionais ∂h

∂v
(a), para todo a ∈ R2 e todo v ∈ R2, e dependem

linearmente de v.

Em R2 − {(0, 0)}, a função h é contı́nua, mas h não é contı́nua na origem, pois h(x, x3) =
1

2
para

todo x 6= 0. �

• Outra propriedade desejável para um conceito adequado de derivada de uma função é que a

composta de duas funções deriváveis seja também derivável.

Exemplo 2.4. Seja ϕ : R2 −→ R dada por ϕ(0, 0) = 0 e ϕ(x, y) =
x3y

x4 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0) .

Em R2 − {(0, 0)}, ϕ é contı́nua, e em (0, 0), ϕ também é contı́nua, pois, para (x, y) 6= (0, 0),

|ϕ(x, y) | =

∣∣∣∣ x x2√
x4 + y2

y√
x4 + y2

∣∣∣∣ ≤ |x| ,

e, portanto, lim
(x,y)→(0,0)

ϕ(x, y) = 0 .

Além disso, para todo v = (α,β) ∈ R2, β 6= 0,
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∂ϕ

∂v
(0, 0) = lim

t→0
ϕ(tα, tβ)

t
= lim
t→0

tα3β

t2α4 + β2
= 0 , e ∂ϕ

∂v
(0, 0) = lim

t→0
ϕ(tα, 0)

t
= lim
t→0 0 = 0 ,

para v = (α, 0) ∈ R2.

Portanto, todas as derivadas direcionais existem na origem e dependem linearmente de v. De

modo análogo ao exemplo anterior, podemos calcular as derivadas direcionais de ϕ num ponto

(a, b) ∈ R2 − {(0, 0)} e verificar que elas dependem linearmente de v.

Entretanto, se considerarmos o caminho derivável λ : R −→ R2, dado por λ(t) =
(
t, t2 sen 1

t

)
, se

t 6= 0, λ(0) = (0, 0), temos que f ◦ λ : R −→ R não é derivável em t = 0, pois o limite

lim
t→0

ϕ(λ(t)) −ϕ(λ(0))

t
= lim
t→0

ϕ
(
t, t2 sen 1

t

)
t

= lim
t→0

t5 sen 1
t

t5 + t5 sen 1
t

= lim
t→0

sen 1
t

1+ sen 1
t

,

não existe, uma vez que:

• lim
n→∞

sen 1
tn

1+ sen 1
tn

= lim
n→∞ 0 = 0 , quando tn =

1

nπ
,

e • lim
n→∞

sen 1
tn

1+ sen 1
tn

= lim
n→∞ 1

2
=
1

2
, quando tn =

2

(4n+ 1)π
. �

• No entanto, a existência de derivadas direcionais permite demonstrar o Teorema do Valor

Médio para funções reais de n variáveis sob a forma de igualdade, como no caso de uma só

variável.

Teorema 2.1. (do Valor Médio)

Seja f : U −→ R uma função definida no aberto U ⊂ Rn. Se [a, a+ v] ⊂ U , f|[a,a+v] é contı́nua

e existe a derivada direcional ∂f
∂v

(x) para todo x ∈ (a, a+ v), então existe θ0 ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v) − f(a) =
∂f

∂v
(a+ θ0v)

Prova.

Seja λ : [0, 1] −→ U o caminho C∞ dado por λ(t) = a + tv, t ∈ [0, 1]. Então a função

f ◦ λ : [0, 1] −→ R é contı́nua em [0, 1] e derivável em (0, 1), pois, para θ ∈ (0, 1),

(f ◦ λ) ′(θ) = lim
t→0

(f ◦ λ)(θ+ t) − f ◦ λ(θ)
t

= lim
t→0

f(a+ (θ+ t)v) − f(a+ θv)

t

= lim
t→0

f((a+ θv) + tv) − f(a+ θv)

t
=
∂f

∂v
(a+ θv)

Assim, pelo Teorema do Valor Médio, para funções reais de uma variável real, existe θ0 ∈ (0, 1)

tal que (f ◦ λ)(1) − (f ◦ λ)(0) = (f ◦ λ) ′(θ0), ou seja, existe θ0 ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v) − f(a) =
∂f

∂v
(a+ θ0v) . �
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Observação 2.6. A existência de ∂f

∂v
em todo ponto de (a, a + v) garante a continuidade de

f|(a,a+v) .

De fato, como foi provado acima, f◦λ é derivável em (0, 1) e, portanto, se xk = a+tkv, tk ∈ (0, 1),

é uma sequência de pontos de (a, a+ v) que converge para o ponto a+ t0v ∈ (a, a+ v), então

f(xk) = f(a+ tkv) = f ◦ λ(tk) −→ f ◦ λ(t0) = f(a+ t0v) ,

uma vez que tk =
‖xk − a‖
‖v‖

−→ ‖a+ t0v− a‖
‖v‖

= t0 .

Corolário 2.1. Seja U ⊂ Rn aberto e conexo. Se f : U −→ R possui derivadas direcionais em

todo ponto x ∈ U e ∂f

∂v
(x) = 0, para todo x ∈ U e todo v ∈ Rn, então f é constante.

Prova.

Seja a ∈ U fixo.

Afirmação: se [a, b] ⊂ U, então f|[a,b] é contı́nua.

• De fato, como a, b ∈ U e U é aberto, existe ε > 0 tal que o segmento

(a− ε(b− a), a+ (1+ ε)(b− a) ) = {a+ t(b− a) | t ∈ (−ε, 1+ ε) }

está contido em U.

Além disso, como existe ∂f

∂(b− a)
(x) para todo x ∈ U, temos, pela observação anterior, que a

restrição f|(a−ε(b−a),a+(1+ε)(b−a)) é contı́nua.

Portanto, f|[a,b] é contı́nua.

• Resulta, então, do Teorema do Valor Médio, que se [a, b] ⊂ U, existe θ0 ∈ (0, 1) tal que

f(b) − f(a) = f(a+ (b− a)) − f(a) =
∂f

∂(b− a)
(a+ θ0(b− a)) = 0 ,

ou seja, f(b) = f(a).

Por outro lado, se x ∈ U existe, pelo teorema 13.8 do Capı́tulo 1, uma poligonal contida em U

com vértices a0 = a, a1, . . . , ak = x.

Temos, então, sucessivamente, que

f(a) = f(a0) = f(a1) = . . . = f(ak) = f(x),

ou seja, f(x) = f(a) para todo x ∈ U. Logo f é constante. �

Observação 2.7. Neste corolário, basta que as derivadas parciais ∂f

∂xi
, i = 1, . . . , n, existam

e sejam nulas em todos os pontos do aberto conexo U ⊂ Rn, pois, pela observação 13.5 do

Capı́tulo 1, dados a, b ∈ U, existe uma poligonal contida em U ligando os pontos a e b com

lados paralelos a um dos eixos coordenados.
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3 Funções diferenciáveis

A definição de função diferenciável que daremos abaixo é devida a Maurice Fréchet (França,

1878-1973) e Otto Stolz (Áustria, 1842-1905). Ela é uma extensão adequada do conceito de

função derivável de uma só variável para funções de n variáveis.

Definição 3.1. Seja f : U −→ R uma função definida no aberto U ⊂ Rn. Dizemos que f é

diferenciável no ponto a ∈ U quando existem constantes A1, . . . , An ∈ R tais que, para todo

vetor v = (α1, . . . , αn) ∈ Rn, com a+ v ∈ U, temos que:

f(a+ v) = f(a) +A1α1 + . . .+Anαn + r(v) ,

onde lim
v→0

r(v)

‖v‖
= 0.

Definição 3.2. Dizemos que f : U −→ R é diferenciável quando f é diferenciável em todos os

pontos de U.

Observação 3.1. Seja f : U ⊂ Rn −→ R diferenciável no ponto a. Então, se v = tei, ou seja,

αj = 0, j 6= i, αi = t, temos que

f(a+ tei) − f(a)

t
= Ai +

r(tei)

t
= Ai ±

r(tei)

‖tei‖
, i = 1, . . . , n .

Logo, como lim
t→0

r(tei)

‖tei‖
= 0, para todo i = 1, . . . , n, obtemos que a derivada parcial ∂f

∂xi
(a) existe

e é igual a Ai, para todo i = 1, . . . , n.

• Assim, f : U ⊂ Rn −→ R é diferenciável no ponto a ∈ U se, e só se, as derivadas parciais
∂f

∂xi
(a), i = 1, . . . , n, existem, e para todo v = (α1, . . . , αn) ∈ Rn tal que a+ v ∈ U, temos

f(a+ v) = f(a) +
∂f

∂x1
(a)α1 + . . .+

∂f

∂xn
(a)αn + r(v) ,

onde lim
v→0

r(v)

‖v‖
= 0.

Observação 3.2. Se f : U ⊂ Rn −→ R é diferenciável no ponto a ∈ U, então f é contı́nua no

ponto a.

De fato, como lim
v→0

r(v)

‖v‖
implica que lim

v→0 r(v) = lim
v→0

r(v)

‖v‖
‖v‖ = 0, temos que

lim
x→a f(x) = lim

x→a (f(a) +A1(x1 − a1) + . . .+An(xn − an) + r(x− a)) = f(a) ,

uma vez que v = x− a −→ 0 quando x→ a.

Observação 3.3. A condição lim
v→0

r(v)

‖v‖
= 0 significa que r(v) tende a zero mais rapidamente
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do que v. Isto se exprime dizendo-se que r(v) é um infinitésimo de ordem superior a v. Assim, f

é diferenciável no ponto a ∈ U quando f(a+ v) − f(a) é igual a um funcional linear
n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)αi + (um resto infinitamente pequeno em relação a v).

Observação 3.4. Fazendo ρ(v) =
r(v)

‖v‖
se v 6= 0, a+ v ∈ U, e ρ(0) = 0, temos que:

f : U −→ R é diferenciável no ponto a ∈ U se, e só se, todas as derivadas parciais ∂f

∂xi
(a),

i = 1, . . . , n, existem no ponto a e, para todo v = (α1, . . . , αn) ∈ Rn tal que a+ v ∈ U vale:

f(a+ v) = f(a) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)αi + ρ(v) ‖v‖ , onde lim

v→0 ρ(v) = 0.

Ou seja, f é diferenciável no ponto a ∈ U se, e só se, a função real

ρ : Va = {v ∈ Rn |a+ v ∈ U} −→ R

é contı́nua no ponto v = 0. Note que o conjunto Va é aberto em Rn e 0 ∈ Va.

Observação 3.5. Ser ou não ser diferenciável, independe da norma considerada em Rn.

Observação 3.6. Para funções f : I −→ R definidas num intervalo aberto I ⊂ R, diferenciabi-

lidade é o mesmo que derivabilidade, pois se f(a+ t) = f(a) +At+ ρ(t) |t|, ou seja,

ρ(t) = ±
(
f(a+ t) − f(a)

t
−A

)
,

então, lim
t→0 ρ(t) = 0 se, e só se, f é derivável no ponto a e f ′(a) = A.

Observação 3.7. Se f : U ⊂ Rn −→ R é diferenciável no ponto a ∈ U, então f possui

derivada direcional no ponto a segundo qualquer vetor v = (α1, . . . , αn) e
∂f

∂v
(a) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)αi .

De fato, seja v ∈ Rn. Então existe ε > 0 tal que a+ tv ∈ U para todo t ∈ (−ε, ε), e

f(a+ tv) = f(a) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)tαi + ρ(tv) |t| ‖v‖ .

Como lim
t→0 ρ(tv) = 0, temos que

∂f

∂v
(a) = lim

t→0
f(a+ tv) − f(a)

t
=

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)αi + lim

t→0 (±ρ(tv) ‖v‖) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)αi .

Então ∂f

∂v
(a) existe e depende linearmente de v, ou seja:

• ∂f

∂(αv)
(a) = α

∂f

∂v
(a) , para todo α ∈ R e v ∈ Rn ,

e
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• ∂f

∂(v+w)
(a) =

∂f

∂v
(a) +

∂f

∂w
(a) , para todos v,w ∈ Rn.

Teorema 3.1. (Regra da cadeia)

Sejam U ⊂ Rm e V ⊂ Rn abertos, f = (f1, . . . , fn) : U −→ Rn tal que f(U) ⊂ V e cada função

coordenada fi : U −→ R é diferenciável no ponto a ∈ U. Se g : V −→ R é diferenciável no ponto

b = f(a), então a função composta g ◦ f : U −→ R é diferenciável no ponto a e suas derivadas

parciais são:
∂(g ◦ f)
∂xi

(a) =

n∑
k=1

∂g

∂yk
(f(a))

∂fk

∂xi
(a) , i = 1, . . . ,m .

Prova.

Seja o aberto U0 = {v ∈ Rm |a+ v ∈ U} que contém o ponto v = 0.

Para cada v = (α1, . . . , αm) ∈ U0 e k = 1, . . . , n, temos que

fk(a+ v) = fk(a) +

m∑
i=1

∂fk

∂xi
(a)αi + ρk(v) ‖v‖ , (I)

onde cada ρk : U0 −→ R é contı́nua no ponto 0 e ρk(0) = 0.

Seja a aplicaçãoω = (β1, . . . , βn) : U0 −→ Rn contı́nua no ponto 0, comω(0) = 0, cujas funções

coordenadas βk : U0 −→ R são dadas por:

βk(v) =

m∑
i=1

∂fk

∂xi
(a)αi + ρk(v) ‖v‖ . (II)

Considerando Rm com a norma da soma, por exemplo, temos que |αi|

‖v‖S
≤ 1 para todo

v ∈ Rm − {0}.

Logo, cada |βk(v)|

‖v‖S
, k = 1, . . . , n, e, portanto, ‖ω(v)‖S

‖v‖S
, é limitada em U1 − {0}, onde U1 é um

aberto contido em U0 tal que 0 ∈ U1 e ρk|U1
limitada para todo k = 1, . . . , n.

Seja V0 = {w ∈ Rn |w + b ∈ V}. Como V0 é um aberto que contém o vetor 0, ω é contı́nua no

ponto 0 e ω(0) = 0, existe um aberto U2 ⊂ U1 tal que 0 ∈ U2 e ω(U2) ⊂ V0.

Seja v ∈ U2. Então ω(v) + b ∈ V e, como g : V −→ R é diferenciável em b = f(a), temos, por

(I), que

g(f(a+ v)) = g(f(a) +ω(v)) = g(b+ω(v)) = g(b) +

n∑
k=1

∂g

∂yk
(b)βk(v) + σ(ω(v)) ‖ω(v)‖ ,

onde σ ◦ω : U2 −→ R é uma função contı́nua no ponto 0, com σ ◦ω(0) = 0.

Logo, por (II),

(g ◦ f)(a+ v) = g ◦ f(a) +

n∑
k=1

∂g

∂yk
(b)

[
m∑
i=1

∂fk

∂xi
(a)αi + ρk(v)‖v‖

]
+ σ ◦ω(v) ‖ω(v)‖ ,
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ou seja,

(g ◦ f)(a+ v) = (g ◦ f)(a) +

m∑
i=1

Aiαi + R(v) ,

onde Ai =

n∑
k=1

∂g

∂yk
(b)

∂fk

∂xi
(a) e R(v) =

n∑
k=1

∂g

∂yk
(b) ρk(v) ‖v‖+ σ ◦ω(v) ‖ω(v)‖.

Como,
R(v)

‖v‖
=

n∑
k=1

∂g

∂yk
(b) ρk(v) + σ ◦ω(v)

‖ω(v)‖
‖v‖

,

temos que lim
v→0

R(v)

‖v‖
= 0, pois lim

v→0 ρk(v) = 0, k = 1, . . . , n, lim
v→0σ ◦ω(v) = 0 e ‖ω(v)‖

‖v‖
é limitado em

U2 − {0}.

Logo g ◦ f é diferenciável no ponto a e
∂(g ◦ f)
∂xi

(a) =

n∑
k=1

∂g

∂yk
(f(a))

∂fk

∂xi
(a) ,

para todo i = 1, . . . ,m. �

Corolário 3.1. Se f : U ⊂ Rn −→ R é diferenciável no ponto b ∈ U e λ = (λ1, . . . , λn) :

(a − ε, a + ε) −→ Rn é um caminho diferenciável com λ(a) = b, então a função composta

f ◦ λ : (a− ε, a+ ε) −→ R é diferenciável no ponto a e

(f ◦ λ) ′(a) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(b) λ ′i(a) .

Observação 3.8. Se escrevemos λ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), então λ ′(t) =
(
dx1

dt
, . . . ,

dxn

dt

)
.

Indicando com df

dt
a derivada da função composta t 7−→ f ◦ λ(t) = f(x1(t), . . . , xn(t)), a regra da

cadeia nos dá que:
df

dt
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

dxi

dt
(notação clássica do Cálculo Diferencial.)

Corolário 3.2. Sejam U ⊂ Rn um conjunto aberto, I ⊂ R um intervalo aberto, f : U −→ R uma

função diferenciável no ponto a ∈ U, com f(U) ⊂ I, g : I −→ R diferenciável no ponto b = f(a).

Então g ◦ f : U −→ R é diferenciável no ponto a e
∂(g ◦ f)
∂xi

(a) = g ′(b)
∂f

∂xi
(a) ,

para todo i = 1, . . . , n.

Observação 3.9. Pela Regra da Cadeia, se f : U ⊂ Rn −→ R é diferenciável no ponto a ∈ U,

para calcularmos a derivada direcional ∂f
∂v

(a) = (f ◦ λ) ′(0) não é necessário nos restringir ao

128 Instituto de Matemática UFF
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caminho retilı́neo λ(t) = a + tv. Ou seja, se λ : (−ε, ε) −→ U é um caminho diferenciável

qualquer com λ(0) = a e λ ′(0) = v, ainda teremos
∂f

∂v
(a) = (f ◦ λ) ′(0) = lim

t→0
f(λ(t)) − f(a)

t
.

De fato, pela Regra da Cadeia,

(f ◦ λ) ′(0) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a) λ ′i(0) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)αi =

∂f

∂v
(a) .

Mas, o mesmo não é verdade se f possui derivadas direcionais em todos os pontos do domı́nio

segundo qualquer vetor, mas não é diferenciável.

Por exemplo, considere a função h : R2 −→ R dada por h(x, y) =
x3y

x6 + y2
, (x, y) 6= (0, 0), e

h(0, 0) = 0, e seja λ : R −→ R2 o caminho diferenciável, λ(t) = (t, t2), com λ(0) = (0, 0) e

λ ′(0) = (1, 0). Então,

(h ◦ λ) ′(0) = lim
t→0

h(λ(t)) − h(0)

t
= lim
t→0

t5

t7 + t5
= lim
t→0

1

t2 + 1
= 1 6= ∂h

∂x
(0, 0) = 0 .

(ver exemplo 2.3).

Observação 3.10. Nenhuma das funções definidas nos exemplos 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4:

• f : R2 −→ R , f(x, y) =
xy

x2 + y2
, f(0, 0) = 0 ;

• g : R2 −→ R , g(x, y) =
x2y

x2 + y2
, g(0, 0) = 0 ;

• h : R2 −→ R , h(x, y) =
x3y

x6 + y2
, h(0, 0) = 0 ;

• ϕ : R2 −→ R , ϕ(x, y) =
x3y

x4 + y2
, ϕ(0, 0) = 0 ,

são diferenciáveis na origem de R2.

De fato:

• f porque não é contı́nua na origem nem possui derivada direcional segundo qualquer vetor na

origem.

• g porque, embora seja contı́nua na origem e existe ∂g

∂v
(0, 0), para todo v ∈ R2, as derivadas

direcionais na origem não dependem linearmente de v.

• h porque não é contı́nua na origem, embora possua derivadas direcionais ∂h

∂v
(p), para todo

v ∈ R2 e todo p ∈ R2, que dependem linearmente de v.

• ϕ é contı́nua em R2, possui derivadas direcionais ∂ϕ
∂v

segundo qualquer vetor v ∈ R2, em todos

os pontos do plano, que dependem linearmente de v, mas contraria a Regra da Cadeia, pois

ϕ ◦ λ : R −→ R não é derivável na origem, onde λ : R −→ R2 é o caminho diferenciável dado por
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λ(t) =
(
t , t2 sen 1

t

)
, t 6= 0, e λ(0) = 0.

• Diretamente, podemos verificar que, embora cada uma das funções acima possua derivadas

parciais na origem, elas não cumprem a condição:

lim
v→(0,0)

r(v)

‖v‖
= lim

α → 0
β → 0

1√
α2 + β2

(
F(α,β) −

∂F

∂x
(0, 0)α−

∂F

∂y
(0, 0)β

)
= 0 ,

onde v = (α,β).

Por exemplo, para F = f, temos que ∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0 e f(α,β) =

αβ

α2 + β2
. Logo, o limite

lim
v→0

r(v)

‖v‖
= lim

α → 0
β → 0

1√
α2 + β2

αβ

α2 + β2

não existe, já que para as sequências
(
αn =

1

n

)
e
(
βn =

1

n

)
, que convergem para zero, a

sequência

 1√
α2n + β2n

αnβn

α2n + β2n

 =

(
n

2
√
2

)
não converge.

Observação 3.11. Seja U ⊂ C aberto. Dizemos que uma função complexa f : U −→ C é

derivável no ponto z = x+ iy ∈ U, quando existe o limite

lim
H→0

f(z+H) − f(z)

H
= A .

Neste caso, A = f ′(z) chama-se a derivada da função complexa f no ponto z.

A derivabilidade de f no ponto z = x+ iy é equivalente a dizer que:

f(z+H) = f(z) +AH+ r(H) ,

onde lim
H→0

r(H)

H
= 0.

Fazendo A = a+ ib, H = h+ ik e r = r1 + ir2, f é derivável no ponto z = x+ iy se, e só se,

f(z+H) = f(z) + (ah− bk) + i(bh+ ak) + r1(H) + ir2(H) , (I)

onde lim
H→0

r1(H)

|H|
= lim
H→0

r2(H)

|H|
= 0.

Sejam u, v : U −→ R a parte real e a parte imaginária da função f, ou seja, f(z) = u(z) + iv(z).

Em (I), separando a parte real e a parte imaginária, temos que:

• u(x+ h, y+ k) = u(x, y) + ah− bk+ r1(h, k) , onde lim
h,k→0

r1(h, k)√
h2 + k2

= 0 ,

• v(x+ h, y+ k) = v(x, y) + bh+ ak+ r2(h, k) , onde lim
h,k→0

r2(h, k)√
h2 + k2

= 0 .

Assim, se f = u + iv é derivável no ponto z = x + iy, então u e v são diferenciáveis no

ponto (x, y) e valem as identidades: ∂u
∂x

(x, y) =
∂v

∂y
(x, y) (= a) e ∂u

∂y
(x, y) = −

∂v

∂x
(x, y) (= −b),

chamadas equações de Cauchy-Riemann.
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Reciprocamente, se u, v : U −→ R são funções diferenciáveis no ponto z = (x, y) e satisfa-

zem as equações de Cauchy-Riemann neste ponto, podemos provar, revertendo cada etapa do

argumento anterior, que a função complexa f = u+ iv é derivável no ponto z = x+ iy e que:

f ′(z) =
∂u

∂x
(z) − i

∂u

∂y
(z) =

∂v

∂y
(z) + i

∂v

∂x
(z) .

Uma função complexa f : U −→ C é holomorfa quando possui derivada f ′(z) em todos os

pontos do aberto U.

Definição 3.3. Seja U ⊂ Rn aberto. Dizemos que uma função f : U −→ R é de classe C1

quando f possui derivadas parciais ∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x) em todos os pontos x ∈ U e as funções

∂f

∂xi
: U −→ R, i = 1, . . . , n, são contı́nuas.

Mais geralmente, dizemos que uma função f : U −→ R é de classe Ck, k ≥ 1, quando ela

possui derivadas parciais em todos os pontos de U e as funções ∂f

∂xi
: U −→ R, i = 1, . . . , n,

são de classe Ck−1. Para completar a definição indutiva, dizemos que f é de classe C0 quando

f é contı́nua.

Finalmente, dizemos que f é de classe C∞ quando f é de classe Ck para todo k ≥ 0.

Então C0 ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ . . . ⊃ Ck ⊃ . . . ⊃ C∞, sendo todas as inclusões estritas (ver Curso de

Análise, Vol. I de E. Lima, pag. 278, ex. 21).

Teorema 3.2. Se uma função f : U ⊂ Rn −→ R possui derivadas parciais em todos os pontos

do aberto U e cada uma delas é contı́nua no ponto c ∈ U, então f é diferenciável no ponto c.

Prova.

Para simplificar a notação, vamos considerar apenas o caso n = 2.

Sejam c = (a, b) e δ > 0 tal que BM(c, δ) = (a− δ, a+ δ)× (b− δ, b+ δ) ⊂ U.

Seja v = (h, k) um vetor tal que c+ v ∈ BM(c, δ) ⊂ U e

r(v) = r(h, k) = f(a+ h, b+ k) − f(a, b) −
∂f

∂x
(c)h−

∂f

∂y
(c)k .

Reescrevendo, temos:

r(v) = f(a+ h, b+ k) − f(a, b+ k) + f(a, b+ k) − f(a, b) −
∂f

∂x
(c)h−

∂f

∂y
(c)k .

Pelo Teorema do Valor Médio para funções reais de uma variável real, existem θ1, θ2 ∈ (0, 1) tais

que:

r(v) =
∂f

∂x
(a+ θ1h, b+ k)h+

∂f

∂y
(a, b+ θ2k)k−

∂f

∂x
(c)h−

∂f

∂y
(c)k .

De fato, existe ε > 0 tal que (a + th, b + k), (a, b + tk) ⊂ U para todo t ∈ (−ε, 1 + ε).

Como as derivadas parciais da função f existem em todos os pontos de U, as funções reais
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f1(t) = f(a+ th, b+ k) e f2(t) = f(a, b+ tk) são deriváveis em (−ε, 1+ ε) e

• f ′1(t0) = lim
t→0

f(a+ (t0 + t)h, b+ k) − f(a+ t0h, b+ k)

t

= lim
t→0 h

f((a+ t0h, b+ k) + ht(1, 0)) − f(a+ t0h, b+ k)

th

= h
∂f

∂x
(a+ t0h, b+ k)

• f ′2(t0) = lim
t→0

f(a, b+ (t0 + t)k) − f(a, b+ t0k)

t

= lim
t→0 k

f((a, b+ t0k) + kt(0, 1)) − f(a, b+ t0k)

tk

= k
∂f

∂y
(a, b+ t0k) .

Logo,

r(v)

‖v‖
=
(
∂f

∂x
(a+ θ1h, b+ k) −

∂f

∂x
(a, b)

)
h√

h2 + k2
+

(
∂f

∂y
(a, b+ θ2k) −

∂f

∂y
(a, b)

)
k√

h2 + k2
.

Como |h|√
h2 + b2

≤ 1, |k|√
h2 + b2

≤ 1, ∂f
∂x

e ∂f

∂y
são contı́nuas no ponto c = (a, b), temos que

lim
v→0

r(v)

‖v‖
= 0, ou seja, f é diferenciável no ponto c = (a, b). �

Observação 3.12. Na realidade, para que f seja diferenciável no ponto (a, b) é suficiente

que ∂f

∂x
exista numa vizinhança deste ponto, que nele seja contı́nua e que ∂f

∂y
(a, b) exista.

De fato, escrevendo

r(v) = f(a+ h, b+ k) − f(a, b+ k) −
∂f

∂x
(a, b)h+ f(a, b+ k) − f(a, b) −

∂f

∂y
(a, b)k ,

existe, pelo Teorema do Valor Médio para funções reais de uma variável real, θ ∈ (0, 1) tal que

r(v)

‖v‖
=
(
∂f

∂x
(a+ θh, b+ k) −

∂f

∂x
(a, b)

)
h

‖v‖
+

(
f(a, b+ k) − f(a, b)

k
−
∂f

∂y
(a, b)

)
k

‖v‖
.

Logo lim
v→0

r(v)

‖v‖
= 0, pois h

‖v‖
e k

‖v‖
são limitadas, ∂f

∂x
é contı́nua no ponto (a, b) e

lim
k→0

f(a, b+ k) − f(a)

k
=
∂f

∂y
(a, b) .

• Para funções de n variáveis, a diferenciabilidade de f num ponto é assegurada quando n − 1

das suas derivadas parciais existem numa vizinhança do ponto, são contı́nuas neste ponto e a

derivada parcial restante apenas exista neste ponto.

Corolário 3.3. Toda função de classe C1 é diferenciável.

Mas a recı́proca não é verdadeira.
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Exemplo 3.1. Seja f : R −→ R a função dada por f(x) = x2 sen 1
x

, x 6= 0 e f(0) = 0. Então

f ′(x) = 2x sen 1
x

− cos 1
x

, para x 6= 0 , e f ′(0) = lim
x→0

x2 sen 1
x

x
= 0 .

Logo f é diferenciável em R, mas f não é de classe C1, pois f ′ não é contı́nua em x = 0. �

Exemplo 3.2. Um polinômio em duas variáveis é uma função f : R2 −→ R dada por

f(x, y) =
∑

aijx
iyj .

Então f é contı́nuo em R2 e possui derivadas parciais
∂f

∂x
=
∑

iaijx
i−1yj e ∂f

∂y
=
∑

jaijx
iyj−1 .

Como ∂f

∂x
e ∂f

∂y
são polinômios e, portanto, funções contı́nuas, temos que f é de classe C1.

Assim, todo polinômio é de classe C1.

Como ∂f

∂x
e ∂f

∂y
são polinômios, ∂f

∂x
∈ C1 e ∂f

∂y
∈ C1. Logo f ∈ C2.

Podemos provar, usando o argumento acima, que se todo polinômio é de classe Ck, então todo

polinômio é de classe Ck+1. Assim, concluı́mos, por indução, que todo polinômio é de classe

C∞.

Do mesmo modo, podemos mostrar que todo polinômio f : Rn −→ R de n variáveis

f(x) =
∑

ai1 i2 ··· inx
i1
1 · · · x

in
n ,

é de classe C∞. �

Observação 3.13. A soma f + g e o produto fg de funções de classe Ck são funções de

classe Ck.

Este resultado segue do fato análogo já provado para funções reais de uma variável real, ou

pode ser provado por indução, primeiro para a soma e depois para o produto.

Corolário 3.4. Sejam U ⊂ Rm, V ⊂ Rn abertos, f = (f1, . . . , fn) : U −→ Rn, tal que f(U) ⊂ V
e cada função coordenada fi : U −→ R é de classe Ck. Se g : V −→ R é uma função de classe

Ck, então a composta g ◦ f : U −→ R é de classe Ck.

Prova.

Para k = 0, o resultado é verdadeiro. Suponhamos, por indução, que o corolário vale para

funções de classe Ck−1, k ≥ 1, e que g, fi, i = 1, . . . , n são funções de classe Ck.

Então, pelo corolário 3.3, g, fi, i = 1, . . . , n são funções diferenciáveis e, pela Regra da Cadeia:
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∂(g ◦ f)
∂xi

(x) =

n∑
j=1

∂g

∂yj
(f(x))

∂fj

∂xi
(x) ,

para todo x ∈ U e todo i = 1, . . . ,m, ou seja, vale a igualdade de funções:
∂(g ◦ f)
∂xi

=

n∑
j=1

(
∂g

∂yj
◦ f
)
· ∂fj
∂xi

.

Como ∂g

∂yj
e f são de classe Ck−1 temos, pela hipótese de indução, que ∂g

∂yj
◦ f é de classe Ck−1

para todo j = 1, . . . , n. Além disso, como
∂fj

∂xi
∈ Ck−1, o produto

(
∂g

∂yj
◦ f
)
· ∂fj
∂xi

é de classe Ck−1,

para todo j = 1, . . . , n, e portanto, a soma
m∑
j=1

(
∂g

∂yj
◦ f
)
· ∂fj
∂xi

é de classe Ck−1.

Logo ∂(g ◦ f)
∂xi

∈ Ck−1 para todo i = 1, . . . ,m, ou seja, g ◦ f ∈ Ck. �

Observação 3.14. Seja g : U ⊂ Rn −→ R uma função de classe Ck, com g(x) 6= 0 para todo

x ∈ U.

Então a função 1

g
é de classe Ck, pois 1

g
= ρ ◦g, onde ρ : R − {0} −→ R, dada por ρ(x) =

1

x
, é de

classe C∞.

Exemplo 3.3. O produto interno f : Rn×Rn −→ R, f(x, y) =

n∑
i=1

xiyi, é uma função de classe

C∞, pois f é um polinômio de 2n variáveis (de grau 2).

Também, a função g : Rn −→ R, g(x) = ‖x‖2 =

∞∑
i=1

x2i , por ser um polinômio de n variáveis, é de

classe C∞.

Então a norma h : Rn − {0} −→ R, h(x) = ‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

x2i é de classe C∞, pois h = ρ ◦ g, onde

ρ : (0,∞) −→ R é a função C∞ dada por ρ(x) =
√
x.

Na origem, a função norma h não possui derivadas parciais, pois:

• lim
t→0+

h(0+ tei) − h(0)

t
= lim
t→0+

|t|

t
= 1 , e • lim

t→0−

h(0+ tei) − h(0)

t
= lim
t→0−

|t|

t
= −1 .

• Pode ocorrer que normas ‖ ‖ que não provém de um produto interno não sejam diferenciáveis

em pontos x 6= 0.

Por exemplo, se ϕ : R2 −→ R é a norma da soma ϕ(x, y) = |x| + |y|, então não existe ∂ϕ

∂x
nos

pontos (0, y) e não existe ∂ϕ

∂y
nos pontos (x, 0).

De fato, lim
t→0±

ϕ(t, y) −ϕ(0, y)

t
= lim
t→0±

|t|

t
= ±1 , e lim

t→0±
ϕ(x, t) −ϕ(x, 0)

t
= lim
t→0±

|t|

t
= ±1 . �
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4 A diferencial de uma função

Definição 4.1. Sejam U ⊂ Rn um aberto e f : U −→ R uma função diferenciável no ponto a.

A diferencial de f no ponto a é o funcional linear df(a) : Rn −→ R dado por

df(a)v =
∂f

∂v
(a) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)αi ,

onde v = (α1, . . . , αn) ∈ Rn.

Então
(
∂f

∂x1
(a) · · · ∂f

∂xn
(a)

)
é a matriz 1×n do funcional linear df(a) em relação à base

canônica {e1, . . . , en} de Rn.

Quando f é diferenciável em todo ponto de U, podemos definir a aplicação

df : U −→ L(Rn; R) = (Rn)?

que associa a cada x ∈ U o funcional df(x), cuja matriz é
(
∂f

∂x1
(x) · · · ∂f

∂xn
(x)

)
.

Identificando o funcional df(x) com sua matriz, temos que: df é uma aplicação contı́nua⇐⇒ cada uma de suas funções coordenadas ∂f

∂xi
: U −→ R é contı́nua⇐⇒ f é C1.

Exemplo 4.1. Todo funcional linear ϕ : Rn −→ R é diferenciável e dϕ(x) = ϕ, ou seja,

dϕ(x)v = ϕ(v) para quaisquer x, v ∈ Rn .

De fato, como ϕ(x) = a1x1 + . . .+ anxn, temos ∂ϕ
∂xi

(x) = ai para todo x ∈ Rn e todo i = 1, . . . , n.

Logo,

dϕ(x)v =

n∑
i=1

∂ϕ

∂xi
(x)αi =

n∑
i=1

aiαi = ϕ(v) . �

Notação.

Seja πi : Rn −→ R, πi(x) = xi, a projeção sobre a i−ésima coordenada, i = 1, . . . , n. Então

{π1, . . . , πn} é a base de (Rn)? dual da base canônica.

Fazendo πi = xi, temos, pelo exemplo acima, que

dxi(a)v = dπi(a)v = πi(v) = αi ,

para todo v = (α1, . . . , αn) ∈ Rn.

Logo, podemos escrever:

df(a)v =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)dxi(a)(v) , ou seja, df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi ,

se f é diferenciável em todo ponto a ∈ U.
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Com a identificação feita acima, temos que {dx1, . . . , dxn} é a base de (Rn)? dual da base

canônica.

Assim, a expressão formal da regra da cadeia (no caso R −→ Rn −→ R) diz que se cada

coordenada xi é função de um parâmetro real t, então podemos ”dividir” ambos os membros da

igualdade acima por ”dt” e obter:
df

dt
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

dxi

dt
.

Teorema 4.1. Sejam f, g : U −→ R funções diferenciáveis no ponto a ∈ U. Então:

(a) f+ g : U −→ R é diferenciável no ponto a e d(f+ g)(a) = df(a) + dg(a).

(b) f · g : U −→ R é diferenciável no ponto a e d(f · g)(a) = f(a)dg(a) + g(a)df(a) .

(c) Se g(a) 6= 0, f
g

é diferenciável no ponto a e d

(
f

g

)
(a) =

g(a)df(a) − f(a)dg(a)

g(a)2
.

Prova.

Como as funções s,m : R2 −→ R, q : R × (R − {0}) −→ R dadas por s(x, y) = x + y ,

m(x, y) = xy e q(x, y) =
x

y
são diferenciáveis, por serem de classe C∞, e a função F : U −→ R2,

F(x) = (f(x), g(x)), tem coordenadas diferenciáveis no ponto a, temos, pela Regra da Cadeia,

que as funções s◦F = f+g, m◦F = f ·g e q◦F =
f

g
são diferenciáveis no ponto a e, além disso:

∂(f+ g)

∂xi
(a) =

∂f

∂xi
(a) +

∂g

∂xi
(a)

∂(f · g)
∂xi

(a) = g(a)
∂f

∂xi
(a) + f(a)

∂g

∂xi
(a)

∂(f/g)

∂xi
(a) =

g(a)
∂f

∂xi
(a) − f(a)

∂g

∂xi
(a)

g(a)2
.

Assim,

• d(f+ g)(a) =

n∑
i=1

∂(f+ g)

∂xi
(a)dxi =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)dxi +

n∑
i=1

∂g

∂xi
(a)dxi = df(a) + dg(a) ;

• d(f·g)(a) =

n∑
i=1

∂(f · g)
∂xi

(a)dxi = g(a)

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)dxi+f(a)

n∑
i=1

∂g

∂xi
(a)dxi = g(a)df(a)+f(a)dg(a) ;

• d(f/g)(a) =

n∑
i=1

∂(f/g)

∂xi
(a)dxi =

g(a)

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)dxi − f(a)

n∑
i=1

∂g

∂xi
(a)dxi

g(a)2
=
g(a)df(a) − f(a)dg(a)

g(a)2
.

�
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Teorema 4.2. (do Valor Médio)

Seja f : U −→ R uma função diferenciável em todos os pontos do segmento aberto (a, a + v) e

contı́nua no segmento fechado [a, a+ v] ⊂ U. Então existe θ ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v) − f(a) =
∂f

∂v
(a+ θv) = df(a+ θv) v =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a+ θv)αi ,

onde v = (α1, . . . , αn).

Corolário 4.1. Seja U ⊂ Rn aberto conexo. Se f : U −→ R é diferenciável e df(x) = 0 (isto é,
∂f

∂xi
(x) = 0, i = 1, . . . , n) para todo x ∈ U, então f é constante.

Corolário 4.2. Sejam U ⊂ Rn aberto convexo e f : U −→ R uma função diferenciável. Se

‖df(x)‖ ≤M para todo x ∈ U, então

|f(x) − f(y)| ≤M ‖x− y‖ ,

para quaisquer x, y ∈ U.

Prova.

Neste corolário, estamos assumindo que

‖df(x)‖ = sup { |df(x)v| | v ∈ Rn , ‖v‖ = 1 } = sup
{∣∣∣∂f
∂v

(x)
∣∣∣ ∣∣ v ∈ Rn , ‖v‖ = 1

}
.

Logo, se x, y ∈ U, o segmento fechado [x, x+ (y− x)] ⊂ U, uma vez que U é convexo.

Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe θ ∈ (0, 1) tal que

f(y) − f(x) = df(x+ θ(y− x)) (y− x) ,

e, portanto,

|f(y) − f(x)| = |df(x+ θ(y− x)) (y− x)| ≤M ‖y− x‖ . �

Observação 4.1. Se tomarmos em Rn a norma euclidiana, ou a norma da soma, ou a norma

do máximo, então ‖df(x)‖ assume, respectivamente, os valores:√√√√ n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2
,

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x)
∣∣∣∣ , ou max

1≤i≤n

{ ∣∣∣∣ ∂f∂xi (x)
∣∣∣∣} .

De fato, se ‖ ‖ é a norma euclidiana, por exemplo, temos que:

|df(x)v| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x)αi

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ n∑

i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2√√√√ n∑
i=1

α2i ≤

√√√√ n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2
,

para todo v = (α1, . . . , αn) ∈ Rn com ‖v‖ =

√√√√ n∑
i=1

α2i = 1.
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Logo ‖df(x)‖ ≤

√√√√ n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2
. Por outro lado, se

n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2
6= 0, podemos tomar o vetor

v =

(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
√√√√ n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2 .

Então, como ‖v‖ = 1 , temos que:

‖df(x)‖ ≥ |df(x)v| =

n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2
√√√√ n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2 =

√√√√ n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2
,

ou seja, ‖df(x)‖ ≥

√√√√ n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2
. Assim, ‖df(x)‖ =

√√√√ n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x)

)2
.

Observação 4.2. Se V não é convexo, uma função g : V −→ R pode ser diferenciável, com

diferencial dg limitada em V, sem ser Lipschitziana.

Por exemplo, sejam U = R2 − X, onde X = {(x, 0) | x ≥ 0}, e V = {(x, y) ∈ U |
√
x2 + y2 < 2}.

Seja g = f|V , onde f : U −→ R é a função definida por f(x, y) = x2 se x > 0 e y > 0 e f(x, y) = 0

se x ≤ 0 ou y ≤ 0.

Então ∂f

∂y
(x, y) = 0 para todo (x, y) ∈ U; ∂f

∂x
(x, y) = 2x se x > 0, y > 0; ∂f

∂x
(x, y) = 0 se

(x, y) ∈ U − {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0 , y > 0}, pois f ≡ 0 neste aberto e, também, ∂f
∂x

(0, y) = 0 para

y > 0, uma vez que

• lim
t→0+

f(t, y) − f(0, y)

t
= lim
t→0+

t2

t
= 0 , e • lim

t→0−

f(t, y) − f(0, y)

t
= lim
t→0−

0

t
= 0 .

Logo f é diferenciável, pois ∂f

∂x
e ∂f

∂y
são contı́nuas em U, ou seja, f é de classe C1 em U. Além

disso, como |x| < 2 para todo (x, y) ∈ V,

‖df(x, y)‖ =

√(
∂f

∂x
(x, y)

)2
+

(
∂f

∂y
(x, y)

)2
≤ 4 ,

para todo (x, y) ∈ V.

Mas, f não é uniformemente contı́nua em V, pois, para as sequências zn =
(
1,
1

n

)
e

wn =
(
1,−

1

n

)
de pontos de V, temos que:

zn −wn =
(
0,
2

n

)
−→ (0, 0) e f(zn) − f(wn) = 1 −→ 1 .

Em particular, f não é Lipschitziana em V.
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Observação 4.3. Como consequência do corolário 4.2, temos que se U ⊂ Rn é aberto e

convexo e f : U −→ R é uma função diferenciável com derivadas parciais limitadas em U, então

f é uniformemente contı́nua em U. Em particular, f é a restrição de uma função uniformemente

contı́nua g : U −→ R.

5 O gradiente de uma função diferenciável

O produto interno canônico induz um isomorfismo entre Rn e seu dual (Rn)? dado por:
Rn −→ (Rn)?

v 7−→ v? : Rn −→ R
x 7−→ 〈v, x〉 ,

pois dado ϕ ∈ (Rn)?, ϕ = v?, onde v = (ϕ(e1), . . . , ϕ(en)), uma vez que

ϕ(x1, . . . , xn) = ϕ(e1)x1 + . . .+ϕ(en)xn .

Além disso, como v?(ei) = αi , i = 1, . . . , n,
(
α1 . . . αn

)
é a matriz 1× n do funcional v?

em relação à base canônica.

Definição 5.1. Seja f : U −→ R uma função diferenciável no aberto U ⊂ Rn. O gradiente de f

no ponto a ∈ U é o vetor grad f(a) que corresponde ao funcional df(a) segundo o isomorfismo

acima, ou seja,

〈grad f(a), v〉 = df(a)v =
∂f

∂v
(a) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)αi ,

para todo v = (α1, . . . , αn) ∈ Rn.

Logo grad f(a) =

(
∂f

∂x1
(a), . . . ,

∂f

∂xn
(a)

)
.

Observação 5.1. As coordenadas de grad f(a) em relação à base canônica são iguais às

coordenadas de df(a) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)dxi em relação à base {dx1, . . . , dxn} de (Rn)?, dual da base

canônica.

• Veremos agora as três propriedades mais importantes do gradiente de uma função dife-

renciável f : U −→ R. Para isso, seja a ∈ U tal que grad f(a) 6= 0.

Primeira propriedade. O gradiente aponta para uma direção segundo a qual a função f é

crescente.

De fato, se w = grad f(a), então
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df(a)w =
∂f

∂w
(a) = 〈grad f(a), w〉 = ‖grad f(a)‖2 > 0 .

Assim, se λ : (−ε, ε) −→ U é um caminho diferenciável tal que λ(0) = a e λ ′(0) = grad f(a),

então

(f ◦ λ) ′(0) = df(λ(0)) λ ′(0) > 0 .

Então, se f e λ são de classe C1, existe ε > 0 tal que (f ◦ λ) ′(t) > 0 para todo t ∈ (−ε, ε),

e, portanto, f ◦ λ é crescente. Isto é, f cresce na direção do gradiente.

Fig. 4: Gradiente de f no ponto a

Segunda propriedade. Dentre todas as direções ao longo das quais a função f cresce, a

direção do gradiente é a de crescimento mais rápido.

De fato, não se tem df(a)v = 〈grad f(a), v〉 > 0 apenas quando v = grad f(a), pois

〈grad f(a), v〉 > 0 para todo v que faz um ângulo agudo com grad f(a). Então f cresce ao

longo destas direções, mas grad f(a) é a direção segundo a qual o crescimento de f é o mais

rápido.

Ou seja, se v é um vetor tal que ‖v‖ = ‖grad f(a)‖, então
∂f

∂v
(a) ≤ ∂f

∂(grad f(a))
(a) ,

pois, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
∂f

∂v
(a) = 〈grad f(a), v〉 ≤ ‖grad f(a)‖ ‖v‖ = ‖grad f(a)‖2 =

∂f

∂(grad f(a))
(a) .

Observe, ainda, que a igualdade ocorre se, e só se, v = grad f(a).

Terceira propriedade. O gradiente de f no ponto a é perpendicular à ”superfı́cie” de nı́vel de f

que passa por esse ponto.

Dado c ∈ R, chamamos f−1(c) = {x ∈ U | f(x) = c} conjunto de nı́vel de f e se f(x) = c, isto

é, x ∈ f−1(c), dizemos que x está no nı́vel c ou que x tem nı́vel c.

O Teorema da Função Implı́cita, que provaremos depois, garante que f−1(c) é uma su-
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perfı́cie (se n ≥ 3), ou uma curva (se n = 2), quando grad f(x) 6= 0 para todo x ∈ f−1(c).

Dizer que w = grad f(a) é perpendicular ao conjunto de nı́vel f−1(c), onde f(a) = c, sig-

nifica que w é perpendicular ao vetor velocidade λ ′(0) de qualquer caminho diferenciável em

t = 0, com λ(0) = a e λ(t) ∈ f−1(c) para todo t ∈ (−ε, ε). De fato, como f(λ(t)) = c para todo

t ∈ (−ε, ε),

0 = (f ◦ λ) ′(0) = df(λ(0)) λ ′(0) = 〈grad f(a), λ ′(0)〉 .

Exemplo 5.1. Sejam f, g, h : R2 −→ R dadas por: f(x, y) = ax + by, a2 + b2 6= 0; g(x, y) =

x2 + y2 e h(x, y) = x2 − y2.

• As curvas de nı́vel de f são as retas ax+by = c para qualquer c ∈ R e grad f(x, y) = (a, b) para

todo (x, y) ∈ R2. Assim, (a, b) é o vetor normal às retas ax+by = c, e {(x, y) ∈ R2 |ax+by > c}

é o semi-plano para o qual o vetor (a, b) aponta.

Fig. 5: Gradiente de f

• Seja c ∈ R e seja g−1(c) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = c} a curva de nı́vel c da função g. Então:

g−1(c) = ∅ se c < 0, g−1(0) = {(0, 0)}, g−1(c) é o cı́rculo de centro na origem e raio
√
c, e

grad f(x, y) = (2x, 2y) é um vetor paralelo ao raio e, portanto, perpendicular ao vetor tangente

ao cı́rculo naquele ponto.

Fig. 6: Gradiente de g
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• As curvas de nı́vel c da função h são:

h−1(0) = {(x, y) ∈ R2 | x2 = y2} = {(x, y) ∈ R2 | x = ±y}

que consiste de duas retas, x = y e x = −y, perpendiculares que se cortam na origem; ou

h−1(c) = {(x, y) ∈ R2 | x2 − y2 = c}

que é uma hipérbole cuja reta focal é o eixo x, se c > 0, e uma hipérbole cuja reta focal é o eixo

y, se c < 0.

Fig. 7: Gradiente de h

O gradiente de h, gradh(x, y) = (2x,−2y), é perpendicular às curvas de nı́vel e indica a direção

de crescimento de h. �

• Nos pontos onde o gradiente se anula ocorre uma quebra de regularidade na disposição das

curvas de nı́vel. Um ponto onde o gradiente de uma função é o vetor nulo é chamado singular

ou crı́tico.

Exemplo 5.2. Considere, agora, as funções definidas no espaço R3 tridimensional:

f(x, y, z) = ax+ by+ cz ; g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 e h(x, y, z) = x2 + y2 − z2.

As superfı́cies de nı́vel de f são planos de equação ax+ by+ cz = d, d ∈ R, todos perpendicu-

lares ao vetor (a, b, c), que é o gradiente de f em qualquer ponto.

A superfı́cie de nı́vel c da função g é o conjunto vazio, se c < 0; consiste apenas da origem,

se c = 0 e é a esfera de centro na origem e raio
√
c, se c > 0, sendo gradg(x, y, z) = 2(x, y, z)

perpendicular à superfı́cie de nı́vel c que passa pelo ponto (x, y, z) 6= (0, 0, 0).

A superfı́cie de nı́vel c da função h é o cone de revolução z2 = x2+y2 de vértice na origem e eixo

z, o hiperbolóide de revolução de uma folha x2+y2− z2 = c de eixo z, se c > 0, e o hiperbolóide

de revolução de duas folhas x2+y2−z2 = c de eixo z, se c < 0, sendo gradh(x, y, z) = 2(x, y,−z)

perpendicular à superfı́cie de nı́vel que passa por (x, y, z). �
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6 A regra de Leibniz

Teorema 6.1. (Regra de Leibniz – derivação sob o sinal de integral)

Sejam U ⊂ Rn aberto e f : U× [a, b] −→ R uma função com as seguintes propriedades:

(1) Para todo x ∈ U, a função t 7−→ f(x, t) é integrável em [a, b].

(2) A i−ésima derivada parcial ∂f

∂xi
(x, t) existe para todo (x, t) ∈ U × [a, b] e a função

∂f

∂xi
: U× [a, b] −→ R é contı́nua.

Então a função ϕ : U −→ R, dada por ϕ(x) =

∫b
a

f(x, t)dt, possui i−ésima derivada parcial em

todo ponto x ∈ U, sendo
∂ϕ

∂xi
(x) =

∫b
a

∂f

∂xi
(x, t)dt .

Ou seja, pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o integrando resultante seja uma

função contı́nua.

Prova.

Dado x0 ∈ U, existe δ0 > 0 tal que [x0, x0 + sei] ⊂ U, para todo s ∈ R com |s| < δ0. Então,

pelo Teorema do Valor Médio, existe θ ∈ (0, 1) tal que:

ϕ(x0 + sei) −ϕ(x0)

s
−

∫b
a

∂f

∂xi
(x0, t)dt =

∫b
a

[
f(x0 + sei, t) − f(x0, t)

s
−
∂f

∂xi
(x0, t)

]
dt

=

∫b
a

[
∂f

∂xi
(x0 + θsei, t) −

∂f

∂xi
(x0, t)

]
dt .

Como ∂f

∂xi
: U× [a, b] −→ R é contı́nua, temos, pelo teorema 11.4 do capı́tulo 1, que dado ε > 0,

existe 0 < δ < δ0 tal que:

|s| < δ =⇒ ∣∣∣∣ ∂f∂xi (x0 + sθei, t) −
∂f

∂xi
(x0, t)

∣∣∣∣ < ε

2(b− a)
,

para todo t ∈ [a, b]. Então, se 0 < |s| < δ,∣∣∣∣ ϕ(x0 + sei) −ϕ(x)

s
−

∫b
a

∂f

∂xi
(x0, t)dt

∣∣∣∣ < ε .
Provamos, então, que ϕ possui i−ésima derivada parcial no ponto x0 e

∂ϕ

∂xi
(x0) =

∫b
a

∂f

∂xi
(x0, t)dt . �

Corolário 6.1. Se f : U × [a, b] −→ R é contı́nua e possui as n derivadas parciais
∂f

∂xi
: U × [a, b] −→ R contı́nuas, então ϕ : U −→ R, dada por ϕ(x) =

∫b
a

f(x, t)dt, é de

classe C1.

J. Delgado - K. Frensel 143



Análise

Prova.

Pelo teorema anterior, ϕ possui as n derivadas parciais e ∂ϕ

∂xi
(x) =

∫b
a

∂f

∂xi
(x, t)dt para todo

x ∈ U, i = 1, . . . , n. Além disso, como ∂f

∂xi
: U × [a, b] −→ R é contı́nua, para todo i = 1, . . . , n,

temos, pela aplicação do teorema 11.4 do capı́tulo 1, que ∂ϕ

∂xi
: U −→ R é contı́nua para todo

i = 1, . . . , n. �

Observação 6.1. Se f : [a, b] × [c, d] −→ R é uma função contı́nua, temos, pela aplicação

do teorema 11.4 do capı́tulo 1, que a função ξ : [a, b] −→ R, ξ(s) =

∫d
c

f(s, t)dt , é contı́nua e,

portanto, integrável.

A integral
∫b
a

ξ(s)ds se escreve como:∫b
a

[ ∫d
c

f(s, t)dt

]
ds ou

∫b
a

ds

∫d
c

f(s, t)dt .

Teorema 6.2. (da Inversão da Ordem nas Integrais Repetidas)

Se f : [a, b]× [c, d] −→ R é uma função contı́nua, então∫b
a

ds

∫d
c

f(s, t)dt =

∫d
c

dt

∫b
a

f(s, t)ds .

Prova.

Seja g : [a, b]× [c, d] −→ R definida por g(x, t) =

∫x
a

f(s, t)ds .

Para cada x ∈ [a, b] fixo, a função t 7−→ ∫x
a

f(s, t)ds é contı́nua e, portanto, integrável. Além

disso, ∂g
∂x

(x, t) = f(x, t) para todo (x, t) ∈ [a, b]× [c, d], pois o integrando s 7−→ f(s, t) é contı́nuo

para todo t ∈ [c, d].

Como ∂g

∂x
= f : [a, b] × [c, d] −→ R é contı́nua, temos, pela Regra de Leibniz, que a função

ϕ : [a, b] −→ R, dada por

ϕ(x) =

∫d
c

g(x, t)dt =

∫d
c

(∫x
a

f(s, t)ds

)
dt ,

é derivável e ϕ ′(x) =

∫d
c

∂g

∂x
(x, t)dt =

∫d
c

f(x, t)dt.

Como ϕ ′ : [a, b] −→ R é integrável (por ser contı́nua), temos, pelo Teorema Fundamental do

Cálculo, que

ϕ(b) −ϕ(a) =

∫b
a

ϕ ′(s)ds =

∫b
a

(∫d
c

f(s, t)dt

)
ds .

Sendo ϕ(a) = 0 e ϕ(b) =

∫d
c

(∫b
a

f(s, t)ds

)
dt, obtemos
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∫d
c

(∫b
a

f(s, t)ds

)
dt =

∫b
a

(∫d
c

f(s, t)dt

)
ds . �

Corolário 6.2. Seja f : U×[a, b] −→ R uma função contı́nua, com derivadas parciais contı́nuas
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn
: U × [a, b] −→ R, e seja g : U −→ [a, b] uma função de classe C1, onde U ⊂ Rn

é aberto. Então a função ϕ : U −→ R, definida por ϕ(x) =

∫g(x)
a

f(x, t)dt, é de classe C1 e suas

derivadas parciais são:
∂ϕ

∂xi
(x) =

∫g(x)
a

∂f

∂xi
(x, t)dt+

∂g

∂xi
(x) f(x, g(x)) ,

para todo x ∈ U.

Prova.

Seja ξ : U × [a, b] −→ R a função dada por ξ(x, u) =

∫u
a

f(x, t)dt. Então, como a função

t 7−→ f(x, t) é contı́nua, ∂ξ
∂u

(x, u) = f(x, u) para todo (x, u) ∈ U× [a, b].

Além disso, pela Regra de Leibniz, ∂ξ
∂xi

(x, u) =

∫u
a

∂f

∂xi
(x, t)dt .

Afirmação: ∂ξ
∂xi

: U× [a, b] −→ R é contı́nua, para i = 1, . . . , n.

De fato, como ∂f

∂xi
: U × [a, b] −→ R é contı́nua, temos, pelo teorema 11.4 do capı́tulo 1, que

dados x0 ∈ U, u0 ∈ [a, b] e ε > 0, existe δ > 0 tal que

‖x− x0‖ < δ =⇒ ∣∣∣∣ ∂f∂xi (x, t) −
∂f

∂xi
(x0, t)

∣∣∣∣ < ε ′ ,
para todo t ∈ [a, b], onde ε ′ = ε

2
se u0 = a e ε ′ = ε

2(u0 − a)
se u0 6= a.

Sendo t 7−→ ∂f

∂xi
(x0, t) contı́nua no compacto [a, b], existe M > 0 tal que

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x0, t)
∣∣∣∣ ≤M para

todo t ∈ [a, b]. Assim,
∣∣∣∣ ∂f∂xi (x, t)

∣∣∣∣ ≤ N = ε ′ +M, para todo t ∈ [a, b] e x ∈ B(x0, δ).

Então, se |u− u0| <
ε

2N
e ‖x− x0‖ < δ,∣∣∣∣ ∂ξ∂xi (x, u) −

∂ξ

∂xi
(x0, u0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫u
a

∂f

∂xi
(x, t)dt−

∫u0

a

∂f

∂xi
(x0, t)dt

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ ∫u0

a

∂f

∂xi
(x, t)dt−

∫u0

a

∂f

∂xi
(x0, t)dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫u
u0

∂f

∂xi
(x, t)dt

∣∣∣∣
≤ ε ′|u0 − a| +N |u0 − u| <

ε

2
+
ε

2
= ε .

Logo ξ é de classe C1, pois ∂ξ
∂u

= f e ∂ξ

∂xi
, i = 1, . . . , n são contı́nuas.
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Sendo g e ξ são de classe C1 e, portanto, diferenciáveis, temos, pela Regra da Cadeia, que a

função composta ϕ(x) = ξ(x, g(x)) é diferenciável e, para todo i = 1, . . . , n,

∂ϕ

∂xi
(x) =

∂ξ

∂xi
(x, g(x)) +

∂ξ

∂u
(x, g(x))

∂g

∂xi
(x) =

∫g(x)
a

∂f

∂xi
(x, t)dt+

∂g

∂xi
(x) f(x, g(x)) .

Logo ∂ϕ

∂xi
é contı́nua para todo i = 1, . . . , n, ou seja, ϕ é de classe C1. �

Observação 6.2. De modo análogo, podemos provar que se f : U × [a, b] −→ R satisfaz as

hipóteses do corolário acima e g, h : U −→ [a, b] são de classe C1, então as funções

ψ(x) =

∫b
g(x)

f(x, t)dt , e λ(x) =

∫h(x)

g(x)

f(x, t)dt ,

são de classe C1 e

• ∂ψ
∂xi

(x) =

∫b
g(x)

∂f

∂xi
(x, t)dt−

∂g

∂xi
(x) f(x, g(x)) ;

• ∂λ
∂xi

(x) =

∫h(x)

g(x)

∂f

∂xi
(x, t)dt+

∂h

∂xi
(x) f(x, h(x)) −

∂g

∂xi
(x) f(x, g(x)) ,

uma vez que,
∫b
a

−

∫g(x)
a

=

∫b
g(x)

, e
∫b
a

−

∫g(x)
a

−

∫b
h(x)

=

∫h(x)

g(x)

.

Observação 6.3. Seja f : I −→ R uma função contı́nua definida no intervalo I, com 0 ∈ I.

Seja F0 = f e Fn : I −→ R, n ≥ 1, definida por

Fn(x) =

∫x
0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt .

Então Fn é de classe Cn, Fn(0) = F ′n(0) = . . . = F
(n−1)
n (0) = 0 e F(n)

n (x) = f(x) para todo x ∈ I.

De fato, para n = 1, F1 é de classe C1, F1(0) = 0 e F ′1(x) = f(x) para todo x ∈ I.

Suponhamos o resultado válido para n − 1, n − 1 ≥ 1. Sejam as funções G : I × I −→ R e

g : I −→ I dadas por

G(x, t) =
(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t) , e g(x) = x .

Então Fn(0) = 0 e, pelo corolário acima, Fn é de classe C1 e

F ′n(x) =

∫x
0

(x− t)n−2

(n− 2)!
f(t)dt+G(x, x)g ′(x) =

∫x
0

(x− t)n−2

(n− 2)!
f(t)dt = Fn−1(x) ,

pois G(x, x) = 0.

Como, por indução, Fn−1 é de classe Cn−1 e Fn−1(0) = . . . = F
(n−2)
n−1 (0) = 0 e F(n−1)

n−1 (x) = f(x) ,

temos que Fn é de classe Cn, Fn(0) = F ′n(0) = . . . = F
(n−1)
n (0) = 0 e F(n)

n (x) = f(x) para todo

x ∈ I.
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7 O Teorema de Schwarz

Definição 7.1. Seja f : U −→ R uma função diferenciável no aberto U ⊂ Rn. Se as derivadas

parciais ∂f

∂xi
: U −→ R, i = 1, . . . , n, são diferenciáveis num ponto a ∈ U, dizemos que f é duas

vezes diferenciável no ponto a. Neste caso, existem as derivadas parciais de segunda ordem
∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(a) =

∂2f

∂xj ∂xi
(a) ,

para todo i, j = 1, . . . , n.

Se f : U −→ R é duas vezes diferenciável em U, ficam definidas n2 funções
∂2f

∂xj ∂xi
: U −→ R , 1 ≤ i, j ≤ n .

Se todas estas funções são diferenciáveis num ponto a ∈ U, dizemos que f é três vezes

diferenciável nesse ponto. E assim por diante.

Observação 7.1. Já sabemos que se f ∈ C1, então f é diferenciável.

Suponhamos, por indução, que se uma função é de classe Ck, então ela é k−vezes dife-

renciável.

Seja f ∈ Ck+1. Então suas derivadas parciais ∂f

∂xi
, i = 1, . . . , n, são de classe Ck.

Logo, por indução, ∂f
∂xi

, i = 1, . . . , n, são k−vezes diferenciáveis, e, portanto, f é (k + 1)−vezes

diferenciável.

Cabe, então, determinar sob quais hipóteses a ordem em que são tomadas as derivadas

parciais repetidas não influi no resultado final.

Teorema 7.1. (de Schwarz)

Se f : U −→ R é duas vezes diferenciável num ponto c ∈ U ⊂ Rn, então
∂2f

∂xi ∂xj
(c) =

∂2f

∂xj ∂xi
(c) ,

para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ n.

Prova.

Vamos supor, para simplificar a notação, que U ⊂ R2 e c = (a, b). Devemos, então, provar

que ∂2f

∂x ∂y
(a, b) =

∂2f

∂y ∂x
(a, b).

Seja ε > 0 tal que (a − ε, a + ε)× (b − ε, b + ε) ⊂ U. Para todo t ∈ (−ε, ε) e x ∈ (a − ε, a + ε),

sejam:
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• ϕ(t) = f(a+ t, b+ t) − f(a+ t, b) − f(a, b+ t) + f(a, b) .

• ξ(x) = f(x, b+ t) − f(x, b).

Então ϕ(t) = ξ(a + t) − ξ(a). Pelo Teorema do Valor Médio para funções de uma variável real,

existe θ ∈ (0, 1) tal que ϕ(t) = ξ ′(a+ θt)t, ou seja,

ϕ(t) =
(
∂f

∂x
(a+ θt, b+ t) −

∂f

∂x
(a+ θt, b)

)
t .

Como a função ∂f

∂x
: U −→ R é diferenciável no ponto c = (a, b) temos que:

• ∂f
∂x

(a+ θt, b+ t) =
∂f

∂x
(a, b) +

∂2f

∂x2
(a, b)θt+

∂2f

∂y ∂x
(a, b)t+ ρ1 t , com lim

t→0 ρ1 = 0 .

e

• ∂f
∂x

(a+ θt, b) =
∂f

∂x
(a, b) +

∂2f

∂x2
(a, b)θt+ ρ2t , com lim

t→0 ρ2 = 0.

Logo ϕ(t) =
∂2f

∂y ∂x
(a, b)t2 + (ρ1 − ρ2)t

2 , e, portanto,

lim
t→0

ϕ(t)

t2
=

∂2f

∂y ∂x
(a, b) . (I)

Seja, agora, η(y) = f(a + t, y) − f(a, y). Então ϕ(t) = η(b + t) − η(b). Pelo teorema do Valor

Médio, existe θ ∈ (0, 1) tal que ϕ(t) = η ′(b+ θt) t, ou seja,

ϕ(t) =

(
∂f

∂y
(a+ t, b+ θt) −

∂f

∂y
(a, b+ θt)

)
t .

Como a função ∂f

∂y
: U −→ R é diferenciável no ponto c = (a, b), temos que:

• ∂f
∂y

(a+ t, b+ θ t) =
∂f

∂y
(a, b) +

∂2f

∂x ∂y
(a, b)t+

∂2f

∂y2
(a, b)θt+ ρ3t , com lim

t→0 ρ3 = 0 ,

e

• ∂f
∂y

(a, b+ θt) =
∂f

∂y
(a, b) +

∂2f

∂2y
(a, b)θt+ ρ4t , com lim

t→0 ρ4 = 0.

Logo ϕ(t) =

[
∂2f

∂x∂y
(a, b) + (ρ3 − ρ4)

]
t2 , e, portanto,

lim
t→0

ϕ(t)

t2
=

∂2f

∂x ∂y
(a, b) . (II)

Assim, por (I) e (II), ∂2f

∂y ∂x
(a, b) =

∂2f

∂x ∂y
(a, b) . �

Corolário 7.1. Se f : U −→ R é de classe C2 no aberto U ⊂ Rn, então ∂2f

∂xi ∂xj
(x) =

∂2f

∂xj ∂xi
(x)

para todo x ∈ U e para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

Exemplo 7.1. Seja f : R2 −→ R a função dada por f(x, y) =
xy(x2 − y2)

x2 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0), e

f(0, 0) = 0.
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A função f é de classe C∞ em R2 − {(0, 0)}. Além disso, temos que:

• ∂f
∂x

(x, 0) = lim
t→0

f(x+ t, 0) − f(x, 0)

t
= 0 , x ∈ R ;

• ∂
2f

∂x2
(0, 0) = lim

t→0
∂f

∂x
(t, 0) −

∂f

∂x
(0, 0)

t
= 0 ;

• ∂f
∂y

(0, y) = lim
t→0

f(0, y+ t) − f(0, y)

t
= 0 , y ∈ R ;

• ∂
2f

∂y2
(0, 0) = lim

t→0
∂f

∂y
(0, t) −

∂f

∂y
(0, 0)

t
= 0 ;

• ∂f
∂x

(0, y) = lim
t→0

f(t, y) − f(0, y)

t
= lim
t→0

ty(t2 − y2)

t(t2 + y2)
= −y , y ∈ R ;

• ∂2f

∂y ∂x
(0, 0) = lim

t→0
∂f

∂x
(0, t) −

∂f

∂x
(0, 0)

t
= lim
t→0

−t

t
= −1 ;

• ∂f
∂y

(x, 0) = lim
t→0

f(x, t) − f(x, 0)

t
= lim
t→0

xt(x2 − t2)

t(x2 + t2)
= x , x ∈ R ;

• ∂2f

∂x ∂y
(0, 0) = lim

t→0
∂f

∂y
(t, 0) −

∂f

∂y
(0, 0)

t
= lim
t→0

t

t
= 1 .

Logo f possui derivadas parciais de segunda ordem em todos os pontos do plano, mas
∂2f

∂x, ∂y
(0, 0) 6= ∂2f

∂y ∂x
(0, 0) .

Pode-se verificar também que ∂f

∂x
e ∂f

∂y
são contı́nuas em R2, ou seja, f é de classe C1 em R2,

mas ∂f

∂x
e ∂f

∂y
não são diferenciáveis na origem. Logo f é diferenciável na origem, mas não é

duas-vezes diferenciável na origem.

Além disso, apesar das derivadas de segunda ordem ∂2f

∂x ∂y
e ∂2f

∂y ∂x
existirem em todos os pontos

do plano, elas não são contı́nuas na origem.

De fato, como para (x, y) 6= (0, 0),
∂f

∂x
(x, y) =

(y(x2 − y2) + xy 2x)(x2 + y2) − 2x xy(x2 − y2)

(x2 + y2)2

=
((3x2y− y3))(x2 + y2) − 2x2y(x2 − y2)

(x2 + y2)2

=
x4y− y5 + 4x2y3

(x2 + y2)2
;

∂2f

∂y ∂x
(x, y) =

(x4 − 5y4 + 12x2y2)(x2 + y2)2 − (x4y− y5 + 4x2y3)2(x2 + y2)2y

(x2 + y2)4

=
(x4 − 5y4 + 12x2y2)(x2 + y2) − 4y(x4y− y5 + 4x2y3)

(x2 + y2)3
,
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temos que ∂2f

∂y ∂x
(t, t) =

8t4 · 2t2 − 16t6

8t6
= 0 e, portanto, lim

t→0
∂2f

∂y ∂x
(t, t) = 0 6= ∂2f

∂y ∂x
(0, 0) = −1 .

Como f é de classe C∞ em R2−{(0, 0)}, e, portanto, duas vezes diferenciável em todos os pontos

(x, y) 6= (0, 0), temos que ∂2f

∂x ∂y
(x, y) =

∂2f

∂y ∂x
(x, y) para todo (x, y) 6= (0, 0).

Logo lim
t→0

∂2f

∂x ∂y
(t, t) = 0 6= ∂2f

∂x ∂y
(0, 0) = 1 . �

Daremos, agora, outra versão do Teorema de Schwarz que decorre da Regra de Leibniz.

Teorema 7.2. Seja f : U ⊂ Rn −→ R uma função tal que existem ∂f

∂xi
e ∂2f

∂xi ∂xj
em todos os

pontos de U, e as funções ∂f

∂xj
,

∂2f

∂xi ∂xj
: U −→ R são contı́nuas. Então, a derivada ∂2f

∂xj ∂xi
existe

em todos os pontos de U e ∂2f

∂xj ∂xi
≡ ∂2f

∂xi ∂xj
.

Prova.

Vamos supor n = 2 para simplificar a notação.

Dado (x0, y0) ∈ U, existe ε > 0 tal que I× J ⊂ U, onde I = (x0 − ε, x0 + ε) e J = (y0 − ε, y0 + ε).

Seja b ∈ J. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos que

f(x, y) = f(x, b) +

∫y
b

∂f

∂y
(x, t)dt ,

para todo (x, y) ∈ I× J, uma vez que ∂f

∂y
é contı́nua, e, portanto, integrável.

Como ∂f

∂y
, ∂2f

∂x ∂y
: I× J −→ R são contı́nuas, por hipótese, temos, pela Regra de Leibniz, que:

∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂x
(x, b) +

∫y
b

∂2f

∂x ∂y
(x, t)dt .

Logo, como o integrando ∂2f

∂x ∂y
é contı́nuo, temos, também, que a função

∫y
b

∂2f

∂x ∂y
(x, t)dt é

derivável em relação a y e
∂

∂y

(∫y
b

∂2f

∂x ∂y
(x, t)dt

)
=

∂2f

∂x ∂y
(x, y) .

Assim, ∂f
∂x

possui derivada em relação a y e ∂2f

∂y ∂x
(x, y) =

∂2f

∂x ∂y
(x, y) para todo (x, y) ∈ I× J. �

Observação 7.2. Seja f : U ⊂ R2 −→ R uma função três vezes diferenciável. Então as seis

derivadas mistas de terceira ordem satisfazem:
∂3f

∂x ∂x ∂y
=

∂3f

∂x ∂y∂x
=

∂3f

∂y ∂x ∂x
e ∂3f

∂y ∂y∂x
=

∂3f

∂y ∂x ∂y
=

∂3f

∂x ∂y∂y
.

De fato, pelo Teorema de Schwarz,
∂3f

∂x ∂x ∂y
=
∂

∂x

(
∂2f

∂x ∂y

)
=
∂

∂x

(
∂2f

∂y ∂x

)
=

∂3f

∂x ∂y∂x
,
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e, fazendo g =
∂f

∂x
, temos que

∂3f

∂x ∂y∂x
=
∂

∂x

(
∂

∂y

(
∂f

∂x

))
=

∂2g

∂x ∂y
=

∂2g

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂

∂x

(
∂f

∂x

))
=

∂3f

∂y ∂x ∂x
,

uma vez que f e g são duas vezes diferenciáveis.

Analogamente, podemos provar as outras três igualdades acima.

No caso geral, se f : U ⊂ Rn −→ R é uma função p−vezes diferenciável no aberto U, então

para toda sequência de inteiros não-negativos i1, . . . , in, com i1 + . . . + in = α ≤ p, a derivada

de ordem α, ∂α

∂x
i1
1 . . . ∂x

in
n

, que consiste em derivar i1 vezes em relação à variável x1, . . ., in vezes

em relação à variável xn, não depende da ordem em que essas derivações foram efetuadas.

Para demonstrar o caso geral, basta sabermos que podemos trocar a ordem de duas deriva-

das sucessivas e que qualquer mudança de ordem numa sequência finita pode ser obtida por

transposições sucessivas entre dois termos consecutivos da sequência.

8 Fórmula de Taylor; pontos crı́ticos.

Seja f : U ⊂ Rn −→ R uma função p−vezes diferenciável no ponto a. Para cada vetor

v = (α1, . . . , αn) ∈ Rn, escrevemos:

df(a) v =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)αi ;

d2f(a) v2 =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi ∂xj
(a)αiαj ;

...
...

dpf(a) vp =

n∑
i1,...,ip=1

∂pf

∂xi1 . . . ∂xip
(a)αi1 . . . αip ;

Para cada p > 0, a forma dpf(a) : Rn −→ R chama-se p−ésima diferencial da função f no

ponto a.

Observação 8.1. dfp(a)(tv)p = tp dpf(a) vp, ou seja, dfp(a) é um polinômio homogêneo de

grau p nas coordenadas de v.

Observação 8.2. Usando a notação acima, a Regra da Cadeia enuncia-se do seguinte modo:

Seja f = (f1, . . . , fn) : U ⊂ Rm −→ Rn uma aplicação tal que fi : U −→ R é diferenciável em a
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para todo i = 1, . . . , n, e seja g : V ⊂ Rn −→ R diferenciável em f(a) = b, com f(U) ⊂ V. Então

g ◦ f : U −→ R é diferenciável em a e, para todo v ∈ Rn,

d(g ◦ f)(a) v = dg(f(a)) · (df1(a) v, . . . , dfn(a) v) = dg(f(a))df(a) v ,

De fato,

d(g ◦ f)(a) v =

m∑
i=1

∂(g ◦ f)
∂xi

(a)αi =

m∑
i=1

(
n∑
k=1

∂g

∂yk
(f(a))

∂fk

∂xi
(a)

)
αi

=

n∑
k=1

m∑
i=1

∂g

∂yk
(f(a))

∂fk

∂xi
(a)αi =

m∑
k=1

∂g

∂yk
(f(a))dfk(a) v

= dg(f(a))(df1(a) v, . . . , dfn(a) v) .

Teorema 8.1. (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange)

Seja f : U ⊂ Rn −→ R uma função de classe Cp, (p + 1)−vezes diferenciável no segmento

aberto (a, a+ v), com [a, a+ v] ⊂ U. Então existe θ ∈ (0, 1) tal que:

rp(v) =
1

(p+ 1)!
df(p+1) (a+ θv) vp+1 ,

onde rp(v) é dado pela igualdade:

f(a+ v) = f(a) + df(a) v+
1

2!
d2f(a) v2 + . . .+

1

p!
dpf(a) vp + rp(v) .

Prova.

Seja ε > 0 tal que a + tv ∈ U para todo t ∈ (−ε, 1 + ε), e seja λ : (−ε, 1 + ε) −→ Rn o ca-

minho C∞ dado por λ(t) = a + tv. Então a função ϕ = f ◦ λ : (−ε, 1 + ε) −→ R é de classe Cp

em (−ε, 1+ ε) e é (p+ 1)−vezes diferenciável em (0, 1).

Logo, pela Fórmula de Taylor com resto de Lagrange para uma função real de uma variável real,

existe θ ∈ (0, 1), tal que

ϕ(1) = ϕ(0) +ϕ ′(0) +
ϕ ′′(0)

2!
+ . . .+

ϕ(p)(0)

p!
+ rp ,

onde rp =
ϕ(p+1)(θ)

(p+ 1)!
. (I)

Afirmação: ϕ(i)(t) = d(i)f(a+ tv) vi , 1 ≤ i ≤ p+ 1 , t ∈ (0, 1).

De fato,

ϕ ′(t) =
∂f

∂v
(a+ tv) = df(a+ tv) v =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a+ tv)αi .

Suponhamos, por indução, o resultado válido para uma função p−vezes diferenciável.

Seja f : U −→ R uma função (p + 1)−vezes diferenciável em (a, a + v). Então ∂f

∂xi
: U −→ R é

p−vezes diferenciável, para todo i = 1, . . . , n.
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Portanto, pela hipótese de indução, λ(i)
j (t) = di

(
∂f

∂xj

)
(a + tv)vi , i = 1, . . . , p, onde

λj(t) =
∂f

∂xj
(a+ tv). Assim,

ϕ(k+1)(t) =

n∑
j=1

λ
(k)
j (t)αj =

n∑
j=1

(
dk
(
∂f

∂xj

)
(a+ tv) vk

)
αj

=

n∑
j=1

 n∑
j1,...,jk=1

∂k
(
∂f

∂xj

)
∂xj1 . . . ∂xjk

(a+ tv)αj1 . . . αjk

 αj

=

n∑
j,j1,...,jk=1

∂k+1 f

∂xj1 . . . ∂xjk∂xj
(a+ tv)αj1 . . . αjk αj

= dk+1f(a+ tv) vk+1

para todo k = 1, . . . , p e todo v ∈ Rn.

• Como ϕ(1) = f(a + v) , ϕ(0) = f(a) , ϕ(i)(0) = dif(a) vi e ϕp+1(θ) = df(p+1)(a + θv) vp+1 ,

temos, por (I), que a fórmula de Taylor com resto de Lagrange também é válida para funções

reais de n−variáveis. �

Teorema 8.2. (Fórmula de Taylor com resto integral)

Se f : U −→ R é uma função de classe Cp+1 e [a, a+ v] ⊂ U, então

rp(v) =
1

p!

∫ 1
0

(1− t)p dp+1 f(a+ tv)vp+1 dt .

Prova.

Como ϕ = f ◦ λ é de classe Cp+1 em (−ε, 1 + ε), temos, pela Fórmula de Taylor com resto

integral para funções reais de uma variável real, que

ϕ(1) = ϕ(0) +ϕ ′(0) + . . .+
ϕ(p)(0)

p!
+ rp ,

onde rp =
1

p!

∫ 1
0

(1− t)pϕ(p+1) (t)dt .

Logo,

f(a+ v) = f(a) + df(a) v+ . . .+
1

p!
d(p)(a) vp + rp(v) ,

onde

rp(v) =
1

p!

∫ 1
0

(1− t)p dp+1 f(a+ tv) vp+1 dt . �

Antes de provarmos a Fórmula de Taylor Infinitesimal, faremos algumas considerações de
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caráter geral.

Definição 8.1. Seja Rn × . . . × Rn o produto cartesiano de k−cópias do espaço Rn e seja

L : Rn × . . .× Rn −→ R uma transformação k−linear. Dizemos que L é simétrica se

L(v1, . . . , v̂i, . . . , v̂j, . . . , vk) = L(v1, . . . , v̂j, . . . , v̂i, . . . , vk) ,

para quaisquer v1, . . . , vk ∈ Rn e todo par i, j = 1, . . . , n, com i < j.

Então, se vj = (αj1, . . . , α
j
n), j = 1, . . . , k, temos

L(v1, . . . , vk) =
∑

ai1,...,ik α
1
i1
. . . αkik ,

onde ai1,...,ik = L(ei1 , . . . , eik) independe da ordem dos ı́ndices i1, . . . , ik = 1, . . . , n.

Observação 8.3. Se f : U ⊂ Rn −→ R é uma função p−vezes diferenciável no ponto a, a

transformação k−linear dkf(a) : Rn × . . .× Rn −→ R definida por:

dkf(a)(v1, . . . , vk) =

n∑
i1,...,ik=1

∂kf(a)

∂xi1 . . . ∂xik
α1i1 . . . α

k
ik

,

chama-se k−ésima diferencial da função f no ponto a, para k = 1, . . . , p.

Por Schwarz, temos que dkf(a) é simétrica, 1 ≤ k ≤ p.

Observe que dkf(a)vk = dkf(a)(v, . . . , v) é a forma associada à aplicação k−linear dkf(a).

Definição 8.2. Dizemos que uma função f : Rn −→ R é k−homogênea quando f(tx) = tkf(x)

para todo x ∈ Rn e t ∈ R.

Exemplo 8.1. Se L : Rn × . . . × Rn −→ R é k−linear, então g : Rn −→ R definida por

g(x) = L(x, . . . , x) é k−homogênea, ou melhor, g é um polinômio homogêneo de grau k e,

portanto, g é C∞. �

Observação 8.4. Seja f : Rn −→ R uma função k−homogênea de classe Ck, k ≥ 1.

Afirmação 1: ∂jf

∂xi1 . . . ∂xij
é uma função (k− j)−homogênea para todo 1 ≤ j ≤ k e para quaisquer

i1, . . . , ij = 1, . . . , n.

Como f(tx) = tkf(x), temos, pela Regra da Cadeia, que
∂f

∂xi
(tx) t = tk

∂f

∂xi
(x) ,

para todo x ∈ Rn, t ∈ R, i = 1, . . . , n.

Logo, se t 6= 0, ∂f

∂xi
(tx) = tk−1

∂f

∂xi
(x) para todo x ∈ Rn. Como f ∈ Ck, k ≥ 1, temos que

∂f

∂xi
(tx) = tk−1

∂f

∂xi
(x) para todo x ∈ Rn, t ∈ R.
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Suponhamos, por indução, que o resultado é válido para funções k− 1 homogêneas, k− 1 ≥ 1.

Sendo f ∈ Ck, temos que ∂f

∂xi
: Rn −→ R são de classe Ck−1 e (k − 1)−homogêneas, para todo

i = 1, . . . , n.

Logo, pela hipótese de indução, para cada i = 1, . . . , n, temos que:

∂j
(
∂f

∂xi

)
∂xi1 . . . ∂xij

(tx) = tk−1−j
∂j
(
∂f

∂xi

)
∂xi1 . . . ∂xij

(x) ,

para quaisquer i1, . . . , ij = 1, . . . , n e para todo j = 1, . . . , k− 1. Ou seja,

∂j+1 f

∂xi1 . . . ∂xij ∂xi
(tx) = tk−1−j

∂j+1 f

∂xi1 . . . ∂xij ∂xi
(x) ,

para todo j+ 1 = 2, . . . , k, e para quaisquer i1, . . . , ij, i = 1, . . . , n.

• Logo, se f : Rn −→ R é uma função k−homogênea de classe Ck, então

djf(tx)(v1, . . . , vj) = tk−jdjf(x)(v1, . . . , vj)

para todo j = 1, . . . , k.

Assim, dkf(tx)(v1, . . . , vk) = dkf(x)(v1, . . . , vk) para todo t ∈ R e todo x ∈ Rn. Em particular,

dkf(x) = dkf(0) independe do ponto x ∈ Rn.

Como ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(x) =

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(0) para todo x ∈ R e para quaisquer i1, . . . , ik = 1, . . . , n,

temos que todas as derivadas parciais de ordem k de f são constantes.

Logo f é de classe C∞ e djf(x) = 0 para todo j > k e para todo x ∈ Rn.

Afirmação 2: dkf(0)xk = k! f(x) e djf(0)xj = 0 , se j 6= k. (II)

De fato, seja ϕ(t) = f(tx) = tkf(x). Então, como foi provado no Teorema 8.1, temos:

ϕ(i)(t) = dif(tx)xi , para todo i ∈ N.

Mas, por outro lado, ϕ(i)(t) =
k!

(k− i)!
tk−i f(x), para todo 1 ≤ i ≤ k, e ϕ(j)(t) = 0 para j > k.

Logo dif(0)xi = 0 para i 6= k e dkf(0)xk = k! f(x).

Então f(x) = L(x, . . . , x), onde L =
1

k!
dkf(0) é uma transformação k−linear simétrica.

Como dkf(x) = dkf(0) para todo x ∈ Rn, temos que dkf(x) = k!L para todo x ∈ Rn.

• Se f não é de classe Ck, f não é necessariamente a forma associada a uma transformação

k−linear simétrica.

Exemplo 8.2. Seja f : R2 −→ R a função definida por f(x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0), e

f(0, 0) = 0.
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Então f(tx, ty) = t2 f(x, y) para todo t ∈ R e todo (x, y) ∈ R2, ou seja, f é uma função

2−homogênea. Mas, f não é a forma quadrática de uma transformação bilinear. Isso ocorre

porque f é de classe C1, mas f não é duas vezes diferenciável na origem (verifique!). �

Afirmação 3: djf(x)(v1, . . . , vj) =
1

(k− j)!
dkf(0)(x, . . . , x, v1, . . . , vj) para todo 1 ≤ j ≤ k.

Sejam 1 ≤ j ≤ k e g(x) =
∂jf

∂xi1 . . . ∂xij
(x) , onde i1, . . . , ij ∈ {1, . . . , n}. Como

∂jf

∂xi1 . . . ∂xij
(tx) = tk−j

∂jf

∂xi1 . . . ∂xij
(x),

temos que g é (k− j)−homogênea e, portanto, por (II), d(k−j) g(0)xk−j = (k− j)!g(x), ou seja,

dk−j
(

∂jf

∂xi1 . . . ∂xij

)
(0)xk−j = (k− j)!

∂jf

∂xi1 . . . ∂xij
(x) ,

para todo x ∈ Rn e quaisquer i1, . . . , ij = 1, . . . , n.

Logo, sendo v` = (α`1, . . . , α
`
n), ` = 1, . . . , j, temos que:

djf(x)(v1, . . . , vj) =

n∑
i1,...,ij=1

∂jf

∂xi1 . . . ∂xij
(x) α1i1 . . . α

j
ij

=
1

(k− j)!

n∑
i1,...,ij=1

 n∑
`1,...,`k−j=1

∂kf(0)

∂x`1 . . . ∂x`k−j
∂xi1 . . . ∂xij

x`1 . . . x`k−j

 α1i1 . . . α
j
ij

=
1

(k− j)!
dkf(0)(x, . . . , x, v1, . . . , vj) .

• Em particular, seja T : Rn × . . . × Rn −→ R uma transformação k−linear e f : Rn −→ R dada

por f(x) = T(x, . . . , x). Então, como f é k−homogênea e de classe C∞, temos, por (II), que

f(x) = T(x, . . . , x) =
1

k!
dfk(0)(x, . . . , x) ,

ou seja,

dfk(0)(x, . . . , x) = k! T(x, . . . , x) . (III)

• Dada uma transformação k−linear T : Rn × . . . × Rn −→ R, a transformação k−linear TS =∑
σ∈P

Tσ, onde P é o conjunto de todas as permutações de {1, . . . , k} e Tσ(v1, . . . , vk) = T(vσ(1) , . . . , vσ(k)),

é chamada simetrização da transformação T .

Observe que TS é k−linear simétrica e TS(x, . . . , x) = k! T(x, . . . , x).

Então, por (III),

dkf(0)(x, . . . , x) = TS(x, . . . , x) . (IV)

Afirmação 4: dkf(x) = dkf(0) = TS. Em particular dkf(x) = dkf(0) = k! T , se T é simétrica.
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De fato, por (IV), basta mostrar que se U : Rn × . . . × Rn −→ R é uma transformação k−linear

simétrica tal que g(x) = U(x, . . . , x) = 0 para todo x ∈ Rn, então U ≡ 0.

Vamos fazer a prova deste fato usando indução em k ∈ N.

Se k = 1, a afirmação é evidente.

Suponhamos o resultado válido para transformações (k− 1)−lineares, k− 1 ≥ 1.

Seja U : Rn× . . .×Rn −→ R uma transformação k−linear simétrica tal que U(x, . . . , x) = 0 para

todo x ∈ Rn.

Sejam v,w ∈ Rn e t ∈ R. Então,

0 = U(v+ tw, v+ tw, . . . , v+ tw) = tk−1
(

k

k− 1

)
U(v,w, . . . , w)

+tk−2
(

k

k− 2

)
U(v, v,w, . . . , w) + . . .+ t

(
k

1

)
U(v, . . . , v,w) ,

para todo t ∈ R.

Logo U(v,w, . . . , w) = 0 para quaisquer v,w ∈ Rn.

Seja v ∈ Rn e defina U1 : Rn× . . .×Rn −→ R por U1(v1, . . . , vk−1) = U(v, v1, . . . , vk−1). Então U1
é uma transformação (k − 1)−linear simétrica tal que U1(w, . . . , w) = U(v,w, . . . , w) = 0 para

todo w ∈ Rn.

Logo, pela hipótese de indução, U1 ≡ 0, ou seja, U1(v1, . . . , vk−1) = 0 para quaisquer k − 1

vetores v1, . . . , vk−1 ∈ Rn. Então U(v, v1, . . . , vk−1) = 0 para quaisquer v, v1, . . . , vk−1 ∈ Rn.

Assim U ≡ 0.

• Resumindo, se T : Rn × . . . × Rn −→ R é uma transformação k−linear e

f(x) = T(x, . . . , x), então para todo x ∈ Rn:

◦ dkf(x) = dkf(0) = TS;

◦ djf(x) = 0, se j > k.

◦ djf(x)(v1, . . . , vj) =
1

(k− j)!
TS(x, . . . , x, v1, . . . , vj), se 1 ≤ j ≤ k, quaisquer que sejam

v1, . . . , vj ∈ Rn.

◦ djf(0) = 0, se 1 ≤ j < k. �

• Passamos, agora, a analisar a Fórmula de Taylor Infinitesimal.

Se f : U −→ R é p−vezes diferenciável no ponto a ∈ U, então lim
v→0

rp(v)

‖v‖p
= 0, onde

rp : U0 = {v ∈ Rn ; a+ v ∈ U} −→ R é dada por:
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rp(v) = f(a+ v) − f(a) − df(a) v−
1

2!
d2f(a)v2 − . . .−

1

p!
dpf(a)vp .

De fato, seja g : U0 −→ R dada por g(v) = f(a+ v). Então g é p−vezes diferenciável na origem,

pois a função v 7−→ a+ v é de classe C∞ e f é p−vezes diferenciável em a.

Afirmação: djg(0) = djf(a), 1 ≤ j ≤ p.

Basta mostrar, por indução, que ∂kg

∂xi1 . . . ∂xik
(0) =

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(a), para todo 1 ≤ k ≤ p e para

quaisquer i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}.

Para j = 1, temos, pela Regra da Cadeia (ver observação 8.2), que dg(0)v = df(a)v para todo

v ∈ Rn, ou seja, ∂g
∂xi

(0) =
∂f

∂xi
(a) para todo i = 1, . . . , n.

Suponhamos que o resultado seja válido para funções (p − 1)−vezes diferenciáveis no ponto

a ∈ U, p−1 ≥ 1. Seja f uma função p−vezes diferenciável no ponto a. Então ∂f

∂xi
é (p−1)−vezes

diferenciável no ponto a, para todo i = 1, . . . , n.

Pela hipótese de indução, a função h dada por h(v) =
∂f

∂xi
(a + v), v ∈ U0, é (p − 1)−vezes

diferenciável na origem e

∂kh

∂xi1 . . . ∂xik
(0) =

∂k
(
∂f

∂xi

)
∂xi1 . . . ∂xik

(a) , (V)

para 1 ≤ k ≤ p− 1, quaisquer que sejam i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}.

Logo, como p ≥ 2, temos que f é diferenciável numa vizinhança do ponto a e, portanto,
∂g

∂xi
(v) =

∂f

∂xi
(a+ v) para todo i = 1, . . . , n, e todo v numa vizinhança da origem.

Assim, h(v) =
∂g

∂xi
(v) e, por (V),

∂k
(
∂g

∂xi

)
∂xi1 . . . ∂xik

(0) =
∂k+1 f

∂xi1 . . . ∂xik ∂xi
(a) ,

ou seja,
∂k+1g

∂xi1 . . . ∂xik ∂xi
(0) =

∂k+1 f

∂xi1 . . . ∂xik ∂xi
(a) ,

para todo k+ 1 = 2, . . . , p e quaisquer i1, . . . , ik, i ∈ {1, . . . , n}.

• Sendo Hk : Rn −→ R, Hk(v) = dkf(a)vk, 1 ≤ k ≤ p, temos, pelo provado na observação 8.4,

que djHk(0) = 0 se j ∈ {1, . . . , p} e j 6= k, e dkHk(0) = k!dkf(a).

Logo rp(0) = 0 e djrp(0) = djf(a) − djf(a) = 0 para todo j = 1, . . . , p.

Lema 8.1. Seja r : U0 ⊂ Rn −→ R uma função p−vezes diferenciável no ponto 0 ∈ U0. Então

r(0) = dr(0) = . . . = dpr(0) = 0 se, e somente se, lim
v→0

r(v)

‖v‖p
= 0.
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Prova.

(=⇒) Para p = 0, estamos supondo r contı́nua no ponto 0.

Para p = 1, r é diferenciável na origem e r(0) = dr(0) = 0. Logo, como

r(v) = r(0) + dr(0)v+ ρ(v)‖v‖ ,

com lim
v→0 ρ(v) = 0, temos que ρ(v) =

r(v)

‖v‖
, e, portanto, lim

v→0
r(v)

‖v‖
= 0.

Suponhamos que o resultado é válido para funções (p − 1)−vezes diferenciáveis na origem,

p− 1 ≥ 1.

Seja r : U0 −→ R uma função p−vezes diferenciável na origem com r(0) = dr(0) = . . . =

dpr(0) = 0.

Então, para todo 1 ≤ i ≤ n, ϕi =
∂r

∂xi
: U0 −→ R é (p − 1)−vezes diferenciável na origem e

ϕi(0) = dϕi(0) = . . . = dp−1ϕi(0). Logo, pela hipótese de indução, lim
v→0

∂r

∂xi
(v)

‖v‖p−1
= 0.

Como p ≥ 2, r é diferenciável numa vizinhança V0 ⊂ U0 da origem e, portanto, pelo teorema do

valor médio, para todo v ∈ U0, existe θv ∈ (0, 1) tal que

r(v)

‖v‖p
=

n∑
i=1

∂r

∂xi
(θv v)αi

‖v‖p
=

n∑
i=1


 ∂r

∂xi
(θvv)

‖θvv‖p−1

 αi

‖v‖
|θv|

p−1

 .
Considerando Rn com a norma do máximo, temos que

∣∣∣∣ αi‖v‖
∣∣∣∣ ≤ 1, para todo i = 1, . . . , n.

Logo lim
v→0

r(v)

‖v‖p
= 0, uma vez que lim

v→0
∂r

∂xi
(θvv)

‖θvv‖p−1
= 0, para todo i = 1, . . . , n.

(⇐=) Para p = 0, lim
v→0 r(v) = 0, e, portanto, r(0) = 0, pois estamos supondo r contı́nua na origem.

Para p = 1, lim
v→0 r(v) = lim

v→0
r(v)

‖v‖
‖v‖ = 0. Então r(0) = 0, pois r é contı́nua na origem, uma vez

que r é diferenciável neste ponto. Além disso, como f é diferenciável na origem,

r(v) = r(0) + dr(0)v+ r(v) = dr(0)v+ r(v) ,

onde lim
v→0

r(v)

‖v‖
= 0. Logo, para todo v ∈ Rn − {0} e para todo t ∈ R − {0}, r(tv)

t
= dr(0)v +

r(tv)

t
.

Como

lim
t→0

r(tv)

‖tv‖
= lim
t→0

r(tv)

‖tv‖
= 0 ,

temos que

dr(0)v = lim
t→0

r(tv)

t
− lim
t→0

r(tv)

t
= lim
t→0±‖v‖

(
r(tv)

‖tv‖
−
r(tv)

‖tv‖

)
= 0 ,
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para todo v ∈ Rn − {0}. Logo dr(0) = 0.

Suponhamos que o resultado é válido para funções p−vezes diferenciáveis no ponto 0, p ≥ 1.

Seja r : U0 −→ R uma função (p+ 1)−vezes diferenciável na origem com lim
v→0

r(v)

‖v‖p+1
= 0. Como

lim
v→0

r(v)

‖v‖p
= lim
v→0

r(p)

‖v‖p+1
‖v‖ = 0, temos, pela hipótese de indução, que

r(0) = dr(0) = . . . = dpr(0) = 0.

Mostraremos, agora, que dp+1 r(0) = 0.

De fato, pelo provado na primeira parte do lema, temos que

lim
v→0

r(v) −
1

(p+ 1)!
dp+1 r(0)vp+1

‖v‖p+1
= 0,

já que djϕ(0) = 0, j = 1, . . . , p, e dp+1ϕ(0) = (p + 1)!dp+1 r(0), onde ϕ(v) = dp+1 r(0)vp+1.

Então, para todo v ∈ Rn − {0},

lim
t→0+

(
r(tv) −

1

(p+ 1)!
dp+1 r(0)(tv)p+1

)
‖tv‖p+1

= 0 ,

e, portanto,
1

(p+ 1)!

dp+1 r(0)vp+1

‖v‖p+1
= lim
t→0+

r(tv)

‖tv‖p+1
= 0 .

Ou seja, dp+1 r(0)vp+1 = 0 para todo v ∈ Rn. Então dp+1 r(0) = 0. �

Observação 8.5. (Unicidade da Fórmula de Taylor)

Seja f : U −→ R uma função p−vezes diferenciável no ponto a ∈ U e, para cada i = 1, . . . , p,

seja ϕi : Rn × . . .× Rn −→ R uma função i−linear. Se

f(a+ v) = f(a) +ϕ1 v+ϕ2 v
2 + . . .+ϕp v

p + rp(v) ,

com lim
v→0

rp(v)

‖v‖p
= 0, então ϕivi =

1

i!
dif(a)vi, para todo i = 1, . . . , p e todo v ∈ Rn.

De fato, como rp é p−vezes diferenciável no ponto 0 e lim
v→0

rp(v)

‖v‖p
= 0, temos, pelo lema acima,

que rp(0) = drp(0) = . . . = dprp(0) = 0. Mas, pela observação 8.4, dirp(0) = dif(a) − ϕSi , para

todo i = 1, . . . , p, onde ϕSi é a simetrização de ϕi. Logo ϕSi = dif(a), ou seja,

ϕi v
i =

1

i!
ϕSi v

i =
1

i!
dif(a) vi ,

para todo i = 1, . . . , p.

Definição 8.3. Seja f : U ⊂ Rn −→ R uma função duas vezes diferenciável no ponto a ∈ U. A

forma Hessiana Hf(a), de f no ponto a é a forma quadrática da transformação bilinear simétrica

d2f(a), ou seja,
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Hf(a) v2 = d2f(a) v2 =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi ∂xj
(a)αi αj ,

onde v = (α1, . . . , αn) ∈ Rn .

• Pelo teorama de Schwarz, a matriz
(

∂2f

∂xi ∂xj
(a)

)
, chamada matriz Hessiana de f no ponto a,

é simétrica.

Definição 8.4. Seja f : U −→ R uma função diferenciável. Um ponto a ∈ U é um ponto crı́tico

de f (ou um ponto singular) quando df(a) = 0, ou seja, ∂f
∂x1

(a) = . . . =
∂f

∂xn
(a) = 0.

Definição 8.5. Dizemos que a função f tem um máximo (respectivamente, um mı́nimo) local

no ponto a ∈ U quando existe δ > 0 tal que

‖v‖ < δ =⇒ f(a+ v) ≤ f(a) (respectivamente, f(a) ≤ f(a+ v)) .

Observação 8.6. Se f : U −→ R é diferenciável no ponto a ∈ U e a é um ponto de máximo

local (ou de mı́nimo local), então a é um ponto crı́tico de f

De fato, neste caso o ponto 0 é um ponto de máximo (ou de mı́nimo) local para as funções reais

de uma variável real dadas por: ϕi(t) = f(a + tei), i = 1, . . . , n. Logo ∂f

∂xi
(a) = ϕ ′i(0) = 0, para

todo i = 1, . . . , n.

Então df(a) = 0, ou seja, a é um ponto crı́tico de f.

Definição 8.6. Dizemos que um ponto crı́tico a de f é não-degenerado quando a matriz Hes-

siana de f no ponto a é invertı́vel, ou seja, det
(

∂2f

∂xi ∂xj
(a)

)
6= 0.

Teorema 8.3. Seja f : U ⊂ Rn −→ R uma função duas vezes diferenciável. Todo ponto crı́tico

não-degenerado a ∈ U é um ponto crı́tico isolado.

Este teorema é consequência do seguinte resultado.

Teorema 8.4. Seja F = (f1, . . . , fn) : U ⊂ Rn −→ Rn uma função onde cada função coorde-

nada fi : U −→ R, i = 1, . . . , n, é diferenciável no ponto a ∈ U. Se a matriz H =

(
∂fi

∂xj
(a)

)
n×n

tem determinante diferente de zero, então existe δ > 0 tal que

0 < ‖x− a‖ < δ =⇒ F(x) 6= F(a) .

A matriz H, referida no teorema acima, é chamada a matriz Jacobiana de f no ponto a.

Lema 8.2. Seja H : Rn −→ Rn uma transformação linear invertı́vel. Então existe c > 0 tal que

‖H(x)‖ ≥ c‖x‖ para todo x ∈ Rn.
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Prova.

Seja 1

c
= ‖H−1‖ = sup

{
‖H−1(x)‖ | ‖x‖ = 1

}
> 0. Então, para todo x ∈ Rn:

‖x‖ = ‖H−1(H(x))‖ ≤ ‖H−1‖ ‖H(x)‖ =
‖H(x)‖
c

,

ou seja, ‖H(x)‖ ≥ c‖x‖. �

Prova.

(Demonstração do teorema 8.4)

Como a função fi : U −→ R é diferenciável no ponto a, para cada i = 1, . . . , n, temos:

fi(x) = fi(a) +

n∑
j=1

hij(xj − aj) + ρi(x)‖x− a‖ ,

onde lim
x→a ρi(x) = 0 e hij =

∂fi

∂xj
(a) .

Fazendo ρ(x) = (ρ1(x), . . . , ρn(x)), temos que:

F(x) = F(a) +H(x− a) + ρ(x) ‖x− a‖ ,

onde lim
x→a ρ(x) = 0.

Pelo lema 8.2, existe c =
1

‖H−1‖
> 0 tal que ‖H(x)‖ ≥ c‖x‖ para todo x ∈ Rn.

Como lim
x→a ρ(x) = 0, existe δ > 0 tal que 0 < ‖x− a‖ < δ =⇒ ‖ρ(x)‖ < c

2
.

Logo, se 0 < ‖x− a‖ < δ, obtemos:
‖F(x) − F(a)‖ = ‖H(x− a) + ρ(x)‖x− a‖ ‖ ≥ ‖H(x− a)‖− ‖ρ(x)‖ ‖x− a‖

≥ c‖x− a‖−
c

2
‖x− a‖ =

c

2
‖x− a‖ ,

ou seja, ‖F(x) − F(a)‖ ≥ c

2
‖x− a‖.

Então F(x) 6= F(a) para todo x ∈ U tal que 0 < ‖x− a‖ < δ. �

Prova.

(Demonstração do teorema 8.3)

Seja F : U −→ Rn dada por F(x) =

(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
. Então F tem funções coordenadas

fi =
∂f

∂xi
diferenciáveis no ponto a e a matriz

(
∂fi

∂xj
(a)

)
=

(
∂2f

∂xj ∂xi
(a)

)
é a matriz Hessiana de

f no ponto a. Logo, pelo teorema 8.4, existe δ > 0 tal que 0 < ‖x − a‖ < δ =⇒ F(x) 6= F(a) = 0,

ou seja, grad f(x) 6= 0. Provamos, assim, que se 0 < ‖x−a‖ < δ, então x não é um ponto crı́tico

de f. �

Corolário 8.1. O conjunto dos pontos crı́ticos não-degenerados de uma função duas vezes

diferenciável é enumerável.
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Prova.

Basta lembrar que todo conjunto discreto é enumerável. �

Corolário 8.2. Se todos os pontos crı́ticos de uma função f : U −→ R, duas vezes dife-

renciável, são não-degenerados, então em cada compacto K ⊂ U há apenas um número finito

deles.

Prova.

Como f é de classe C1, o conjunto C dos pontos crı́ticos é um subconjunto fechado de U,

pois C = F−1(0), onde F é a função contı́nua dada por F(x) =

(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
. Logo o

conjunto dos pontos crı́ticos de f contidos num compacto K ⊂ U é fechado em K e é, portanto,

compacto. Como C ∩ K é compacto e discreto, temos que C ∩ K é finito. �

Definição 8.7. Seja H : Rn −→ R a forma quadrática dada por Hv2 =

n∑
i,j=1

hij αi αj, onde

hij = hji, i, j = 1, . . . , n, e v = (α1, . . . , αn) ∈ Rn.

Dizemos que H é positiva (respectivamente negativa) se Hv2 > 0 (respectivamente Hv2 < 0)

para todo v ∈ Rn − {0}.

Se uma forma quadrática é positiva ou negativa, dizemos que ela é definida. E dizemos que

uma forma quadrática H é indefinida quando existem v,w ∈ Rn tais que Hv2 > 0 e Hw2 < 0.

Exemplo 8.3. Se 〈 , 〉 é um produto interno de Rn, a forma quadrática Hv2 = 〈v, v〉 é positiva,

e a forma quadrática Hv2 = −〈v, v〉 é negativa.

E, para todo i = 1, . . . , n− 1, a forma quadrática

Hv2 = α21 + . . .+ α2i − α2i+1 − . . .− α2n ,

é indefinida. �

Observação 8.7.

• H é positiva se, e somente se, todos os autovalores da matriz simétrica (hij) são positivos.

• H é negativa se, e somente se, todos os autovalores da matriz simétrica (hij) são negativos.

Em particular, se H é definida então det(hij) 6= 0, ou seja, a matriz (hij) é invertı́vel.

Podemos também provar isto, observando que se Hv2 6= 0 para todo v ∈ Rn − {0} então

Hv2 = 〈H0v, v〉 6= 0 para todo v ∈ Rn − {0}, onde H0 = (hij). Logo H0v 6= 0 para todo v ∈ Rn − {0}

e, portanto, H0 é invertı́vel.

• H é indefinida se, e somente se, H0 = (hij) possui um autovalor positivo e outro negativo.
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Observação 8.8. Se f é duas vezes diferenciável no ponto a, df(a) = 0 e Hf(a) é positiva ou

negativa, então a é um ponto crı́tico não-degenerado.

Teorema 8.5. Sejam f : U −→ R uma função duas vezes diferenciável no ponto crı́tico a ∈ U
e H a forma quadrática Hessiana de f no ponto a. Então:

(1) Se H é positiva, a é ponto de mı́nimo local não-degenerado;

(2) Se H é negativa, a é ponto de máximo local não-degenerado;

(3) Se H é indefinida, a não é ponto de mı́nimo local nem de máximo local de f.

Prova.

Seja δ0 > 0 tal que Bδ0
(a) ⊂ U. Então a+ v ∈ U se 0 < ‖v‖ < δ0.

Para todo v ∈ Rn, com 0 < ‖v‖ < δ0, temos

f(a+ v) = f(a) +
1

2
Hv2 + r(v) = f(a) +

[
1

2
H

(
v

‖v‖

)2
+

r(v)

‖r(v)‖2

]
‖v‖2 . (?)

Como a função ϕ0 : Rn −→ R, ϕ0(v) = Hv2 é contı́nua e Sn−1 = {v ∈ Rn | ‖v‖ = 1} é compacto,

temos que se H é positiva, existe c > 0 tal que ϕ0(u) ≥ c para todo u ∈ Sn−1.

Logo H
(
v

‖v‖

)2
≥ c para todo v ∈ Rn − {0}.

Além disso, temos que lim
v→0

r(v)

‖v‖2
= 0, pois f é duas vezes diferenciável no ponto a. Logo existe

0 < δ < δ0, tal que 0 < ‖v‖ < δ =⇒ ∣∣∣∣ r(v)‖v‖2

∣∣∣∣ < c

4
.

Assim, f(a+v)−f(a) ≥
(
c

2
−
c

4

)
‖v‖2 =

c

4
‖v‖2 > 0 para todo 0 < ‖v‖ < δ, ou seja, f(a+v) > f(a)

para todo 0 < ‖v‖ < δ. Então a é um ponto de mı́nimo local para f.

A afirmação (2) prova-se de modo análogo.

Se H é indefinida, existem v,w ∈ Rn − {0} tais que Hv2 > 0 e Hw2 < 0. Então, para todo t 6= 0,

temos que H (tv)2 = t2Hv2 > 0 e H (tw)2 = t2Hw2 < 0. Logo, por (?),
f(a+ tv) − f(a)

t2
= Hv2 +

r(tv)

t2
e f(a+ tw) − f(a)

t2
= Hw2 +

r(tw)

t2
.

Como lim
t→0

r(tv)

t2
= lim
t→0

r(tw)

t2
= 0, segue-se que

lim
t→0

f(a+ tv) − f(a)

t2
= Hv2 > 0 e lim

t→0
f(a+ tw) − f(a)

t2
= Hw2 < 0.

Logo existe δ > 0 tal que 0 < |t| < δ =⇒ f(a+ tv) − f(a) > 0 e f(a+ tw) − f(a) < 0.

Portanto, a não é ponto de máximo local nem de mı́nimo local para f. �
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Exemplo 8.4. Seja f : Rm+n = Rm × Rn −→ R a função definida por f(x, y) = 〈x, x〉 − 〈y, y〉,
onde x ∈ Rm e y ∈ Rn. Então ∂f

∂xi
= 2xi e ∂f

∂yj
= −2yj. Logo grad f(x, y) = 2(x,−y) e, portanto,

a origem é o único ponto crı́tico de f.

A matriz Hessiana de f em qualquer ponto de Rm+n é a matriz diagonal cujas m primeiras

entradas na diagonal principal são iguais a 2 e as n últimas são iguais a −2.

Então a matriz Hessiana é positiva se n = 0, negativa se m = 0, e indefinida se mn 6= 0. Assim,

a origem é ponto de mı́nimo se n = 0 e de máximo se m = 0.

Para mn 6= 0, f não admite mı́nimo nem máximo na origem, que se chama um ponto de sela,

devido à forma do gráfico da função f(x, y) = x2 − y2. �

Observação 8.9. Como vimos na demonstração do teorema 8.5, se grad f(a) = 0 e Hv2 > 0

para algum v ∈ Rn, então existe δ > 0 tal que 0 < |t| < δ =⇒ f(a + tv) > f(a). Então se a é um

ponto de máximo local de f, a forma Hessiana de f no ponto a é não-positiva, isto é, Hv2 ≤ 0
para todo v ∈ Rn. De modo análogo, se a é um ponto de mı́nimo local de f, então a forma

Hessiana de f no ponto a é não-negativa, ou seja, Hv2 ≥ 0 para todo v ∈ Rn.

Mas a recı́proca destas afirmações são falsas, ou seja, quando a forma hessiana de f num ponto

crı́tico é ≤ 0 (ou ≥ 0) não se pode afirmar que a função tem um máximo (ou um mı́nimo) neste

ponto.

Por exemplo, sejam as funções f : R2 −→ R e g : R2 −→ R dadas por

f(x, y) = x2 e g(x, y) = x2 + y3 .

Então grad f(x, y) = (2x, 0), gradg(x, y) = (2x, 3y2), e as hessianas de f e g no ponto crı́tico

(0, 0) coincidem e são não-negativas, pois Hf(0, 0)v2 = Hg(0, 0)v2 = 2α2 para todo v = (α,β) ∈
R2. Mas a origem é um ponto de mı́nimo para f e não é um mı́nimo local para g.

9 O teorema da função implı́cita

Começamos observando o seguinte exemplo:

Seja f : R2 −→ R dada por f(x, y) = x2 + y2. Então S1 = f−1(1) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}.

A equação x2 + y2 = 1 não define y como função de x, nem x como função de y,

globalmente. Mas, se tomarmos U1 = {(x, y) ∈ R2 |y > 0}; U2 = {(x, y) ∈ R2 |y < 0};

U3 = {(x, y) ∈ R2 | x > 0} e U4 = {(x, y) ∈ R2 | x < 0}, temos que:
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Fig. 8: O cı́rculo unitário S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

• (x, y) ∈ S1 ∩U1 ⇐⇒ y =
√
1− x2 e x ∈ (−1, 1) ;

• (x, y) ∈ S1 ∩U2 ⇐⇒ y = −
√
1− x2 e x ∈ (−1, 1) ;

• (x, y) ∈ S1 ∩U3 ⇐⇒ x =
√
1− y2 e y ∈ (−1, 1) ;

• (x, y) ∈ S1 ∩U4 ⇐⇒ x = −
√
1− y2 e y ∈ (−1, 1) .

Como S1 = (U1 ∩ S1) ∪ (U2 ∩ S1) ∪ (U3 ∩ S1) ∪ (U4 ∩ S1), temos que

S1 = Graf ξ1 ∪Graf ξ2 ∪Graf ξ3 ∪Graf ξ4 ,

onde ξi : (−1, 1) −→ R, i = 1, 2, 3, 4, são as funções de classe C∞ dadas por:

ξ1(x) =
√
1− x2 , ξ2(x) = −

√
1− x2 , ξ3(y) =

√
1− y2 , e ξ4(y) = −

√
1− y2 ,

Logo todo ponto (x0, y0) ∈ S1 pertence a um aberto V de R2 tal que V ∩ S1 é o gráfico de

uma função de classe C∞ definida num aberto de R.

Definição 9.1. Dizemos que um conjunto C ⊂ R2 é uma curva de classe Ck (0 ≤ k ≤ ∞)

quando C é localmente o gráfico de uma função de classe Ck. Ou seja, para todo ponto p ∈ C
existe um aberto V ⊂ R2 tal que p ∈ V e V ∩C é o gráfico de uma função ξ de classe Ck definida

num aberto de R.

Fig. 9: Uma curva de classe Ck é, localmente, o gráfico de uma função de classe Ck
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Exemplo 9.1. O cı́rculo S1 é uma curva de classe C∞.�

Exemplo 9.2. O conjunto C = {(x, y) ∈ R2 | x2 − y2 = 0} não é uma curva nem de classe C0,

pois, para todo aberto V contendo a origem, C∩V não é o gráfico de uma função y = ξ(x) nem

x = ξ(y), uma vez que C ∩ V contém sempre dois segmentos de reta de inclinação ±1 que se

cortam na origem. �

Fig. 10: O conjunto C não é uma curva nem de classe C0.

Exemplo 9.3. O conjunto C = {(x, y) ∈ R2 | x2 − y2 = 1} é uma curva desconexa de classe

C∞, pois C = (V1 ∩ C) ∪ (V2 ∩ C), onde V1 = {(x, y) ∈ R2 | x > 0} e V2 = {(x, y) ∈ R2 | x < 0} são

abertos de R2 tais que:

Fig. 11: O conjunto C é uma curva desconexa de classe C∞.

• V1 ∩ C é o gráfico da função C∞ ξ1 : R −→ R2 dada por ξ1(y) =
√
1+ y2,

e

• V2 ∩ C é o gráfico da função C∞ ξ2 : R −→ R2 dada por ξ2(y) = −
√
1+ y2 �

Analisaremos, agora, um exemplo de um subconjunto de Rn+1 que é dado localmente

como o gráfico de uma função definida num aberto de Rn.
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Exemplo 9.4. Seja f : Rn+1 −→ R dada por f(x) = 〈x, x〉 e seja

f−1(1) = Sn = {x ∈ Rn+1 | 〈x, x〉 = 1}

a esfera unitária n−dimensional.

Indiquemos por U ⊂ Rn a bola aberta de raio 1 e centro na origem.

Para cada i = 1, . . . , n+ 1, sejam Vi = {x ∈ Rn+1 | xi > 0} e Wi = {x ∈ Rn+1 | xi < 0}.

Escrevendo x? = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn), temos:
x ∈ Sn ∩ Vi ⇐⇒ ‖x?‖ < 1 e xi =

√
1− 〈x?, x?〉

x ∈ Sn ∩Wi ⇐⇒ ‖x?‖ < 1 e xi = −
√
1− 〈x?, x?〉 .

Logo, se ξ : U −→ R é a função C∞ dada por ξ(u) =
√
1− 〈u, u〉 , Sn ∩ Vi é o gráfico da função

xi = ξ(x?) e Sn ∩Wi é o gráfico da função xi = −ξ(x?), para cada i = 1, . . . , n+ 1.

Como Sn =

(
n+1⋃
i=1

Vi ∩ Sn
)
∪

(
n+1⋃
i=1

Wi ∩ Sn
)

, todo ponto p ∈ Sn pertence a um aberto Z de Rn+1

tal que Z ∩ Sn é o gráfico de uma função de classe C∞ definida num aberto de Rn. �

Definição 9.2. Um conjuntoM ⊂ Rn+1 chama-se uma hipersuperfı́cie (ou hiperfı́cie) de classe

Ck, 0 ≤ k ≤ ∞, de Rn+1 quando M é localmente o gráfico de uma função de classe Ck de n

variáveis. Ou seja, todo ponto p ∈M pertence a um aberto V ⊂ Rn+1 tal que V ∩M é o gráfico

de uma função de classe Ck definida num aberto de Rn (existem um aberto U ⊂ Rn, uma função

ξ : U −→ R de classe Ck e um inteiro i ∈ {1, . . . , n+1} tais que xi = ξ(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1)

e x? = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1) ∈ U).

Quando n = 1, dizemos queM ⊂ R2 é uma curva, e quando n = 2, dizemos queM ⊂ R3 é uma

superfı́cie.

Observação 9.1. Podemos também considerar as hipersuperfı́cies diferenciáveis (caso in-

termediário entre C0 e C1) que são localmente gráficos de funções diferenciáveis.

Exemplo 9.5. Sn é uma hipersuperfı́cie de classe C∞ de Rn+1. �

Seja M ⊂ Rn+1 e seja p ∈M. Definimos TpM como sendo o conjunto de todos os vetores

velocidade λ ′(0), onde λ : (−ε, ε) −→M ⊂ Rn+1 é um caminho diferenciável em t = 0 e λ(0) = p.

Quando M é uma hipersuperfı́cie diferenciável, o conjunto TpM chama-se o espaço tan-

gente a M no ponto p.

Teorema 9.1. Se M ⊂ Rn+1 é uma hipersuperfı́cie diferenciável, então TpM é um subespaço

vetorial de dimensão n do espaço euclidiano Rn+1, para cada p ∈M.
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Prova.

Dado p = (a1, . . . , an+1) ∈ M, existem abertos V ⊂ Rn+1, U ⊂ Rn, com p ∈ V, um inteiro

i ∈ {1, . . . , n + 1} e uma função ξ : U −→ R diferenciável tais que x ∈ V ∩M ⇐⇒ xi = ξ(x?),

onde x? = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1) ∈ U.

Afirmação: TpM =

{
v = (α1, . . . , αn+1) ∈ Rn+1

∣∣ αi =
∑
j 6=i

∂ξ

∂xj
(p?)αj

}
,

onde p? = (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an+1) .

De fato, seja v ∈ TpM. Então existe um caminho diferenciável em t = 0, λ : (−ε, ε) −→M, com

λ(0) = p e λ ′(0) = v. Como V é aberto, p ∈ V e λ é contı́nuo em t = 0, existe 0 < ε0 ≤ ε tal que

λ(t) ∈M ∩ V para todo t ∈ (−ε0, ε0).

Logo λi(t) = ξ(λ1(t), . . . , λi−1(t), λi+1(t), . . . , λn+1(t)) para todo t ∈ (−ε0, ε0).

Pela Regra da Cadeia,

λ ′i(0) =
∑
j6=i

∂ξ

∂xj
(p?) λ ′j(0) ,

ou seja, αi =
∑
j6=i

∂ξ

∂xj
(p?)αj.

Sejam agora v = (α1, . . . , αn+1) ∈ Rn+1 tal que αi =
∑
j6=i

∂ξ

∂xj
(p?)αj e ε > 0 tal que p? + tv? ∈ U

para todo t ∈ (−ε, ε), onde v? = (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn+1).

Podemos, assim, definir o caminho λ : (−ε, ε) −→M ∩ V pondo λj(t) = aj + tαj, j 6= i, e

λi(t) = ξ(λ1(t), . . . , λi−1(t), λi+1(t), . . . , λn+1(t)) = ξ(p? + tv?) .

Logo λ é diferenciável em t = 0, λ(0) = p e λ ′(0) = v. Então v ∈ TpM, provando, assim, a

afirmação.

Assim, TpM é um subespaço vetorial de dimensão n de Rn+1 gerado pelos vetores linearmente

independentes

e1 + c1ei , . . . , ei−1 + ci−1ei , ei+1 + ci+1ei , . . . , en+1 + cn+1ei ,

onde cj =

(
∂ξ

∂xj

)
(p?) .

Outra maneira de interpretar a afirmação acima é dizer que ela caracteriza TpM como o núcleo

do funcional linear não-nulo ϕ : Rn+1 −→ R, dado por

ϕ(v) = αi −
∑
j6=i

cjαj ,

onde v = (α1, . . . , αn+1) e cj =
∂ξ

∂xj
(p?). Ou ainda, TpM é o gráfico do funcional linear
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dξ(p?) : Rn −→ R, dado por:

v? = (α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn+1) 7−→ dξ(p?)v? =
∑
j 6=i

∂ξ

∂xj
(p?)αj .

�

Exemplo 9.6. Seja Sn = {x ∈ Rn+1 | 〈x, x〉 = 1}. Já sabemos que Sn é uma hipersuperfı́cie de

classe C∞.

Afirmação: TpSn = {v ∈ Rn+1 | 〈v, p〉 = 0} = [p]⊥, para todo p ∈ Sn .

De fato, seja λ : (−ε, ε) −→ Sn uma curva diferenciável em t = 0 com λ(0) = p e λ ′(0) = v.

Então, como 〈λ(t), λ(t)〉 = 1 para todo t ∈ (−ε, ε) , temos que 2〈λ ′(0), λ(0)〉 = 0 , ou seja,

〈v, p〉 = 0 . Logo TpS
n ⊂ [p]⊥ e, portanto, TpSn = [p]⊥ , pois dim TpSn = dim[p]⊥ = n. �

Para hipersuperfı́cies M ⊂ Rn+1 de classe C0, TpM pode não ser um espaço vetorial de

dimensão n.

Exemplo 9.7. Seja X = {(x, y, z) ∈ R3 | z =
√
x2 + y2} o cone de vértice na origem e eixo−z.

Então, para p = (0, 0, 0), TpM = {(0, 0, 0)}.

Fig. 12: Cone X de vértice na origem.

De fato, seja λ : (−ε, ε) −→ X uma curva diferenciável em t = 0 com λ(0) = (0, 0, 0)

e λ ′(0) = (v1, v2, v3) . Então, se λ(t) = (λ1(t), λ2(t), λ3(t)), λ3(t) =
√

(λ1(t))2 + (λ2(t))2 ,

v1 = λ ′1(0) = lim
t→0

λ1(t)

t
e v2 = λ ′2(0) = lim

t→0
λ2(t)

t
.

Logo,

v3 = lim
t→0+

1

t

√
(λ1(t))2 + (λ2(t))2 = lim

t→0+

√
(λ1(t))

2 + (λ2(t))
2

t2
=

√
v21 + v22 ,

e

v3 = lim
t→0−

1

t

√
(λ1(t))2 + (λ2(t))2 = lim

t→0−
−

√
(λ1(t))

2 + (λ2(t))
2

t2
= −

√
v21 + v22 .
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Portanto,
√
v21 + v22 = 0, ou seja, v1 = v2 = v3 = 0. �

Exemplo 9.8. Seja Y a superfı́cie de classe C0 dada por Y = {(x, y, z) ∈ R3 | z = |x|}. Então,

para p = (0, 0, 0), TpY = {(0, β, 0) |β ∈ R} é um espaço vetorial de dimensão 1 (6= 2) em R3.

Fig. 13: Superfı́cie Y.

De fato, seja λ : (−ε, ε) −→ Y, λ(t) = (λ1(t), λ2(t), λ3(t)), uma curva diferenciável em t = 0 com

λ(0) = (0, 0, 0) e λ ′(0) = (v1, v2, v3) = v.

Então λ3(t) = |λ1(t)| e v1 = λ ′1(0) = lim
t→0

λ1(t)

t
.

Suponhamos que v1 > 0. Então existe 0 < ε0 < ε tal que λ1(t) > 0 para t ∈ (0, ε0) e λ1(t) < 0

para t ∈ (−ε0, 0). Assim,

v3 = λ ′3(0) = lim
t→0±

λ3(t)

t
= lim
t→0±

|λ1(t)|

t
= lim
t→0±±

λ1(t)

t
= ±v1 .

Logo v1 = 0, uma contradição. De modo análogo, podemos provar que v1 não pode ser negativo.

Então v1 = 0 e, portanto, v3 = 0, ou seja, v ∈ {(0, β, 0) ∈ R3 |β ∈ R}.

Reciprocamente, seja v = (0, β, 0) , β ∈ R. Então a curva λ : R −→ Y, dada por λ(t) = (0, βt 0),

é de classe C∞, λ(0) = (0, 0, 0) e λ ′(0) = (0, β, 0). Logo (0, β, 0) ∈ TpY para todo β ∈ R.

Assim, TpY = {(0, β, 0) ∈ R3 |β ∈ R} . �

Definição 9.3. Seja f : U ⊂ Rn −→ R uma função diferenciável no aberto U. Dizemos que

c ∈ R é um valor regular de f quando não existem pontos crı́ticos de f no nı́vel c, ou seja,

grad f(x) 6= 0 para todo x ∈ f−1(c). Quando c é um valor regular de f, diz-se que o nı́vel c é

regular. Quando existem pontos crı́ticos x ∈ U tais que f(x) = c, dizemos que c é um nı́vel

crı́tico de f .

Observação 9.2. Se f−1(c) = ∅, então c é um valor regular.

Exemplo 9.9. Seja f : R2 −→ R a função de classe C∞ dada por f(x, y) = x2 + y2.
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Como grad f(x, y) = (2x, 2y) para todo (x, y) ∈ R2, temos que grad f(x, y) = (0, 0) se, e só se,

(x, y) = (0, 0). Logo f−1(c) é um nı́vel regular para todo c ∈ R − {0}, pois f(0, 0) = 0. �

Teorema 9.2. (Teorema Global da Função Implı́cita)

Sejam f : U ⊂ Rn+1 −→ R uma função de classe Ck, k ≥ 1, definida no aberto U, e c ∈ f(U) um

valor regular de f. Então M = f−1(c) é uma hipersuperfı́cie de classe Ck e

TpM = kerdf(p) = {v ∈ Rn+1 |df(p)(v) = 0} = {v ∈ Rn+1 | 〈v,grad f(p)〉 = 0},

para todo p ∈M.

Exemplo 9.10. Seja f : Rn+1 −→ R a função de classe C∞ dada por f(x) = 〈x, x〉. Como

grad f(x) = 2x, pois ∂f

∂xi
(x) = 2xi, para todo i = 1, . . . , n + 1, grad f(x) = 0 se, e somente se,

x = 0, ou seja, se, e só se, f(x) = 0. Assim, f−1(c) é um nı́vel regular para todo c ∈ R − {0},

sendo f−1(c) = ∅, se c < 0, e f−1(c) = Sn√
c
(0), se c > 0. Logo, pelo teorema acima, Sn√

c
é uma

hipersuperfı́cie de classe C∞ e

TpS
n√
c
(0) = {v ∈ Rn+1 | 〈v, 2p〉 = 0} = [p]⊥ ,

para todo p ∈ Sn√
c
(0). �

Exemplo 9.11. Seja det : Rn2
= Rn × . . . × Rn −→ R a função de classe C∞ que associa a

cada matriz n× n, X = (xij), o seu determinante.

Como a expansão de detX pelas entradas da i−ésima linha é

detX =

n∑
j=1

(−1)i+j xij X[i,j] ,

onde X[i,j] é o determinante da matriz (n − 1) × (n − 1) que se obtém da matriz X omitindo a

i−ésima linha e a j−ésima coluna, temos que
∂det
∂xij

(X) = (−1)i+j X[i,j] ,

para todo X ∈ Rn2 e todos i, j = 1, . . . , n.

Em particular, no ponto X = I, temos ∂det
∂xij

(I) = δij , i, j = 1, . . . , n, ou seja, o gradiente da função

determinante no ponto I é a matriz identidade.

Seja U = {X ∈ Rn2
| detX 6= 0} o conjunto aberto formado pelas matrizes n×n invertı́veis. Então

a restrição det : U −→ R é uma função C∞ sem pontos crı́ticos. De fato, se ∂det
∂xij

(X) = 0 para

todo i, j = 1, . . . , n, então

detX =

n∑
j=1

(−1)i+j xij X[i,j] = 0 ,

e, portanto, X 6∈ U. Logo todo c ∈ R é um valor regular para a função det : U→ R.
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Em particular,

M = det−1(1) = (conjunto das matrizes n× n que têm determinante igual a 1)

é uma hipersuperfı́cie de classe C∞ em Rn2. M é um grupo relativamente à multiplicação de

matrizes, conhecido como o grupo unimodular de Rn.

O espaço tangente TI(M) de M no ponto I é o subespaço de dimensão n2 − 1 de Rn2 formado

pelas matrizes n× n de traço nulo, pois grad(det(I)) = I e, portanto,

TIM =

{
X ∈ Rn2

∣∣∣ 〈X, I〉 =

n∑
i,j=1

xij δij =

n∑
i=1

xii = traçoX = 0

}
. �

Observação 9.3. Toda hipersuperfı́cieM ⊂ Rn+1, sendo localmente o gráfico de uma função

xi = ξ(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1) = ξ(x?), de n variáveis, é também localmente a imagem

inversa f−1(0) do valor regular 0 da função f(x) = xi−ξ(x
?), definida no aberto V ⊂ Rn+1 tal que

V ∩M é o gráfico de ξ, pois ∂f

∂xi
(x) = 1 para todo x ∈ V e f−1(0) = {x ∈ V | xi = ξ(x?)} = V ∩M.

Para isso, estamos supondo V =

n+1∏
j=1

Ij, onde cada Ij é um intervalo aberto, e U =
∏
j6=i

Ij é o

domı́nio da função ξ.

Mas não é verdade que toda hipersuperfı́cie M ⊂ Rn+1 seja globalmente a imagem inversa de

um valor regular, pois se M = f−1(c), a aplicação ϕ = grad f : M −→ Rn+1 fornece um campo

contı́nuo de vetores normais não-nulos ao longo de M, uma vez que ϕ(p) = grad f(p) ⊥ v para

todo v ∈ TpM. As hipersuperfı́cies que admitem um campo contı́nuo de vetores normais não-

nulos ϕ : M −→ Rn+1 chamam-se hipersuperfı́cies orientáveis. Mas nem toda hipersuperfı́cie

em Rn+1 é orientável, como a faixa de Möbius em R3 (ver §14, Cap. V).

Portanto, existem hipersuperfı́cies em Rn+1 que não são globalmente a imagem inversa de um

valor regular.

Lema 9.1. Sejam X ⊂ Rm, K ⊂ Rk compacto, f : X× K −→ Rp contı́nua e c ∈ Rp. Se f−1(c) é

o gráfico de uma aplicação ξ : X −→ K (isto é, para todo x ∈ X existe um único y = ξ(x) ∈ K tal

que f(x, ξ(x)) = c) então ξ é contı́nua.

Prova.

Dado x0 ∈ X, seja y0 = ξ(x0) ∈ K e seja {xn} uma sequência de pontos de X tal que xn −→ x0.

Queremos provar que lim
n→∞ ξ(xn) = y0.

Como a sequência {ξ(xn)} é limitada, pois ξ(xn) ∈ K para todo n ∈ N, basta mostrar que toda

subsequência {ξ(xn)}n∈N ′ convergente em Rk tem limite y0.
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Seja N ′ ⊂ N tal que lim
n∈N ′

ξ(xn) = y. Então y ∈ K, pois K é compacto. Além disso, como f é

contı́nua e f(xn, ξ(xn)) = c para todo n ∈ N, temos c = lim
n∈N ′

f(xn, ξ(xn)) = f(x0, y).

Logo f(x0, y) = f(x0, y0) e, portanto, pela unicidade, y = y0. �

Observação 9.4. Supondo K apenas limitado, o lema acima nem sempre é válido. Por exem-

plo, seja f : R× [0, 1) −→ R a função contı́nua definida por f(x, y) = (x2 + y2)(ye|x| − 1). Então,

para cada x ∈ R, existe um único y ∈ [0, 1) tal que f(x, y) = 0, pois se x = 0, então y = 0, uma

vez que 1 6∈ [0, 1), e se x 6= 0, y = e−|x| ∈ [0, 1).

Logo f−1(0) é o gráfico da função ξ : R −→ [0, 1) dada por ξ(0) = 0 e ξ(x) = e−|x|, se x ∈ R − {0},

que não é contı́nua em x = 0.

No teorema abaixo, representaremos os pontos de Rn+1 por pares (x, y), onde x ∈ Rn e

y ∈ R.

Teorema 9.3. (Teorema da Função Implı́cita)

Seja f : U −→ R uma função de classe Ck, k ≥ 1, definida num aberto U ⊂ Rn+1. Seja

p = (x0, y0) ∈ U tal que f(p) = c e ∂f

∂y
(p) 6= 0.

Então existem uma bola aberta B = Bδ(x0) ⊂ Rn e um intervalo aberto J = (y0 − ε, y0 + ε) tais

que B× J ⊂ U e f−1(c) ∩ (B× J) é o gráfico de uma função ξ : B −→ J de classe Ck (isto é, para

todo x ∈ B existe um único y = ξ(x) ∈ J tal que f(x, y) = c).

Para cada x ∈ B, tem-se:

∂ξ

∂xi
(x) =

−
∂f

∂xi
(x, ξ(x))

∂f

∂y
(x, ξ(x))

, i = 1, . . . , n.

A função y = ξ(x) diz-se definida implicitamente no aberto U× J pela equação f(x, y) = c.

Fig. 14: Função y = ξ(x) definida implicitamente no aberto U× J.
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Prova.

Suponhamos que ∂f

∂y
(x0, y0) > 0. Como ∂f

∂y
: U −→ R é contı́nua, existem δ ′ > 0 e ε > 0, tais

que B ′ × J ⊂ U e ∂f

∂y
(x, y) > 0 para todo (x, y) ∈ B ′ × J, onde B ′ = Bδ ′(x0) e J = (y0 − ε, y0 + ε).

Então, para todo x ∈ B ′, a função y 7−→ f(x, y) é estritamente crescente no intervalo

J = [y0 − ε, y0 + ε]. Como f(x0, y0) = c, temos que f(x0, y0 − ε) < c e f(x0, y0 + ε) > c.

Pela continuidade de f, existe 0 < δ < δ ′ tal que f(x, y0 − ε) < c e f(x, y0 + ε) > c para todo

x ∈ B = Bδ(x0). Então, pelo Teorema do Valor Intermediário, existe, para cada x ∈ B, um único

y = ξ(x) ∈ J tal que f(x, y) = c. Logo y = ξ(x) ∈ J e f−1(c) ∩ (B × J) = f−1(c) ∩ (B × J) é o

gráfico de uma função ξ : B −→ J a qual, pelo lema anterior, é contı́nua.

Mostraremos agora que, em todo ponto x ∈ B, existem as derivadas parciais de ξ.

Seja x ∈ B e tome k = k(t) = ξ(x+ tei) − ξ(x). Então,

ξ(x+ tei) = ξ(x) + k e f(x+ tei, ξ(x) + k) = f(x, ξ(x)) = c ,

para todo t ∈ (−δ0, δ0), onde δ0 foi escolhido de modo que x+ tei ∈ B para todo t ∈ (−δ0, δ0).

Pelo Teorema do Valor Médio, para todo t ∈ (−δ0, δ0), existe θ = θ(t) ∈ (0, 1) tal que:

0 = f(x+ tei, ξ(x) + k) − f(x, ξ(x)) =
∂f

∂xi
(x+ θtei, ξ(x) + θk)t+

∂f

∂y
(x+ θtei, ξ(x) + θk)k.

Logo,

ξ(x+ tei) − ξ(x)

t
=
k

t
= −

∂f

∂xi
(x+ θtei, ξ(x) + θk)

∂f

∂y
(x+ θtei, ξ(x) + θk) .

Pela continuidade de ξ, lim
t→0k(t) = 0. Então, pela continuidade das derivadas parciais de f, a

derivada parcial ∂ξ
∂xi

(x) existe e é igual a

∂ξ

∂xi
(x) = −

∂f

∂xi
(x, ξ(x))

∂f

∂y
(x, ξ(x))

(I)

para todo i = 1, . . . , n.

Como f é de classe C1 e ξ é contı́nua, temos, por (I), que ∂ξ

∂xi
é contı́nua para todo i = 1, . . . , n,

ou seja, ξ é de classe C1.

Suponhamos, por indução, que se f é de classe Ck−1, então ξ é de classe Ck−1, k− 1 ≥ 1.

Seja f ∈ Ck. Então ξ é de classe Ck−1 e as derivadas parciais de f são de classe Ck−1.

Assim, por (I), ∂ξ
∂xi

é de classe Ck−1 para todo i = 1, . . . , n, ou seja, ξ é de classe Ck. �
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Observação 9.5. No teorema da função implı́cita, não há nada especial a respeito da última

variável. Ou seja, vale o seguinte resultado:

Seja f : U −→ R uma função de classe Ck definida no aberto U ⊂ Rn+1. Se um ponto p =

(x01, . . . , x
0
n+1) ∈ U é tal que f(p) = c e ∂f

∂xi
(p) 6= 0 para algum i = 1, . . . , n+ 1, então existe ε > 0

tal que V =

n+1∏
k=1

(x0k− ε, x0k+ ε) ⊂ U e uma função ξ : B =

n+1∏
k = 1
k 6= i

(x0k− ε, x0k+ ε) −→ (x0i − ε, x0i + ε)

de classe Ck cujo gráfico é f−1(c) ∩ V, ou seja, o conjunto f−1(c) ∩ V é dado por:{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1) ∈ B e ξ(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1) = xi

}
.

Além disso,

∂ξ

∂xj
(x?) = −

∂f

∂xj
(x1, . . . , xi−1, ξ(x

?), xi+1, . . . , xn+1)

∂f

∂xi
(x1, . . . , xi−1, ξ(x?), xi+1, . . . , xn+1)

,

para todo x ∈ B e todo j = 1, . . . , n+ 1 , j 6= i, onde x? = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1).

Corolário 9.1. Seja f : U −→ R uma função de classe Ck, k ≥ 1, no aberto U ⊂ Rn+1. Se

ξ : W −→ R é contı́nua no aberto W ⊂ Rn com (x, ξ(x)) ∈ U, ∂f
∂y

(x, ξ(x)) 6= 0 e f(x, ξ(x)) = c

para todo x ∈W, então ξ é de classe Ck.

Observação 9.6. No corolário acima, não basta supor que c é um valor regular de f. Por

exemplo, seja a função f : R2 −→ R de classe C∞, dada por f(x, y) = x − y3. Então, como

grad f(x, y) = (1,−3y2), todo c ∈ R é valor regular de f, mas a função contı́nua ξ : R −→ R,

dada por ξ(x) = 3
√
x, satisfaz f(x, ξ(x)) = 0 para todo x ∈ R e não é diferenciável na origem.

Observe que ∂f

∂y
(x, 0) = 0 para todo x ∈ R.

Prova.

(do Teorema Global da Função Implı́cita)

Seja p ∈ f−1(c). Como grad f(p) 6= 0, existe i ∈ {1, . . . , n + 1} tal que ∂f

∂xi
(p) 6= 0. Logo, pelo

teorema da função implı́cita, existe um aberto V ⊂ Rn+1 tal que p ∈ V e V ∩ f−1(c) é o gráfico de

uma função de classe Ck definida num aberto de Rn. Então M = f−1(c) é uma hipersuperfı́cie

de classe Ck.

Seja v ∈ TpM. Então existe uma curva λ : (−ε, ε) −→ M diferenciável em t = 0 tal que

λ(0) = p e λ ′(0) = v. Logo df(p)v = (f ◦λ) ′(0) = 0, pois f(λ(t)) = c para todo t ∈ (−ε, ε). Assim,

〈grad f(p), v〉 = 0 para todo v ∈ TpM, ou seja, TpM ⊂ [grad f(p)]⊥ e, portanto,

TpM = [grad f(p)]⊥, pois dim TpM = dim[grad f(p)]⊥ = n . �
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Seja M ⊂ Rn+1 uma hipersuperfı́cie de classe Ck, k ≥ 1, contida num aberto U ⊂ Rn+1, e

f : U −→ R uma função de classe Ck.

Os pontos crı́ticos de f : U −→ R são, como já definimos anteriormente, os pontos x ∈ U
tais que grad f(x) = 0, ou seja, ∂f

∂v
(x) = 0 para todo v ∈ Rn+1. Isto equivale a dizer que

(f ◦ λ) ′(0) = 0 para todo caminho λ : (−ε, ε) −→ U diferenciável em t = 0 tal que λ(0) = x.

Por analogia, daremos a seguinte definição:

Definição 10.1. Dizemos que p ∈ M é um ponto crı́tico de f|M se (f ◦ λ) ′(0) = 0 para todo

caminho λ : (−ε, ε) −→ M diferenciável em t = 0 com λ(0) = p. Isto significa que ∂f

∂v
(p) = 0

para todo v ∈ TpM, ou seja, p ∈M é um ponto crı́tico de f|M se, e só se, 〈grad f(p), v〉 = 0 para

todo v ∈ TpM, ou ainda, se, e somente se, o vetor grad f(p) é normal à hipersuperfı́cie M no

ponto p.

Observação 10.1. Se p ∈ M é um ponto de máximo ou de mı́nimo local de f|M, então p

é um ponto crı́tico de f|M, pois para toda curva λ : (−ε, ε) −→ M diferenciável em t = 0 com

λ(0) = p, 0 é ponto de máximo ou de mı́nimo local da função real f◦λ : (−ε, ε) −→ R e, portanto,

df(p)v = (f ◦ λ) ′(0) = 0.

Observação 10.2. Todo ponto crı́tico de f em U que pertence a M é um ponto crı́tico de f|M,

pois, neste caso, grad f(p) = 0 e, portanto, 〈grad f(p), v〉 = 0 para todo v ∈ Rn+1.

Mas pode existir um ponto crı́tico de f|M que não é ponto crı́tico de f em U, isto é, no qual grad f

não se anula.

Exemplo 10.1. Sejam f : R2 −→ R a função de classe C∞ dada por f(x, y) = y, e M = S1 =

{(x, y) ∈ R2 | x2+y2 = 1}. Então f não possui ponto crı́tico, pois grad f(x, y) = (0, 1) 6= (0, 0) para

todo (x, y) ∈ R2. Mas (0,−1) e (0, 1) são pontos crı́ticos de f|M, pois (0,−1) é o ponto de mı́nimo

e (0, 1) é o ponto de máximo de f|M.

Em geral, se a hipersuperfı́cie M ⊂ Rn+1 é compacta, então f|M admite pelo menos dois pontos

crı́ticos: os pontos onde f|M assume seus valores máximo e mı́nimo. �

Teorema 10.1. (do Multiplicador de Lagrange)

Sejam ϕ : U ⊂ Rn+1 −→ R uma função de classe Ck, M = ϕ−1(c), onde c ∈ ϕ(U) é um valor

regular de ϕ, e f : U −→ R uma função de classe Ck. Um ponto p ∈ M é ponto crı́tico de f|M

se, e só se, existe um número real λ ∈ R tal que grad f(p) = λ gradϕ(p).
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Prova.

Para todo ponto p ∈ M, temos TpM = [gradϕ(p)]⊥, pois M é uma hipersuperfı́cie de nı́vel

de ϕ. Além disso, p é ponto crı́tico de f|M se, e só se, grad f(p) ⊥ TpM.

Como TpM ⊂ Rn+1 é um subespaço vetorial de dimensão n, temos que p ∈ M é ponto crı́tico

de f|M se, e só se, grad f(p) é um múltiplo de gradϕ(p). �

A pesquisa dos pontos crı́ticos de f|M reduz-se, portanto, a resolver o sistema de n + 2

equações 
∂f

∂xi
(p) = λ

∂ϕ

∂xi
(p) , i = 1, . . . , n+ 1 ,

ϕ(p) = c ,

nas n+ 2 incógnitas λ, x1, . . . , xn+1, onde p = (x1, . . . , xn+1). O número λ chama-se o multiplica-

dor de Lagrange.

Observação 10.3. A condição grad f(p) = λ gradϕ(p) significa que a hipersuperfı́cie M é

tangente à hipersuperfı́cie de nı́vel de f que passa pelo ponto crı́tico p da função f|M. No caso

em que se podem esboçar as superfı́cies de nı́vel da função f, esta observação auxilia a localizar

os pontos crı́ticos (ver exemplo abaixo).

Observação 10.4. Quando a hipersuperfı́cie M não é dada como imagem inversa ϕ−1(c)

de um valor regular, os pontos crı́ticos de f|M são simplesmente os pontos p ∈ M nos quais

grad f(p) é normal a M, ou seja, grad f(p) ⊥ v para todo v ∈ TpM.

Exemplo 10.2. Seja f : R2 −→ R a função de classe C∞ dada por f(x, y) = ax + by, com

a2 + b2 6= 0, e seja S1 = ϕ−1(1), onde ϕ : R2 −→ R é dada por ϕ(x, y) = x2 + y2. Como 1 é valor

Fig. 15: Pontos crı́ticos de f|S1 .

regular de ϕ, os pontos crı́ticos de f|S1 são os

pontos (x, y) ∈ S1 onde grad f(x, y) = (a, b)

e gradϕ(x, y) = (2x, 2y) são múltiplos. Então

(a, b) = λ(x, y) e x2 + y2 = 1. Isto nos dá

x =
a√

a2 + b2
e y =

b√
a2 + b2

,

ou

x = −
a√

a2 + b2
e y = −

b√
a2 + b2

.

Nestes pontos, f|S1 assume, respectivamente,

seu valor máximo igual à
√
a2 + b2, e seu va-

lor mı́nimo igual a −
√
a2 + b2, pois

|f(x, y)| ≤
√
a2 + b2 para todo (x, y) ∈ S1. �
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Exemplo 10.3. Dados uma hipersuperfı́cie M ⊂ Rn+1 e um ponto b ∈ Rn+1 tal que b 6∈ M,

determinar o ponto p ∈Mmais próximo a b. No caso em queM é fechada, um tal ponto sempre

existe.

Consideremos a função f : Rn+1 − {b} −→ R de classe C∞ dada por f(x) = ‖x − b‖. Os

pontos onde f|M assume seu valor mı́nimo, caso existam, estão entre os pontos crı́ticos de f|M,

isto é, entre os pontos x ∈ M onde grad f(x) é normal a M. Como grad f(x) =
x− b

‖x− b‖
, pois

∂f

∂xi
(x) =

xi − bi
‖x− b‖

, para todo i = 1, . . . , n, os pontos crı́ticos de f|M, entre os quais se encontram

os pontos de M situados a uma distância mı́nima do ponto b, são os pontos x ∈ M tais que

x− b é normal a M. �

Fig. 16: x − b é normal a M.

Exemplo 10.4. Seja A : Rn −→ Rn uma transformação linear autoadjunta, isto é, 〈Ax, y〉 =

〈x,Ay〉 para quaisquer x, y ∈ Rn. Isto equivale a dizer que a matriz (aij) de A com respeito à

base canônica é simétrica, pois aij = 〈Aej, ei〉 = 〈Aei, ej〉 = aji.

Um número real λ é um autovalor de A quando existe um vetor y ∈ Rn − {0} tal que Ay = λy. E

os autovetores associados ao autovalor λ são os vetores x ∈ Rn tais que Ax = λx.

Em geral, uma transformação linear A : Rn −→ Rn não precisa ter autovalores reais, como a

rotação de ângulo θ ∈ (0, π) no plano.

Afirmação: Se A : Rn −→ Rn é uma transformação linear autoadjunta, então existe uma base

ortonormal de Rn formada por autovetores de A.

De fato, seja f : Rn −→ R a forma quadrática dada por f(x) = 〈Ax, x〉 ou, em termos de

coordenadas, f(x) =

n∑
i,j=1

aijxixj.

Para determinarmos uma base ortonormal de autovetores de A estudaremos os pontos crı́ticos
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de f na esfera unitária Sn−1 ⊂ Rn. Como Sn−1 = ϕ−1(1), onde 1 é valor regular da função

ϕ(x) = 〈x, x〉, temos que x ∈ Sn−1 é um ponto crı́tico de f|Sn−1 se, e só se, os vetores grad f(x)

e gradϕ(x) = 2x são múltiplos. Sendo ∂f

∂xi
(x) = 2

n∑
j=1

aijxj, temos que grad f(x) = 2Ax. Logo

os pontos crı́ticos de f|Sn−1 são os pontos u ∈ Sn−1 tais que Au = λu e, num tal ponto, temos

f(u) = 〈λu, u〉 = λ, pois 〈u, u〉 = 1.

Provamos, assim, que dada a forma quadrática f : Rn −→ R, f(x) = 〈Ax, x〉, onde A : Rn −→ Rn

é autoadjunta, um ponto u ∈ Sn−1 é um ponto crı́tico de f|Sn−1 se, e só se, Au = λu, onde

λ = f(u). Ou seja, λ = f(u) é um autovalor de A e u é um autovetor de norma 1 associado ao

autovalor λ.

Em particular, se λ1 é o valor máximo de f no compacto Sn−1 atingido no ponto u1 ∈ Sn−1, então

λ1 é o maior autovalor de A e Au1 = λ1u1.

Seja E = {x ∈ Rn | 〈x, u1〉 = 0} o complemento ortogonal do vetor u1. Se x ∈ E, então 〈Ax, u1〉 =

〈x,Au1〉 = λ1〈x, u1〉 = 0. Logo A(E) ⊂ E e, portanto, por restrição, obtemos uma transformação

linear autoadjunta A : E −→ E.

Seja λ2 o valor máximo da forma quadrática f entre os vetores unitários pertencentes a E, e seja

u2 ∈ E tal que |u2| = 1 e f(u2) = λ2. Então λ2 é um autovalor de A e Au2 = λ2u2.

Prosseguindo desta maneira, obtemos uma base ortonormal de Rn, {u1, u2, . . . , un}, formada

por autovetores de A. �

Exemplo 10.5. A média geométrica de n números reais positivos x1, . . . , xn é menor do que

ou igual à média aritmética destes números, isto é,

n
√
x1 · . . . · xn ≤

x1 + . . .+ xn

n
,

e a igualdade vale se, e só se, x1 = . . . = xn.

De fato, sejam x1, . . . , xn n números reais positivos, f : Rn −→ R a função de classe C∞ dada

por f(y1, . . . , yn) = y1 · . . . · yn e c = x1 + . . .+ xn.

Vamos determinar o valor máximo de f na hipersuperfı́cie

Mc = {(y1, . . . , yn) ∈ Rn |y1 + . . .+ yn = c , y1 > 0, . . . , yn > 0} .

Consideremos o aberto U = {(y1, . . . , yn) ∈ Rn |y1 > 0, . . . , yn > 0} e a função ϕ : U −→ R de

classe C∞ dada por ϕ(y1, . . . , yn) = y1 + . . .+ yn.

Então ϕ−1(c) = Mc é uma hipersuperfı́cie de classe C∞ de Rn, pois gradϕ(y) = (1, 1, . . . , 1) 6=
(0, 0, . . . , 0) para todo y ∈ U.
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Como Mc é compacto, pois Mc ⊂ [0, c]× . . .× [0, c], existe z ∈Mc tal que f(z) é o valor máximo

de f|Mc
. Então z ∈Mc, pois f(y) = 0 para todo y ∈Mc −Mc e f(y) > 0 para todo y ∈Mc.

Sendo ∂f

∂yi
(y) =

n∏
j = 1
j 6= i

yj, para todo i = 1, . . . , n, temos, pelo método do multiplicador de La-

grange, que grad f(z) = λ gradϕ(z) = (λ, . . . , λ). Então z1 + . . . + zn = c, zi > 0 e
∏
j 6=i

zj = λ,

para todo i = 1, . . . , n.

Afirmação: Se z1, . . . , zn ∈ R − {0} e
n∏
j = 1
j 6= i

zj = λ para todo i = 1, . . . , n, então z1 = . . . = zn.

Vamos provar esta afirmação por indução sobre n.

Se n = 2, é claro que z1 = z2 .

Suponhamos o resultado válido para n − 1, n − 1 ≥ 2. Sejam z1, . . . , zn n números reais não-

nulos tais que
n∏
j = 1
j 6= i

zj = λ para todo i = 1, . . . , n. Como, para todos i, i ′ ∈ {1, . . . , n − 1},

i 6= i ′,
n∏
j = 1
j 6= i

zj =

n∏
j = 1
j 6= i ′

zj , e zn 6= 0, temos
n−1∏
j = 1
j 6= i

zj =

n−1∏
j = 1
j 6= i ′

zj. Logo, pela hipótese de indução,

z1 = . . . = zn−1. Além disso, z1 = zn, pois z1z2 . . . zn−1 = z2z3 . . . zn−1zn.

Então z1 = z2 = . . . = zn−1 = zn, provando a afirmação.

Como z1 + . . .+ zn = c, temos z1 = . . . = zn =
c

n
.

Logo f(x1, . . . , xn) ≤ f(z1, . . . , zn) =
(
c

n

)n
, pois (x1, . . . , xn) ∈Mc. Assim,

x1 . . . xn ≤
(
x1 + . . .+ xn

n

)n
,

ou seja,
n
√
x1 . . . xn ≤

x1 + . . .+ xn

n
,

para quaisquer números reais positivos x1, . . . , xn, e a igualdade vale se, e só se, x1 = . . . = xn.

�

Exemplo 10.6. (Desigualdade de Hadamard)

Se X é uma matriz n× n cujas linhas são os vetores Xi = (xi1, . . . , xin), então

| detX| ≤ ‖X1‖ . . . ‖Xn‖,

onde ‖ ‖ é a norma Euclidiana.
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Se detX = 0, a desigualdade é evidente. Se detX 6= 0, então todos os vetores-linhas são não-

nulos. Neste caso, podemos considerar os vetores unitários Wi =
Xi

‖Xi‖
, i = 1, . . . , n. Então,

como Xi = ‖Xi‖Wi, temos que detX = ‖X1‖ . . . ‖Xn‖detW, onde W é a matriz cujas linhas são

os vetores unitáriosW1, . . . ,Wn. A desigualdade ficará provada se mostrarmos que | detW| ≤ 1.
Mais geralmente:

Afirmação: Se W = (wij) é uma matriz n× n tal que
n∑

i,j=1

w2ij = n então | detW| ≤ 1.

De fato, sejam f, ϕ : Rn2 −→ R as funções de classe C∞ dadas por f(X) = detX e

ϕ(X) =

n∑
i,j=1

(xij)
2. Então, para todos i, j = 1, . . . , n, ∂ϕ

∂xij
(X) = 2xij e ∂f

∂xij
(X) = (−1)i+jX[i,j] ,

onde X[i,j] é o determinante da matriz (n − 1) × (n − 1), obtida de X pela omissão da i−ésima

linha e da j−ésima coluna.

Assim, para todo n ∈ N, ϕ−1(n) = M é uma hipersuperfı́cie compacta de classe C∞ em Rn2.

Mais precisamente, M é a esfera em Rn2 de centro na origem e raio
√
n.

Então, pelo método do Multiplicador de Lagrange, uma matriz W = (wij) é um ponto crı́tico de

f|M se, e só se,
n∑

i,j=1

w2ij = n e grad f(W) = λ gradϕ(W) para algum λ real, ou seja,

(−1)i+jW[i,j] = 2λwij , (?)

para quaisquer i, j = 1, . . . , n.

Multiplicando por wij, somando e levando em conta a expansão de um determinante em relação

às entradas de uma linha, temos:

ndetW =

n∑
i,j=1

(−1)i+jwijW[i,j] = 2λ

n∑
i,j=1

w2ij = 2λn .

Logo detW = 2λ.

Multiplicando agora (?) por wij, fixando i e somando em relação a j, obtemos:

detW =

n∑
j=1

(−1)i+jwijW[i,j] = 2λ

n∑
j=1

w2ij = (detW)

n∑
j=1

w2ij .

Se W é uma matriz onde f|M atinge seu valor máximo ou mı́nimo, então detW 6= 0 e, pela

igualdade acima, ‖Xi‖2 =

n∑
j=1

w2ij = 1 para todo i = 1, . . . , n, ou seja, os vetores-linha têm norma

igual a 1.

Multiplicando (?) por wkj, k 6= i, e somando em relação a j, temos:
n∑
j=1

(−1)i+jwkjW[i,j] = 2λ

n∑
j=1

wkjwij = 2λ〈Wk,Wi〉 .
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Logo 〈Wk,Wi〉 = 0 para k 6= i, pois
n∑
j=1

(−1)i+jwkjW[i,j] = 0, por ser o desenvolvimento, em

relação à i−ésima linha, do determinante de uma matriz com duas linhas (a i−ésima e a

k−ésima) iguais a Wk.

Assim, todo ponto W ∈ M onde f|M atinge seu valor máximo ou mı́nimo é uma matriz cujas

linhas são vetores unitários dois a dois ortogonais, ou seja W é uma matriz ortogonal. Logo

detW = +1, se W é um ponto de máximo, e detW = −1, se W é um ponto de mı́nimo. Então

−1 ≤ detW ≤ 1 para todo W ∈ M, ou seja, −‖X1‖ . . . ‖Xn‖ ≤ detX ≤ ‖X1‖ . . . ‖Xn‖ para toda

matriz X.

E a igualdade | detX| = ‖X1‖ . . . ‖Xn‖ ocorre se, e só se, X1, . . . , Xn são vetores dois a dois

ortogonais, no caso em que detX 6= 0. �

Observação 10.5. O valor absoluto de detX é o volume do paralelepı́pedo n−dimensional

determinado pelos vetores-linha X1, . . . , Xn da matriz X. Assim, a desigualdade de Hadamard

significa, geometricamente, que se mantivermos constantes (não-nulos) os comprimentos des-

ses vetores, | detX| torna-se máximo quando eles forem 2 a 2 ortogonais e, neste caso, o volume

do paralelepı́pedo é o produto ‖X1‖ . . . ‖Xn‖ dos comprimentos de suas arestas.

J. Delgado - K. Frensel 183


