Capitulo 3

Funcoes reais de n variaveis

1 Derivadas parciais

Definicao 1.1. Seja f : U — R uma fungéo real definida num subconjunto aberto U ¢ R™.

Dado a € U, a i—ésima derivada parcial de f no ponto a, 1 <i <n, € o limite
ﬁ(a) _lim fla+tey) —f(a)
0Xxi t—0 t

guando tal limite existe. Usa-se também a notacao 0:f(a).

b

Observacao 1.1. Dados o ponto a € Ue i€ {1,...,n}, aimagem do caminho de classe C®
AR — R™ A(t) = a + te;, € areta que passa por a e € paralela ao i—ésimo eixo. Como U é
abertoea e U, existe e >0talquet e (—e,e) = A(t) = a+te; € L.

A i—ésima derivada parcial de f no ponto a &, portanto, a derivada da fungdo foA: (—e,e) — R
- of , .
no ponto t = 0, ou seja, a(a) = (fo A)/(0), pois

1

foA(t)—foA0) fla+tey) —f(a) of

/ — i — i o
(FoN)(0) = lim =2 = m SR = ).
o Assim, o calculo pratico da i—ésima derivada parcial de uma funcgao real f(xq,...,x,) se faz

considerando todas as variaveis como se fossem constantes, exceto a i—ésima, e aplicando as
regras usuais de derivagao em relacao a esta variavel.

Observacao 1.2. Quando n = 2, o gréfico de f, G = {(x,y,f(x,y)),| (x,y) € Dom(f)} é uma

"superficie” em R3, e a restricdo de f ao segmento de reta que passa por ¢ = (a,b) e é paralelo

ao eixo das abscissas tem como grafico uma curva plana x — (x, b, f(x, b)) obtida na superficie
. of . -

fazendo y constante igual a b. Portanto, —(a, b) é a inclinagao da reta tangente a esta curva,

0x
no ponto (a, b, f(a, b)), em relacao ao plano horizontal, uma vez que:
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Fig. 1: 2£(a,b) é ainclinagéo da reta r

r={ (1,0,2—:(a,b))t+(a,b,f(a,b))lt er}={ (x,b,g—:(a,b)(x—a) +1(a,b)) Ix € R}.

Observacao 1.3. A i-ésima derivada parcial aa—)j

. 1 . 7 . .
f ao longo de um segmento de reta contido em U e paralelo ao i—ésimo eixo.

da informagdes sobre o comportamento de

» Por exemplo, se f : U — R esta definida num aberto U ¢ R?, ] = {(a,t)[t € [0,1]} c U e
%(a,t) > 0 para todo t € [0, 1], entdo f € crescente ao longo de J, ou seja,
0<s<t<1= f(a,s) < f(a,t).

Definicao 1.2. Dizemos que uma fungéo f: U Cc R™ — R ndo depende dai—ésima variavel
quando a,b € U, b = a + te; = f(a) = f(b).

. 0 - ,
Neste caso, existe af(a) em todos os pontos a € U e € igual a zero. Mas a reciproca
s " i .
nem sempre € verdadeira, como veremos abaixo.

Definicao 1.3. Um conjunto U ¢ R™ é chamado i—convexo (1 < i < n) quando:
a,belU,b=a+te;=— [a,b] ={a+se;|s € [0,t]} C L.

e Assim, se U C R™ € um aberto i—convexo e f : U — R é uma fungao tal que %(a) =0
para todo a € U, entao f independe da i—ésima variavel. '

De fato, se a,b € U, b = a+tpe;, entdao A(s) = a+se; € U, paratodo s € [0, to], e, portanto,
existe ¢ > 0 tal que A(s) € U paratodo s € (—e¢,to + €).

Além disso, como fo A é derivavel em (—¢,to+¢) e (foA)/(s) = %(a—i— se;) = 0 para todo

s € (—e,to+¢),entao foA(s) = foA(0) paratodo s € (—e, to+ €). Logolf(b) = f(a).
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Derivadas parciais

Observacao 1.4. Em R?, dizemos horizontalmente e verticalmente convexo, em vez de
1—convexo e 2—convexo, respectivamente.

Exemplo 1.1. SejaT ={(x,0) € R?|x > 0} o semi-eixo positivo fechado das abscissas. Entio
U = R? —T é aberto, horizontalmente convexo, mas néo é verticalmente convexo.

7

U o(z,y)

Fig.2: U=R? —T

Seja f : U — R a fungéo definida por f(x,y) =x*,sex >0ey > 0, e f(x,y) =0,se x < 0 ou
y < 0. Entao f possui derivada parcial ;(p) = 0 para todo ponto p € U, pois:

o fl; =0, onde Ty ={(0,t) |t > 0};

.ﬂrg =0, onde v, ={(0,t) [t <0};

.ﬂ% =0, onde 1y, ={(x0,t)|t € R} € %0 < O0;

oﬂﬁ0 =x} e ﬂT?o =0, onde r;:o ={(x0,t) [t >0}, T, ={(x0,t) [t <O} & %0 > 0.

Mas f nao é independente da segunda variavel, pois se x > 0 ey > 0, entdo f(x,y) =x* >0e
f(x,—y) =0. O

Observacao 1.5. A existéncia apenas das derivadas parciais ndo permite conclusdes sobre
o comportamento n—dimensional da fungao. Por exemplo, a existéncia de todas as derivadas
parciais num ponto nao implica a continuidade da fungcao nesse ponto.

Exemplo 1.2. Seja f: R? — R, definida por f(x,y) = #‘Jyz se (x,y) # (0,0), e £(0,0) = 0.

Se z = (x,y) # (0,0), temos que:

E(z) _ by ) v o xy e ﬁ(z) _x( Ay —xy2y) P —xy?
ox (x? +y?)? - (X2 +y?)? oy (x? +y?)? (P ty?)?
E, na origem:
ﬁ(O,O)zlimw:o e ﬁ(o,o):nmwzo_
0x t—0 t oy t—0 t

Assim, f possui derivadas parciais em todos os pontos de R?. Mas f ndo é continua na origem.
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Mais ainda, ndo existe  lim  f(x,y), pois f(at,bt) =

™ o 22 paratodot € R e todo (a,b) #
ny _) )

. 1 2 .
(0,0), e, portanto, lmf(t,t) =5 # 5= lmf(t,Zt), por exemplo.

2 Derivadas direcionais

Definicao 2.1. Sejam f : U — R uma fungéo definida no aberto U c R™, ac Uev € R™ A
derivada direcional de f no ponto a segundo o vetorv é o limite:
of fla+tv) —f(a)

— = lim
av(a) t—0 t

b

quando tal limite existe.
Observacao 2.1. Sev =0, entdo g—i(a) =0 para todo a € U.

Observacao 2.2. As derivadas parciais sdo casos particulares das derivadas direcionais,
of of

pois: —(a) =

™ 5% (a) é a derivada direcional de f no ponto a segundo o vetor e;.
i i

Observacao 2.3. Dadosa € Uev € R™, existe ¢ > 0talque a+tv € Uparatodot € (—e, ).
Assim, se A : (—e¢, ) — U é o caminho retilineo, com A(0) = a e A’(t) =vparatodo t € (—¢,¢),

temos que: %(a) = (foA)'(0).

fol
Fig. 3: f ao longo do caminho retilineo A
Exemplo 2.1. Seja f: R — R a fung&o dada por f(x,y) = ﬁ”yz (x,y) # (0,0), e £(0,0) =
0. Entao f possui as derivadas direcionais g(0,0) para todo v = («,0) ouv = (0, 3), as quais
sao nulas, mas f nao possui derivada direcional na origem segundo um vetor v = («, 3), com
x#0ep #0, pois:
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o 20,0 = im0 =f00 _ (0
ov t—0 t
of _ o F(0,tB) —F(0,0) a
L R(O)O) - lm t _O) \)_(O)B))
e o limite
t—0 t t—0 a2 + B2 t
nao existe.

Observacao 2.4. Se « € R — {0}, entdo existe g—i(a) num ponto a se, e somente se, existe
of
0(ov)

(a) e, no caso afirmativo, temos:
fla+ tav) —f(a) of

of o fla+tav) —f(a) _ of
a(ocv)(a) _m) t _o‘m) ot _o‘av(a)'

. o of . .
Mas, pode ocorrer que a derivada direcional 3 exista em todos os pontos do dominio de f,
segundo todos os vetores v € R™, sem que se tenha necessariamente:

of of of
7o (@) = 5o (@) + 5o (a).

ow

Exemplo 2.2. Seja g: R> — R a fungéo dada por
2
gy)=—>5—"5, se (xy)#(0,0, e  9(0,0)=0.

x24y?’
Pode-se provar, a partir da definicao, que existe g—g(a) para todo a € R? e todo v € R% Em
particular, na origem:
dg i 9t tB) — 9(0,0) o’ _
.E(O)O)_’[m t _062+f52)sev_((x,‘3)?é(0,0)
e
dg
e —(0,0)=0,sev=1(0,0).
ov
Evidentemente, para a = (0,0), nao vale
dg dg 09
T 5w = (-
Por exemplo, parav = (1,1) ew = (1,2):
90.0)=1 9900 =2 9 _ 12
a(o)o)_z) aw(ovo)_s) e a(V+W)( )O)_]Sv
dg dg dg
e, portanto, a(O,O) + a—W(O,O) + a(v—i—w)( ,0). 0

Observacao 2.5. Na segéo 3, mostraremos que Z—: depende linearmente de v se f é dife-
renciavel, uma hipétese mais forte do que possuir derivadas direcionais.
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A funcado g do exemplo anterior € continua (ver exercicio 8:27, capitulo 1), mas nao é
verdade, em geral, que a existéncia de todas as derivadas direcionais implique em continuidade.

3
Exemplo 2.3. Seja h: R2 — R a fungéo definida por h(x,y) = ——>— , se (x,u) # (0,0), e

x6 +y2’
h(0,0) = 0.

Para (a,b) # (0,0) e v = (&, B) € R?, temos que, se A(t) = (a,b) + t(x, B) = (a + ta, b + tB),

entao:
(a+tx)3(b+tp)

(a+tx)®+ (b+tp)?2
e, portanto, a derivada (h o A)’(t) é dada por:

(3(a+ ta)?a(b+tB) + Bla+ta)®) ((a+ta)®+ (b +tB)?) — (a+ ta)3(b + tB) (6ax(a+ tax)> + 2B(b + tB))

(hoA)(t) =

((a+tx)6+ (b+1tp)2)>.
Logo,

oh B ) _ (3a%ba+ Ba)(a®+b?) — a®b(6aa’ + 2Bb)
7(a>b) - (hOA) (O) - (a6—|—b2)2

ov
B —3a%b + 3a?b3 - a’ — a’b? B
N (a®+b2)2 (a®+1b2)2 ) "’

E para (a,b) = (0,0) e v = (&, B) € R?,

oh o h(tegtB) t*o3p L toa’p .

5(0’0) - l'ﬂé t ll_r)rg) t(tox® + t2B2) l'L% t4ab + B2 0, se p#0;
e Mooy = limMAY) _ymo—0. se p=o.

ov t—0 t—0

Assim, existem as derivadas direcionais %(a), para todo a € R? e todo v € R?, e dependem
linearmente de v.

Em R? —{(0,0)}, a funcdo h é continua, mas h ndo é continua na origem, pois h(x,x3) = % para
todo x # 0.

» Outra propriedade desejavel para um conceito adequado de derivada de uma fungao é que a
composta de duas funcdes derivaveis seja também derivavel.

3
Exemplo 2.4. Seja ¢ : R2 — R dada por ¢(0,0) =0 e ¢(x,y) = —>— , se (x,y) # (0,0).

Em R2 —{(0,0)}, ¢ € continua, e em (0,0), ¢ também é continua, pois, para (x,y) # (0,0),
2
[o(x,y) | = | x —— E < [x],
Vit y? Vit y?
e, portanto, lim x,y)=0.
P (x,y)—(0,0) olxv)

Além disso, para todo v = («, B) € R?, § # 0,
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0@ o(to, t) . ta3p _ ¢ (tx, 0)
ov O 0)_Lo t —lmtzomfsz—o’ © a O O)_lm t —'ﬂéo—o

parav = («,0) € R

Portanto, todas as derivadas direcionais existem na origem e dependem linearmente de v. De
modo analogo ao exemplo anterior, podemos calcular as derivadas direcionais de ¢ num ponto
(a,b) € R —{(0,0)} e verificar que elas dependem linearmente de v.

Entretanto, se considerarmos o caminho derivavel A : R —; R, dado por A(t) = (t,t?sen{), se
t#£0, A(0) = (0,0), temos que fo A : R — R nao é derivavel em t = 0, pois o limite
¢ (t,t’send) . tosenq sen 1

. A(t)) — o(A(0 .
lim @A) —@(A©) _ _ -
-0 t 50 t 50 t5+t5sen t—>01 +sen—

nao existe, uma vez que:
1

. - . 1
o lim o — lim 0=0, quando t, = —,
n—oo | 4 sen I n—oo nr
e lim seni li 1] dot 2
o — im = = =, quan i
n—»oo]jLsenf T oo 2 Z’q Otn (dn+ 1w O

» No entanto, a existéncia de derivadas direcionais permite demonstrar o Teorema do Valor
Médio para fungdes reais de n variaveis sob a forma de igualdade, como no caso de uma sé
variavel.

Teorema 2.1. (do Valor Médio)

Seja f : U — R uma funcao definida no aberto U C R™. Se[a,a+ Vvl C U, flqa+v € continua
e existe a derivada direcional %(x) para todo x € (a, a + v), entao existe 6, € (0, 1) tal que

of
—(a + 90\))

fla+v)—f(a) = 5

Prova.
Seja A : [0,1] — U o caminho C* dado por A(t) = a+ tv, t € [0,1]. Entdo a funcao

foA:[0,1] — R é continua em [0, 1] e derivavel em (0, 1), pois, para 6 € (0, 1),
(foA)(®+1t)—ToA(D) fla+ (0 +t)v) — fla+ 0v)

(foA)(8) = lim — lim
t—0 t t—0 t
_ “mf((a—l—ev)—l—tv)—f(a—l—ev) af( +ov)

t—0 t ov

Assim, pelo Teorema do Valor Médio, para fungdes reais de uma variavel real, existe 6, € (0, 1)
tal que (foA)(1) — (foA)(0) = (f o A)/(0p), Ou seja, existe B, € (0,1) tal que

of

fla+v)—"f(a) = .

(a+6ov). m
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Observagéo 2.6. A existéncia de g—i em todo ponto de (a, a + v) garante a continuidade de
ﬂ(a‘aJrv) .

De fato, como foi provado acima, foA é derivavel em (0, 1) e, portanto, se xi = a+tyv, t € (0,1),
€ uma sequéncia de pontos de (a, a + v) que converge para o ponto a + tov € (a, a + v), entao
f(xx) = fla+ tv) = foA(ty) — foA(ty) = f(a+ tov),

Xk —a a+tov—a
uma vez que ty = | o Il T I =1,.

Corolario 2.1. SejaUu c R™ aberto e conexo. Se f : U — R possui derivadas direcionais em

todo pontox € U e g—:(x) =0, para todo x € U e todov € R™, entao f é constante.

Prova.
Seja a € U fixo.

Afirmacao: se [a,b] C U, entdo f|j, v é continua.

» De fato, como a,b € U e U é aberto, existe ¢ > 0 tal que o segmento
(a—¢eb—a),a+(1+¢e)(b—a))={a+t(b—a)lte(—¢1+¢)}
esta contido em .

, . . f ~ .
Além disso, como existe a(ba—a)(x) para todo x € U, temos, pela observagao anterior, que a

restricdo flia—c(b—a)at(1+e)b—a) € cONtinua.
Portanto, f|j,, € continua.

» Resulta, entdo, do Teorema do Valor Médio, que se [a, b] C U, existe 6, € (0, 1) tal que

of
olb—a

f(b) —f(a) =f(a+ (b—a)) — f(a) = )(a—l—Go(b—a)):O,
ou seja, f(b) = f(a).

Por outro lado, se x € U existe, pelo teorema 13.8 do Capitulo 1, uma poligonal contida em U
com vértices ap = a, aj,...,ax = X.

Temos, entao, sucessivamente, que
fla) = flao) = flar) = ... = f(ax) = f(x),

ou seja, f(x) = f(a) para todo x € U. Logo f € constante. g

Observacao 2.7. Neste corolario, basta que as derivadas parciais aa;i’ i=1,...,n, existam
e sejam nulas em todos os pontos do aberto conexo U C R", pois, pela observagao 13.5 do
Capitulo 1, dados a,b € U, existe uma poligonal contida em U ligando os pontos a e b com
lados paralelos a um dos eixos coordenados.
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3 Funcoes diferenciaveis

A definicao de funcao diferenciavel que daremos abaixo é devida a Maurice Frechet (Francga,
1878-1973) e Otto Stolz (Austria, 1842-1905). Ela é uma extensdo adequada do conceito de
funcao derivavel de uma s6 variavel para fungdes de n variaveis.

Definicao 3.1. Seja f : U — R uma fungéo definida no aberto U ¢ R™. Dizemos que f é
diferenciavel no ponto a € U quando existem constantes A,,..., A, € R tais que, para todo
vetorv = (aq,...,a,) € R™, com a+v € U, temos que:

fla+v)="f(a)+ Ajx;+ ...+ Anxn +71(v),

onde lim Q =0.

v—0 [Vl

Definicao 3.2. Dizemos que f: U — R é diferencidavel quando f é diferenciavel em todos os
pontos de U.

Observacao 3.1. Seja f: U ¢ R™ — R diferenciavel no ponto a. Entéo, se v = te;, ou seja,
®; =0,j#1, o =t, temos que

f(a+ tey) —f(a) — At T(tey) AL+ T(tey) A=,

t t [ te]
Logo, como I|m ”(tt:H) 0, paratodoi=1,...,n, obtemos que a derivada parcial %(a) existe
e é igual aAl, paratodoi=1,...,n.
e Assim, f : U c R™ — R é diferenciavel no ponto a € U se, e sb se, as derivadas parciais
%(a), i=1,...,n, existem, e paratodov = («1,...,x,) € R*tal que a+v € U, temos

of of
fla+v) ="f(a) + 1( a)or + .. —i—g(a)ocn—i—r(v),

onde lim o) =0.

v—0 Hv||
Observacao 3.2. Se f: U c R — R é diferenciavel no ponto a € U, entdo f é continua no
ponto a.

De fato, como I|m |mpI|ca que I|m r(v) = I' ||v|| 0, temos que

H || H ||
lim f(x) = lana(f(a) +Ailx1—ay)+ ...+ Axn—an) +r(x —a)) =f(a),

Xx—a
umavez que v =x—a — 0 quando x — a.

Observacao 3.3. A condigéo I|m = 0 significa que r(v) tende a zero mais rapidamente
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do que v. Isto se exprime dizendo-se que r(v) € um infinitéesimo de ordem superior av. Assim, f
é diferenciavel no ponto a € U quando f(a +v) — f(a) é igual a um funcional linear

of
Z a(a) o; + (um resto infinitamente pequeno em relacdo a v).
i=1 "

T(v)
v

. . . . .. of
f: U — R é diferenciavel no ponto a € U se, e sO se, todas as derivadas parciais a(a),
i

i=1,...,n, existem no ponto a e, paratodOv: (x1,...,x,) € R*talque a +v € U vale:

Observacao 3.4. Fazendo p(v) = sev#0,a+vel,ep(0)=0,temos que:

fla+v) = —|—Za ajoi + p(v) |[vl[, onde \I}mp(v) = 0.
Ou seja, f € diferenciavel no ponto a € U se, e so se, a funcao real
p:Veo={veRYa+vel} —R

é continua no ponto v = 0. Note que o conjunto V, é abertoem R™ e 0 € V,.
Observacao 3.5. Ser ou néo ser diferenciavel, independe da norma considerada em R™,

Observacao 3.6. Para fungdes f : I — R definidas num intervalo aberto I c R, diferenciabi-
lidade & o mesmo que derivabilidade, pois se f(a + t) = f(a) + At + p(t) [t], ou seja,

p(t):i<w_A>’

entao, lln’(l) p(t) =0 se, e sb se, f € derivavel no ponto a e f'(a) = A.
—

Observacao 3.7. Se f : U ¢ R* — R é diferenciavel no ponto a € U, entdo f possui

derivada direcional no ponto a segundo qualquer vetor v = («q,...,x,) €
of i
a(a)— : Tm(a) Ki .

i=1

De fato, seja v € R™ Entao existe ¢ > 0 tal que a + tve Uparatodot € (—¢,¢), €

fla+ tv) a) + Z o, a)tog + p(tv) [t v .

Como Llng) p(tv) =0, temos que

of o fla+tv) —fla) of
=5la) =lim - =2 5 (@a+lim (Eop(tv) [v]) Zaxl

i=1

Entao %(a) existe e depende linearmente de v, ou seja:

of of N
a(ow)(a) = o -(a), paratodo x eRev € R™,
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of af of N

Teorema 3.1. (Regra da cadeia)

Sefam U Cc R™ eV C R™ abertos, f = (f1,...,fn) : U — R™ tal que f(U) C V e cada fungao
coordenada f; : U — R é diferenciavel no ponto a € U. Se g: V — R é diferenciavel no ponto
b = f(a), entdo a funcdo composta go f : U — R é diferenciavel no ponto a e suas derivadas
parciais sdo:

of - af .
gx Za—g axlf(a),lzh...,m.
1 k: 1

Prova.
Seja o aberto Uy = {v € R™|a + v € U} que contém o ponto v = 0.

Paracadav = (o,...,an) € Upek=1,. n temos que

of
fila+v) =fila +Z (@) ot + pr(v) [Iv]l, ()

onde cada py : Uy — R € continua no ponto 0 e py(0) = 0.

Seja a aplicacao w = (B1,...,pn) : Up — R™ continua no ponto 0, com w(0) = 0, cujas fungdes
coordenadas 3y : Uy — R sao dadas por:
= of
Br(v) =) 5 S(a)o+ pilv) vl (1)
i=1
Considerando R™ com a norma da soma, por exemplo, temos que Hjﬁ' < 1 para todo
S
v eR™—{0}.
Logo, cada B| (”V)' k = 1,...,n, e, portanto, HT\(;\\])HS’ € limitada em U; — {0}, onde U; é um
S
aberto contido em U, tal que 0 € U, e pyy, limitada paratodok =1,... n.

SejaVo ={w e R*|[w+b € V}. Como V, é um aberto que contém o vetor 0, w é continua no
ponto 0 e w(0) = 0, existe um aberto U, C U, tal que 0 € U; e w(U;) C V,.
Sejav € U,. Entao w(v) +b € Ve, como g:V — R é diferenciavel em b = f(a), temos, por
(), que
0
g(f(a+v)) = g(f(a) + w(v)) = g(b+ w(v)) = g(b) + >_ 29 (0)Bi(v) + olw () [w)],

onde oo w : U, — R € uma fungao continua no ponto 0, com o o w(0) = 0.

Logo, por (1),
= of

(gof)la+v)=gof(a)+ Z azgk(b) a—xl_‘(a)oq—l— oWV | + o0 w) [JwM)],
k=1 i=1 "
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ou seja,

(gof)lat+v)=(gof)(a)+ ) Aixi+R(v),
i=1

onde A; = Z %9 (6) 2%(a) & RV = 3 22 (b) py(v) V]| + 00 w(v) [w(v)].

ayk o — oYk
Como,
Jw()||
)+ 0o w(v) ,
Hvll Z vl
temos que I|m ]E( H =0, pois Iirrg) pr(v) =0,k = N, Ilnz)ao w(v)=0e o H(II | g ¢é limitado em
v— v—

U, —{0}.

Logo g o f é diferenciavel no ponto a e

A9°0(q) = 3 29 (f(a)) Lx(a,

0x;

paratodoi=1,..., m. g

Corolario 3.1. Sef : U ¢ R* — R é diferencidvel no pontob € U e A = (Ar,...,An) :
(a —¢,a+ ¢) — R™ é um caminho diferenciavel com A(a) = b, entao a fungdo composta
foA:(a—e¢,a+¢) — R édiferenciavel no ponto a e

(FoA)(a) =Y 2 (b)N(a).
i=1 "
Observacdo 3.8. Se escrevemos A(t) = (xi(t),...,xn(t)), entdo A/(t) = (%,...,%) .

Indicando com j—i a derivada da funcao composta t — f o A(t) = f(x1(t),...,xn(t)), a regra da

cadeia nos da que:
of dx;
axl dt

(notacao classica do Calculo Diferencial.)

Corolario 3.2. Sejam U c R™ um conjunto aberto, I ¢ R um intervalo aberto, f : U — R uma
funcdo diferenciavel no ponto a € U, com f(U) c 1, g : I — R diferenciavel no ponto b = f(a).

Entaogof:U — R é diferenciavel no ponto a e

190 10) = g'(0)

(a),

aXi aXi

paratodoi=1,...,n.

Observacao 3.9. Pela Regra da Cadeia, se f : U ¢ R™ — R é diferenciavel no ponto a € U,
para calcularmos a derivada direcional g—i(a) = (f o A)’(0) ndo € necessario nos restringir ao
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caminho retilineo A(t) = a + tv. Ou seja, se A : (—¢,¢) — U € um caminho diferenciavel
qualquer com A(0) = a e A’(0) = v, ainda teremos

91a) = (For)(0) = lim 2 = fla).
ov t—0
De fato, pela Regra da Cadeia,
sy of , o e of o of
(foA)'(0) = aTq(a) A{(0) = axi(a) o = -(a).

i=1 i=1
Mas, o mesmo nao é verdade se f possui derivadas direcionais em todos os pontos do dominio
segundo qualquer vetor, mas nao € diferenciavel.

3
Por exemplo, considere a fungdo h : R? — R dada por h(x,y) = ﬁyyz (x,y) # (0,0), e
h(0,0) = 0, e seja A : R — R? o caminho diferenciavel, A(t) = (t,t?), com A(0) = (0,0) e
A (0) = (1,0). Entao,

(hoA)(0) zmw t0 :

oh
=lm—-——=Ilim——=1+#—(0,0)=0.
imt7+t5 to0t2 41 #ax(’ )

(ver exemplo 2.3).

Observacao 3.10. Nenhuma das fungdes definidas nos exemplos 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4:

e f:R2 — R, f(x,y):% £(0,0) = 0;

i g:RZ — R) g(x,y):%,g(0,0):O,

2+y
e h:R? — R, h(x )—& h(0,0) =0;
. ) )U _X6+y2) ) - )

2 Xy
b (pR — R» @(Xay):m)@(ao)—o»

s&o diferenciaveis na origem de R?.
De fato:

 f porque ndo é continua na origem nem possui derivada direcional segundo qualquer vetor na
origem.

e g porque, embora seja continua na origem e existe 2—3(0,0), para todo v € R?, as derivadas
direcionais na origem nao dependem linearmente de v.

- . . . . . . dh
e h porque nao € continua na origem, embora possua derivadas direcionais R(p), para todo

v € R? e todo p € R?, que dependem linearmente de v.
» @ é continua em R?, possui derivadas direcionais a—(\?
os pontos do plano, que dependem linearmente de v, mas contraria a Regra da Cadeia, pois
@oA:R — R nao é derivavel na origem, onde A : R — R? é o caminho diferenciavel dado por

segundo qualquer vetor v € R?, em todos
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Alt) = (t, t?sen 1) t #£0,eA(0) =0.

» Diretamente, podemos verificar que, embora cada uma das fungoes acima possua derivadas
parciais na origem, elas nao cumprem a condigao:
r(v) . 1

. dF oF
im — = lim ———— (F(, ) — —(0,0)c— —(0,0)p ) =0,
v (0,0) |V a0 /o2 + 2 ( (x,B) ax( ) ag( )B)

ondev = (&, ).

. of __of B o op .
Por exemplo, para F = f, temos que —aX(O,O) =3 (0,0)=0e f(x,p) = 21 Bt Logo, o limite
lim ) lim ] op
- T as 2 2
v 0||V|| (3—)8 ‘/O£2—|-[32(x +B3

~ . .. . 1 1
ndo existe, ja que para as sequéncias (ocn = E) e (ﬁn = E)’ que convergem para zero, a

al . 1 o
sequéncia LA

n
1/06%—1—[3% “121+B121 (2\/2

Observacao 3.11. Seja U ¢ C aberto. Dizemos que uma fungdo complexa f : U — C é

> nao converge.

derivavel no ponto z = x + iy € U, quando existe o limite
lim w —A.
H—0 H

Neste caso, A = f’(z) chama-se a derivada da funcao complexa f no ponto z.

A derivabilidade de f no ponto z = x + iy é equivalente a dizer que:
flz+H) =f(z) +AH+r(H),
r(H)

onde J{LnoT =0.
Fazendo A =a+1ib, H=h+1ik e r = r; + ir,, f é derivavel no ponto z = x + iy se, e s0 se,
f(z+ H) = f(z) + (ah — bk) + i(bh + ak) + r1(H) +iry(H), (1)
ori(H) L r(H)
onde lim — = = lim =~ =0

Sejam u,v: U — R a parte real e a parte imaginaria da fungao f, ou seja, f(z) = u(z) + iv(z).
Em (I), separando a parte real e a parte imaginaria, temos que:

B B im k) _
o U(X + h)y + k) — U(X)U) + ah —bk + T (h’ k) ’ onde hlyLrEO h2 _|_k2 -

B im 2k
° V(X+hay +k) —V(X)U) +bh+ ak+T2(h, k)’ onde hI,LrEO h2+k2 o

3

Assim, se f = u + iv é derivavel no ponto z = x + iy, entdo u e v sdo diferenciaveis no

ponto (x,y) e valem as identidades: a—u(x,y) = @(x,y) (=a)e a—u(x,y) = —@(x,y) (= —b),
ox oy oy 0x

chamadas equacoes de Cauchy-Riemann.
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Reciprocamente, se u,v: U — R sao fungdes diferenciaveis no ponto z = (x,y) e satisfa-
zem as equacoes de Cauchy-Riemann neste ponto, podemos provar, revertendo cada etapa do
argumento anterior, que a fungao complexa f = u + iv € derivavel no ponto z = x + iy e que:

ou .ou ov ov

Flz) = golz) — igo(z) = 52(2) +ig(2),

Uma fungao complexa f : U — C é holomorfa quando possui derivada f’(z) em todos os
pontos do aberto L.

Definicao 3.3. Seja U c R™ aberto. Dizemos que uma fungéo f : U — R é de classe C'

. . ., of of .
quando f possui derivadas parciais W(X)’ ceey W(X) em todos os pontos x € U e as funcoes
1 n
of . ~ ,
P :U— R,1=1,...,n, sao continuas.
i

Mais geralmente, dizemos que uma fungdo f : U — R é de classe C*, k > 1, quando ela
possui derivadas parciais em todos os pontos de U e as funcoes :—f U — R, i=1,...,n,

Xi

sdo de classe C*'. Para completar a definicdo indutiva, dizemos que f é de classe C° quando
f € continua.

Finalmente, dizemos que f é de classe C* quando f é de classe C* para todo k > 0.
Entaio C° > C' > C?2 > ... D Ck D ... D C%, sendo todas as inclusdes estritas (ver Curso de

Analise, Vol. | de E. Lima, pag. 278, ex. 21).

Teorema 3.2. Se uma fungcdo f : U C R™ — R possui derivadas parciais em todos os pontos
do aberto U e cada uma delas é continua no ponto ¢ € U, entao f é diferenciavel no ponto c.

Prova.
Para simplificar a notagao, vamos considerar apenas o caso n = 2.
Sejamc = (a,b) e d > 0talque Bm(c,8) =(a—06,a+0) x (b—08,b+0) C U.

Sejav = (h,k) um vetor talque c +v € Bm(c,0) C U e

r(v) = (R k) = fla+h b+ k) — f(a,b) — X (e)h— 2 (o)k.
0x dy
Reescrevendo, temos:
r(v) = f(a+h, b+ k) — f(a,b + k) + f(a, b+ k) — f(a,b) — g—i(c)h— g;(c)k.

Pelo Teorema do Valor Médio para funcées reais de uma variavel real, existem 64,0, € (0, 1) tais
que:

r(v) = %(a+61h,b +K)h+ glj(a,b + 0Kk — %(c)h— aa;(c)k.
De fato, existe ¢ > 0 tal que (a + th,b + k),(a,b + tk) C U paratodo t € (—¢,1 + ¢).

Como as derivadas parciais da fungao f existem em todos os pontos de U, as fungdes reais
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f1(t) = f(a+th,b+ k) e f(t) = f(a, b + tk) sdo derivaveis em (—¢,1+¢) e

fla+ (to+t)h,b+k) —f(a+toh, b+ k)

, L
+ fitts) = Im :
_ im hf((a+toh,b+k)—|—ht(1,0))—f(a—|—toh,b—|—k)
50 th
of
= ha (a+ toh,b + k)
e f(ty) = fim f(a,b + (to +t)k) — f(a, b + tok)
t—0 t
— im kf((a,b—i—tok) +kt(0,1)) — f(a,b + tok)
t—0 tk
of
Logo,
T(v) <af of h of of k
+0hb+k a,b)7+ a,b+ 0k b)) —— .
vl \o ot )~ () VhZ K2 (ay( 2k) = 7 )) Ny
Como _N <1, K <1, E e of sao continuas no ponto ¢ = (a,b), temos que
VRZ1b2 = T VhZfbp? © oy Y
lim v _ =0, ou seja, f é diferenciavel no ponto ¢ = (a,b). g

v—0 ||Vl

Observacao 3.12. Na realidade, para que f seja diferenciavel no ponto (a,b) é suficiente

of . . . . of .
que - exista numa vizinhanca deste ponto, que nele seja continua e que @(a, b) exista.

De fato, escrevendo

r(v) = fla+h,b+k) — fla,b+ k) — ?(a,b)hw(a,b +%) - f(a,b) — af( bk,
existe, pelo Teorema do Valor Médio para funcdes reais de uma variavel real, 0 € (0,1) tal que
T(v) of of h fla,b+k)—f(a,b) k

(a+6h,b+k ( ,b) ( ) —
= (o - )BT k i
r(v) . h of ,
Logo I|m ST =0, pois I e W sao limitadas, 3 € continua no ponto (a,b) e
. fla,b+k)—f(a) _ df
fim S = gy,

» Para fungbes de n variaveis, a diferenciabilidade de f num ponto é assegurada quando n — 1
das suas derivadas parciais existem numa vizinhanga do ponto, sao continuas neste ponto e a
derivada parcial restante apenas exista neste ponto.

Corolario 3.3. Toda funcdo de classe C' é diferenciavel.

Mas a reciproca nao € verdadeira.
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Exemplo 3.1. Seja f: R — R a fungéo dada por f(x) = x*sen % x #0 e f(0) = 0. Entdo

1
X

(&)

sy 11 Jimy g X2sen
f(x)—szenX cosx,parax;«éo, e f(O)—leLrE) .

Logo f é diferencidvel em R, mas f ndo é de classe C', pois ' ndo é continua em x = 0.

Exemplo 3.2. Um polinémio em duas variaveis é uma fungéo f : R — R dada por
fx,y) =) agx'y’.
Entdo f é continuo em R? e possui derivadas parciais
of il of i
P D daply e o D jagxy
of of . L . ] . :
Como — e — sao polinébmios e, portanto, fungcdes continuas, temos que f é de classe C'.

ox 0y

Assim, todo polinémio é de classe C'.

of _of . C oA of of
— e — linbm — le — L f 2,
Comoaxeaysaopmo |os,aXeC eayeC ogofeC

Podemos provar, usando o argumento acima, que se todo polinémio é de classe C¥, entdo todo
polinémio é de classe C**'. Assim, concluimos, por indugao, que todo polinémio é de classe
Ce.

Do mesmo modo, podemos mostrar que todo polindémio f : R™ — R de n variaveis

_ E 1 i
f(x’) - ai] i2 "'inx] e XT]Ll I

é de classe C*.

Observacao 3.13. A soma f + g e o produto fg de fungdes de classe C* sdo fungbes de
classe C*.

Este resultado segue do fato analogo ja provado para fungdes reais de uma variavel real, ou
pode ser provado por indugao, primeiro para a soma e depois para o produto.

Corolario 3.4. Sejamu c R™, V c R™ abertos, f = (f1,...,fn) : U — R™, tal que f(U) C V
e cada fungao coordenada f;: U — R & de classe C*. Se g : V — R é uma fung¢ao de classe
Ck, entdo a compostagof: U — R é de classe C*.

Prova.
Para k = 0, o resultado é verdadeiro. Suponhamos, por indugdo, que o corolario vale para
funcoes de classe C*', k > 1,eque g, f;, i =1,...,n sdo fungdes de classe C*.

Entao, pelo corolario 3.3, g, f;, 1 = 1,...,n sao fungdes diferenciaveis e, pela Regra da Cadeia:
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- 9
ax1 Z 67 axl( x),
paratodox € Uetodoi=1,...,m,ou seja vale a igualdade de fungoes:
d(gof) il
x4 Z (ay) ) oxi

0 ~ ., . ~ 0 ,
Como a—g e f sdo de classe C*' temos, pela hipétese de indugéo, que a—g of é de classe C*!

Yj Yj
paratodoj =1,...,n. Além disso, como Cli] € C*1, o produto 99 o ¢). 9 ¢ de classe ck,
ax 0y; ax1
paratodoj =1,...,n, e portanto, a soma Z ( 9 f) .9 ¢ de classe C* .
=1 U) 0x
d(gof) k—1 : ; 3
Logo . € C*'paratodoi=1,...,m,ouseja, gofec C g

Observacao 3.14. Seja g: U c R™ — R uma funcgéo de classe C*, com g(x) # 0 para todo
x € .

Entao a funcao ; é de classe C¥, pois ; =pog,onde p:R—{0} — R, dada por p(x) = % é de
classe C>.

Exemplo 3.3. O produto interno f: R™ x R™ — R, f(x,y) = Z xiYi, € uma fungéo de classe

i=1

C>, pois f € um polindmio de 2n variaveis (de grau 2).

(e.0]
Também, a fungdo g: R™ — R, g(x) = [|x[|> = ) _x{, por ser um polindmio de n variaveis, é de
i=1

classe C.

n
Y x{ édeclasse C*, pois h = p o g, onde
i=1

Entdo anorma h: R™ — {0} — R, h(x) = ||x|| =

p:(0,00) — R é a fungao C* dada por p(x) = /x.

Na origem, a fungao norma h nao possui derivadas parciais, pois:
o lim MOFI ROy My e i DO ZRO) e
t— 0t t t—0t+ t t—0— t t—0- t

» Pode ocorrer que normas || || que ndao provém de um produto interno nao sejam diferenciaveis
em pontos x # 0.

, ~ . . 0
Por exemplo, se ¢ : RZ — R é a norma da soma ¢(x,y) = x| + [y|, entdo néo existe 2% hos

ox
pontos (0,y) e nao existe Z(S nos pontos (x,0).

De fato, lim e(t,y) —¢Oy) _ et —e(x0) _ o
t—0 t t—0t t t— 0+ t t—0t T

+1. 4
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4 A diferencial de uma funcao

Definicao 4.1. Sejam U c R™ um aberto e f : U — R uma func&o diferenciavel no ponto a.

A diferencial de f no ponto a € o funcional linear df(a) : R™ — R dado por

n

of of
df(a)v = a(a) = - Tm(a)ai’
ondev = («1,...,x,) € R™
~ of of , . . . s
Entao <ax(a) e ax(a)) € amatriz 1 x n do funcional linear df(a) em relacao a base
1 n
canobnica {ey,..., e} de R™

Quando f é diferenciavel em todo ponto de U, podemos definir a aplicacao
df : U — L(R™R) = (R™)*

. . . ., [ of of
que associa a cada x € U o funcional df(x), cuja matriz é (ax(x) e ax(x)) .
1 n
Identificando o funcional df(x) com sua matriz, temos que: df € uma aplicacao continua

~ of , , .
&= cada uma de suas funcoes coordenadas I U — R é continua & f é C'.
i

Exemplo 4.1. Todo funcional linear ¢ : R® — R é diferenciavel e do(x) = @, ou seja,
do(x)v = @(v) para quaisquer x,v € R™.
0@

De fato, como ¢(x) = aix; + ...+ anx., temos g(x) =qiparatodox € R"etodoi=1,...,n.
Logo, '
n a(p n
de(x)v = Z] Tm(x)ai = Z] aii = @(v). g
Notacao.

Seja m; : R — R, mi(x) = x4, a projecao sobre a i—ésima coordenada, i = 1,...,n. Entdo
{m,...,m.} & abase de (R™)* dual da base canodnica.

Fazendo 7; = x4, temos, pelo exemplo acima, que

dxi(a)v = dmi(a)v = mi(v) = oy,
paratodov = («q,...,a,) € R™

Logo, podemos escrever:
n n

aflav=3 (a)dula)v), ouseja,  df=Y ' dx,

i=1 i=1

se f é diferenciavel em todo ponto a € U.
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Com a identificacdo feita acima, temos que {dx;,...,dx,.} € a base de (R™)* dual da base
canonica.

Assim, a expressao formal da regra da cadeia (no caso R — R™ — R) diz que se cada
coordenada x; & funcao de um parametro real t, entdo podemos "dividir’ ambos os membros da
igualdade acima por ”dt” e obter:

of dxi
dt o Z ox; dt
Teorema 4.1. Sejamf,g: U — R fungdes diferencidveis no ponto a € U. Entdo:

(a) f+g:U — R é diferenciavel no ponto a e d(f+ g)(a) = df(a) + dg(a).

(b) f-g:U — R é diferenciavel no ponto a e d(f-g)(a) =f(a)dg(a)+ g(a)df(a).

g(a) df(a) —f(a) dg(a)
g(a)? '

(c) Seg(a) #0, ; é diferenciavel no ponto a e d (;) (a) =

Prova.

Como as fungdes s,m : R> — R, q : R x (R—{0}) — R dadas por s(x,y) = x + v,
m(x,y) =xy e q(x,y) = X sd0 diferenciaveis, por serem de classe C*, eafungao F: U — R?,
F(x) = (f(x), g(x)), tem coordenadas diferenciaveis no ponto a, temos, pela Regra da Cadeia,
que as fungdes soF =f+g, moF=f-geqoF = ; sao diferenciaveis no ponto a e, além disso:

o(f+g) _of dg
Tox (a) = aTi(a)Jraxl( a)
A 9(a) = g(a)g(awf(a);’i( )
of og
a9 gy _ O 5
0x4 a g(a)z
Assim
caf+o)a) =Y Mg an =3 Tia)ax+ Y 2 (a)dx = af(a) + dgla);
i=1 ' i=1 i=1
cditg)la) =Y 2T Y0 axi = gla Za dxi+(a ng a) dx; = g(a) df(a)+f(a) dg(a)
i=1 t i=1
- 99
n a)dx; — f(a —(a)dx;
(f/g)(a) Za(f/g)(a)dx _ Zaxl 216 _ 9(a)df(a) —f(a) dg(a)
— ' g(a)? g(a)?
[ |
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Teorema 4.2. (do Valor Médio)

Seja f : U — R uma fungao diferenciavel em todos os pontos do segmento aberto (a,a +v) e
continua no segmento fechado [a, a + v] C U. Entdo existe 6 € (0, 1) tal que

n

fla+v)—f(a) = gf(a+9v)—df a+6v)v Z% a+ov) «q,

ondev = (xq,...,&n).

Corolario 4.1. Sejau c R™ aberto conexo. Se f : U — R é diferencidvel e df(x) = 0 (isto é,
of

a—x_(x) =0,1=1,...,n)paratodo x € U, entdo f é constante.
Corolario 4.2. Sejam U c R™ aberto convexo e f : U — R uma funcdo diferencidvel. Se
|df(x)|| < M para todo x € U, entao

1) = fyl < MIx—yf,

para quaisquer x,y € .

Prova.
Neste corolario, estamos assumindo que

|df(x)]| = sup{|df(x)v||v € R™, [[v[| =1} = sup {‘Ea)i(x)

Logo, se x,y € U, o segmento fechado [x,x + (y — x)] € U, uma vez que U é convexo.

[veRrn, v =1}

Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que
fly) —f(x) = df(x + 6(y —x)) (y — %),

e, portanto,

[fly) = fx)[ =[df(x +08(y —x)) (y =x)| < M|ly —x|. m

Observacao 4.1. Se tomarmos em R™ a norma euclidiana, ou a norma da soma, ou a norma

b

do maximo, entdo || df(x)| assume, respectivamente, os valores:

JZ (X)) >

i=1 i=1

of
aXi

9 )

aXi

(x)

1<i<n

, ou max {

De fato, se || || € a norma euclidiana, por exemplo, temos que:

n n 2
of
Aty =| 3 5 o <J;(am ) JZ(X <J;(axl )
paratodov = (1, ..., a,) € R™ com |[v]| =
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n 2 n 2
Logo || df(x)| < J > (X_(x)) . Por outro lado, se ) (af(x)) £ 0, podemos tomar o vetor
i1

aXi
im
of of
B <ax1(x)’ R aXn(X))

)

i=1

Entdo, como ||v|| = 1, temos que:

[df(x)]| = ldf(x)v] = —= —

i=1 i=1

. oot N\ . = raf 0\’
ou seja, ||df(x)|| > Z (axi(x)> . Assim, ||df(x)|| = Z (axi(x)> .

Observacao 4.2. Se V n&o é convexo, uma fungéo g : V — R pode ser diferenciavel, com
diferencial dg limitada em V, sem ser Lipschitziana.

Por exemplo, sejam U = R? — X, onde X = {(x,0)[x > 0}, e V={(x,y) € U|/x2+y2 < 2}

Seja g = f|lv, onde f : U — R é a fung&o definida por f(x,y) =x*sex>0ey >0e f(x,y) =0
sex<0ouy<0.

Entao gz(x,y) = 0 para todo (x,y) € U; %(x,y) =2xsex >0,y > 0; %(x,y) = 0 se

(x,y) € U—{(x,y) € R?|x >0,y > 0}, pois f = 0 neste aberto e, também, %(O,y) = 0 para

y > 0, uma vez que
. f(t,y)—f(0 . t? . f(t,y)—f(0 .0
e lim M:hm—:o, e e lim t,v) (’y):llmf:O.
t—0+ t t—ot t t—0— t t—0—- t

Logo f € diferenciavel, pois % e 2;: sdo continuas em U, ou seja, f € de classe C' em U. Além

disso, como |x| < 2 para todo (x,y) €V,

2 2
I\df(x,y)IIZ\/<$(x,y)) +(§;(x,y)> <4,

para todo (x,y) € V.

- . , . a . 1
Mas, f ndo € uniformemente continua em V, pois, para as sequéncias z, = (1,—) e
1

Wy = (1 , _E) de pontos de V, temos que:

20— W = (oi) —50.0) e flzy)—fw)=1-—51.

Em particular, f ndo é Lipschitziana em V.
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Observacao 4.3. Como consequéncia do corolario 4.2, temos que se U C R™ é aberto e
convexo e f : U — R é uma fungao diferenciavel com derivadas parciais limitadas em 1, entao
f € uniformemente continua em U. Em particular, f é a restricao de uma fungao uniformemente
continua g : U — R.

5 O gradiente de uma funcao diferenciavel

O produto interno candnico induz um isomorfismo entre R™ e seu dual (R™)* dado por:
R* — (R")*
v — v R" — R
x — (v,x),
pois dado ¢ € (R™)*, ¢ =v*,ondev = (¢(e1),...,@(en)), uma vez que
@(x1,...,xn) = @(e1)x1 4+ ...+ @len)xn.

Além disso, como v*(e;) = oy, 1=1,...,n, (oq ocn> € a matriz 1 x n do funcional v*
em relacao a base canoénica.

Definicao 5.1. Seja f : U — R uma fungao diferenciavel no aberto U ¢ R™. O gradiente de f
no ponto a € Ul é o vetor grad f(a) que corresponde ao funcional df(a) segundo o isomorfismo
acima, ou seja,

of = of
= a(a) = ox:

i=1

(grad f(a),v) = df(a)v (a) ay,

paratodov = («q,...,x,) € R™

of of
Logo grad f(a) = <ax](a), e a)(ﬂ(a)).
Observacao 5.1. As coordenadas de gradf(a) em relagdo a base candnica sdo iguais as
= of

0x;4
=1 "

coordenadas de df(a) = (a) dx; em relacao a base {dx;, ..., dx,} de (R")*, dual da base

candnica.
o Veremos agora as frés propriedades mais importantes do gradiente de uma fungao dife-
renciavel f : U — R. Para isso, seja a € U tal que grad f(a) # 0.

Primeira propriedade. O gradiente aponta para uma direcdo segundo a qual a fungco f é
crescente.

De fato, se w = grad f(a), entao

J. Delgado - K. Frensel 139



Andlise

df(a)w =" (a) = (grad f(a), ) = || grad f(a) 2 > 0.

Assim, se A : (—e, e) — U € um caminho diferenciavel tal que A(0) = a e A’(0) = grad f(a),
entao
(foA)/(0) = df(A(0))A(0) > 0.

Entdo, se f e A sdo de classe C', existe ¢ > 0 tal que (foA)’(t) > 0 paratodo t € (—¢,¢),
e, portanto, f o A é crescente. Isto é, f cresce na direcao do gradiente.

foA

Fig. 4: Gradiente de f no ponto a

Segunda propriedade. Dentre todas as diregées ao longo das quais a fungdo f cresce, a
direcdo do gradiente é a de crescimento mais rapido.

De fato, ndo se tem df(a)v = (gradf(a),v) > 0 apenas quando v = gradf(a), pois
(grad f(a),v) > 0 para todo v que faz um angulo agudo com gradf(a). Entdo f cresce ao
longo destas dire¢des, mas grad f(a) € a diregao segundo a qual o crescimento de f € 0 mais
rapido.

Ou seja, se v é um vetor tal que ||v|| = || grad f(a)||, entdo
Moy < 520 (a)
ov — 9(gradf(a)) ’

pois, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

of , of
5,(a) = (grad f(a),v) < || grad f(a)]| [v] = || grad fla)]|* = 5

Observe, ainda, que a igualdade ocorre se, e sé se, v =grad f(a).

(a).

Terceira propriedade. O gradiente de f no ponto a é perpendicular a "superficie” de nivel de f
que passa por esse ponto.

Dado c € R, chamamos f~'(c) = {x € U|f(x) = ¢} conjunto de nivel de f e se f(x) = c, isto
é, x € f'(c), dizemos que x estd no nivel c ou que x tem nivel c.

O Teorema da Funcédo Implicita, que provaremos depois, garante que f~'(c) é uma su-
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perficie (se n > 3), ou uma curva (se n = 2), quando grad f(x) # 0 para todo x € f~'(c).

Dizer que w = grad f(a) é perpendicular ao conjunto de nivel f~'(c), onde f(a) = c, sig-
nifica que w é perpendicular ao vetor velocidade A'(0) de qualquer caminho diferenciavel em
t=0,comA(0) =aeAt) € f'(c)paratodot € (—e,¢). De fato, como f(A(t)) = c para todo
t € (—e,e),

0= (foA)(0) =df(A0))A'(0) = (gradf(a),A'(0)).

Exemplo 5.1. Sejam f,g,h : RZ? — R dadas por: f(x,y) = ax + by, a? + b? # 0; g(x,y) =
x> +y?eh(x,y) =x*—y>

» As curvas de nivel de f sdo as retas ax+by = c para qualquer c € Re grad f(x,y) = (a,b) para
todo (x,y) € R%. Assim, (a,b) é o vetor normal as retas ax +by =c, e {(x,y) € R?|ax+by > c}

€ 0 semi-plano para o qual o vetor (a, b) aponta.
YA

N
AN
N

(a,b)

Fig. 5: Gradiente de f

e Sejacc Resejag'(c) ={(xy) € R?x*+y? = c} a curva de nivel ¢ da fungdo g. Entdo:
g '(c) =osec<0,g'(0) = {(0,0)}, g7'(c) é o circulo de centro na origem e raio /c, e
grad f(x,y) = (2x,2y) é um vetor paralelo ao raio e, portanto, perpendicular ao vetor tangente
ao circulo naquele ponto.

=Y

%

7

Fig. 6: Gradiente de g
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¢ As curvas de nivel c da fungao h sao:
h1(0) ={(x,y) € R?[x* =y} = {(x,y) € R*|x = +y}
que consiste de duas retas, x =y e x = —y, perpendiculares que se cortam na origem; ou
h'(c) ={(x,y) € R?[x* —y* = c}

qgue é uma hipérbole cuja reta focal € o eixo x, se ¢ > 0, e uma hipérbole cuja reta focal é o eixo

y,sec<0.
YA

77
A
SORILAE N

N
g

VN
)

Fig. 7: Gradiente de h

<\

O gradiente de h, grad h(x,y) = (2x, —2y), é perpendicular as curvas de nivel e indica a direcao
de crescimento de h.

» Nos pontos onde o gradiente se anula ocorre uma quebra de regularidade na disposi¢ao das
curvas de nivel. Um ponto onde o gradiente de uma fungao € o vetor nulo € chamado singular
ou critico.

Exemplo 5.2. Considere, agora, as fungdes definidas no espago R? tridimensional:
f(x,y,2) = ax + by +cz; g(x,y,2) =x*+y>*+2> e hixy,z) =x*+y’> -2~

As superficies de nivel de f sdo planos de equagao ax + by + cz = d, d € R, todos perpendicu-
lares ao vetor (a, b, c), que € o gradiente de f em qualquer ponto.

A superficie de nivel ¢ da funcao g € o conjunto vazio, se ¢ < 0; consiste apenas da origem,
se ¢ = 0 e é a esfera de centro na origem e raio /c, se ¢ > 0, sendo grad g(x,y,z) = 2(x,y, z)
perpendicular a superficie de nivel ¢ que passa pelo ponto (x,y,z) # (0,0,0).

A superficie de nivel c da fungao h é o cone de revolugao z? = x*+y? de vértice na origem e eixo
z, 0 hiperboldide de revolugao de uma folha x* +y? — z? = ¢ de eixo z, se ¢ > 0, e o hiperbolodide
de revolucao de duas folhas x*+y?—z? = c de eixo z, se ¢ < 0, sendo grad h(x,y, z) = 2(x,y, —z)
perpendicular a superficie de nivel que passa por (x,y,z). O
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6 Aregrade Leibniz

Teorema 6.1. (Regra de Leibniz — derivag¢éo sob o sinal de integral)
Sejam U C R™ aberto e f : U x [a,b] — R uma fungcdo com as seguintes propriedades:
(1) Paratodo x € U, a fungdo t — f(x,t) € integravel em [a, b].

(2) A i—ésima derivada parcial g(x,t) existe para todo (x,t) € U x [a,b] e a fungdo
% : U x [a,b] — R é continua.

b
Entao a fungéo ¢ : U — R, dada por ¢(x) = J f(x, t) dt, possui i—ésima derivada parcial em

a

todo ponto x € U, sendo
de b of
Ou seja, pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o integrando resultante seja uma

fungao continua.

Prova.
Dado xo € U, existe 6o > 0 tal que [xq,xo + se;] C U, para todo s € R com |s| < d,. Entao,
pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que:

b b
@(xo + sei) — (xo) _J E(xo,t) dt — J |:f(XO+S€1>t) —flxo,t) af(xo,t)} dt
S a 0x4 a § x4

= Jb [ of (Xo + Gsei,t) — af_(Xo,t)} dt.

a L 0xi 0Xi
Como % : U x [a,b] — R é continua, temos, pelo teorema 11.4 do capitulo 1, que dado ¢ > 0,
existe 0 < & < oo tal que:

of of
Is| <= | —(x0+sBe;, t) — —(x0,t) | <
axi axi

2(b—a)’

para todo t € [a,b]. Entao, se 0 < |s| < 6,
o(xo+se) — o(x) Jb of

P (XO) t) dt
S a 0%

Provamos, entao, que ¢ possui i—ésima derivada parcial no ponto x, e

< €.

de (" of
aTci(XO) = Ja Tm(xo’t) dt. ]

Corolario6.1. Se f : U x [a,b] — R é continua e possui as n derivadas parciais
b
of : U x [a,b] — R continuas, entao ¢ : U — R, dada por ¢(x) = J f(x,t) dt, é de

aXi
classe C'.

a
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Prova. .
, . . .. 0 of
Pelo teorema anterior, ¢ possui as n derivadas parciais e %(X) = J g(x,’c) dt para todo
i a 9%
. . . of , , .
xeU,i=1,...,n. Além disso, como P U x [a,b] — R é continua, paratodoi=1,...,n,
i

()

temos, pela aplicagcao do teorema 11.4 do capitulo 1, que e U — R é continua para todo

Xi

i:],...,n..

Observacao 6.1. Se f : [a,b] x [c,d] — R é uma fungéo continua, temos, pela aplicagéo
d

do teorema 11.4 do capitulo 1, que a funcao & : [a,b] — R, &(s) = J f(s,t) dt, é continua e,

portanto, integravel.
b
A integral J &(s) ds se escreve como:

]

Teorema 6.2. (da Inversdo da Ordem nas Integrais Repetidas)

de(s,t) dt} ds ou destf(s,t) dt.

C a C

Se f:[a,b] x [c,d] — R é uma fungao continua, entao

Jb ds de(s,t) dt = Jd dtbe(s,t) ds.

a C C a

Prova. y
Seja g : [a, b] x [c,d] — R definida por g(x,t) = J f(s,t) ds.

a
X

Para cada x € [a,b] fixo, a fungao t — J f(s,t) ds € continua e, portanto, integravel. Além
a a
4l

disso, ™ x,t) = f(x,t) para todo (x,t) € [a,b] x [c, d], pois o integrando s — f(s,t) é continuo

paratodo t € [c, d].

Como % = f : [a,b] x [c,d] — R é continua, temos, pela Regra de Leibniz, que a fungao

@ : [a,b] — R, dada por
d d X
©(x) :J g(x,t) dt:J (J f(s,t) ds) dt,

d d
& derivavel e ¢'(x) = J 99 (x, 1) dt :J flx, 1) dt.

cax c

Como ¢’ : [a,b] — R é integravel (por ser continua), temos, pelo Teorema Fundamental do

d
J f(s,t) dt) ds.

Cc

Calculo, que

o[b) — ola) =jbcp'(s) ds =jb<

a a

d b
J (J f(s,t) ds) dt, obtemos
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[ (], temes) =]

Corolario 6.2. Sejaf : Ux[a,b] — R uma fungdo continua, com derivadas parciais continuas
ﬁ,...,g :U x [a,b] — R, esgjag: U — [a,b] uma fungdo de classe C', onde U Cc R™

d
J f(s,t) dt) ds. m

Cc

aX1
g(x)
é aberto. Entao a fungao ¢ : U — R, definida por ¢(x) = J f(x,t) dt, é de classe C! e suas

derivadas parciais sao:

09, [ of dg
ax.f")J 2L ety dt+ 52 x) i, g0),

a

para todo x € .

Prova.

Seja & : U x [a,b] — R a funcdo dada por &(x,u) = J f(x,t) dt. Entdao, como a funcao

a

, . 0
t — f(x,t) é continua, a‘z"

—u(x,u) = f(x,u) para todo (x,u) € U x [a, b].

Além disso, pela Regra de Leibniz, %(x,u) _ J o (1) dt.

X4 a 0Xi

:U x [a,b] — R é continua, parai=1,...,n.

Xi

Afirmacao: :‘5

De fato, como aa—f : U x [a,b] — R é continua, temos, pelo teorema 11.4 do capitulo 1, que
dados xo € U, ug 1e [a,b] e ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

of of
HX_XOH <b= 7(X)t) - 7(X0)t) < €/>
aXi aXi
paratodo t € [a,b], onde ¢’ = % seuy=aec¢ = o a) se uy # a.

Sendo t — %(xo,t) continua no compacto [a, b], existe M > 0 tal que

of
— t)| < M par
axi(Xo, )’ < para

todo t € [a, b]. Assim,

aan.(X)t) ‘ <N=¢'+M,paratodo t € [a,b] & x € B(xo, ).

Entao, se [u — up| < % e [|[x —xof| <9,

u Uo
ﬁ(x,u) - ﬁ(x(),uo) = ﬁ(x,t) dt — i(Xo,t) dt
aXi aXi a aXi a aXi
Up Up u
< J ﬁ(x,t) dt—J i(xo,t) dt‘ + J E(x,t) dt‘
a aXi a aXi o axi
, € €
< elug—al+ Njuy—ul < §+§:£'
, .. & GI < ]
Logo & é de classe C', pois v fe Pt 1,...,n sao continuas.
i
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Sendo g e ¢ sdo de classe C' e, portanto, diferenciaveis, temos, pela Regra da Cadeia, que a

funcdo composta ¢(x) = &(x, g(x)) é diferenciavel e, paratodoi=1,...,n,

99\ _ 0& o8 99 [*af %

e 09) = 36, 9(x)) + 5206, 9(x)) 5 (x) = J g 0 1) At S8 (x) £(x, g ().
Logo % é continua paratodoi=1,...,n, ouseja, ¢ édeclasse C'. g

Observacao 6.2. De modo analogo, podemos provar que se f : U x [a,b] — R satisfaz as

hipoteses do corolario acima e g,h: U — [a, b] sdo de classe C', entdo as fungoes
b h(x)

P(x) :J f(x,t) dt, e Alx) :J f(x,t) dt,

a(x) g(x)
sdao declasse C' e

b
. :J I dt— 29 () f(x, g(x));

A Y dh dg
o —(x)= ——(x,t) dt + ——(x) f(x, h(x)) — == (x) f(x, g(x)),
0x4 a(x) 0x; 0x; 0x4

b g(x) b b g(x) b h(x)
uma vez que, J —J :J , © J —J —J :J .
a a g(x) a a h(x) g(x)

Observacao 6.3. Seja f: I — R uma fungéo continua definida no intervalo I, com 0 € 1.

SejaFp=feF,: I — R, n> 1, definida por
x _ 4 yn—1
Fn(x) - J (X t)

Oﬂf(t) dt.

Entdo F, é de classe C™, F,,(0) = F/(0) =... =Fi V(0) = 0 e F1(x) = f(x) para todo x € 1.
De fato, paran = 1, F; é de classe C', F1(0) = 0 e Fj(x) = f(x) para todo x € I.

Suponhamos o resultado valido paran—1, n—1 > 1. Sejam as fungbes G : I xI — R e

g: 1 — I dadas por

(X _ t)n—]
(n—1)!

Entao F,.(0) = 0 e, pelo corolario acima, F,, é de classe C' e

“(x —t)2

G(x,t) = f(t), e g(x)=x.

Fl(x) = J D" 2 ) dt + Glx,x) o/ (x) = J () dt = Fous (x),

o (Mm—=2) o (m—=2)
pois G(x,x) = 0.
Como, por indugéo, F,_; é de classe C™ ' e Frq(0) = ... = F7(0) =0 e F™,V (x) = f(x),
temos que F,, é de classe C™, F,,(0) = F/(0) = ... = F(0) = 0 e FiY(x) = f(x) para todo
x € 1.
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7 O Teorema de Schwarz

Definicao 7.1. Seja f: U — R uma fungéo diferenciavel no aberto U c R™. Se as derivadas
.. of . ~ o . ,
parciais - U — R,i=1,...,n, sao diferenciaveis num ponto a € U, dizemos que f € duas

. l e . . " "
vezes diferenciavel no ponto a. Neste caso, existem as derivadas parciais de seqgunda ordem

i 671: (CL)— azf ((1)
an aXi a an aXi ’

paratodoi,j=1,...,n.

Se f: U — R é duas vezes diferenciavel em U, ficam definidas n? fungdes
0f

U—R, 1<i,j<n.
anaXi

Se todas estas fungdes sao diferenciaveis num ponto a € U, dizemos que f é frés vezes
diferenciavel nesse ponto. E assim por diante.

Observacao 7.1. Ja sabemos que se f € C', entdo f ¢é diferenciavel.

Suponhamos, por indugdo, que se uma fungdo é de classe C¥, entdo ela é k—vezes dife-

renciavel.
. ~ . .. of . -
Seja f € C*'. Entao suas derivadas parciais Pt 1,...,n, sdo de classe Ck.
i
. -~ of . ~ . S ,
Logo, por indugao, ——, i =1,...,n, sao k—vezes diferenciaveis, e, portanto, f € (k + 1)—vezes

) o 0x4
diferenciavel.

Cabe, entao, determinar sob quais hipéteses a ordem em que sao tomadas as derivadas
parciais repetidas nao influi no resultado final.

Teorema 7.1. (de Schwarz)

Se f: U — R é duas vezes diferenciavel num ponto ¢ € U C R™, entao

()= 2 (o),

aXi an - an aX'L

para quaisquer1 <1i,j < n.

Prova.
Vamos supor, para simplificar a notagao, que U ¢ R? e ¢ = (a,b). Devemos, entdo, provar
9 oxdy  ~  dyox

Sejae >0talque (a—¢,a+¢)x (b—¢,b+e) C U Paratodot e (—e,e)ex e (a—e, a+¢),
sejam:
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e p(t)=fla+t,b+t)—f(a+t,b)—f(a,b+1t)+f(a,b).
o £(x) =f(x,b+t) — f(x,b).

Entao ¢(t) = &(a+t) — &(a). Pelo Teorema do Valor Médio para fungdes de uma variavel real,
existe 0 € (0,1) tal que @(t) = &'(a + 6t)t, ou seja,

o(t) = (af(a+6t btt)—f

= (a+ot, b))

Como a funcao g—i : U — R é diferenciavel no ponto ¢ = (a, b) temos que:

2 2
oﬁ(a—I—Gt,b—l—t):ﬁ(a b)—l—af( b)6t+ o°f (a b)t+ pit, com Ilmp1—0
ox ox 0x2
e
2
e Matotb) = (b + 2 (a,b)ot + pot, com lim s = 0.
ox ox ox2

02f
Logo ¢(t) = o ax(a,b)t2 + (p1 — p2)t?, e, portanto,

(a,b). (I
Seja, agora, n(y) = f(a + t,y) — f(a,y). Entdo ¢(t) =n(b +t) —n(b). Pelo teorema do Valor
Médio, existe 6 € (0,1) tal que ¢(t) =n'(b + 6t) t, ou seja,

o(t) = (;‘:(a+t,b+et) :;(a b+9t))

Como a funcao g; : U — R é diferenciavel no ponto ¢ = (a, b), temos que:

of of o2 02f

e

(a b)Ot + pst, com I|m p3 =0,

2
e Miabrot) = 2 ab)+ L (a b)ot+ pst, com lim ps = 0.
Yy oy 0%y 0
0%f

30y ——(a,b) + (p3 — ps) | t*, e, portanto,

Logo ¢(t) =

Assim, por (1) (1), - Z;( by T

- ) _ 2 2
Corolario 7.1. Sef:U — R é de classe C? no aberto U C R™, entdo o’f (x) = Ll (x)
aXi an an aXi

paratodox € Ueparatodol <i,j <n.

2_
Exemplo 7.1. Seja f : R> — R a fungéo dada por f(x,y) = w e (x,y) # (0,0), e
f(0,0) =0.
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O Teorema de Schwarz

A funcdo f é de classe C* em R? —{(0,0)}. Além disso, temos que:

o Mk, 0) = lim (X FLO =0y R

0x t—0 t

of of

* 5200 =lm : =05

dy t—0 t

of of

B T e

of . f(t,y) —T(0,y) . ty(tt—y?)

A — | m . . = | m-———— = — R -
¢ ax(o’y) a0 t il t(t2 +y2) Y, YER,

of of

o ——(0,0) = lim ¢ X = lim — = —1;

dy 0x t—0 t t—0 t

_ 242

. ﬁ(x,O) — "mw — "mM —x, xeR:

dy t—0 t t—0 t(x2 + t2)

of of

o ——(0,0) = lim & Y = lim-=1

0x dy t—0 t t—0t
Logo f possui derivadas parciais de segunda ordem em todos os pontos do plano, mas

0f 02f
Pode-se verificar também que % e aa; s&o continuas em R?, ou seja, f é de classe C' em R?,
of of - . . . . L L . ~

mas F™ e % nao sao diferenciaveis na origem. Logo f € diferenciavel na origem, mas nao é

duas-vezes diferenciavel na origem.

Além disso, apesar das derivadas de segunda ordem aizz:y e azzgx existirem em todos os pontos
do plano, elas ndo sao continuas na origem.
De fato, como para (x,y) # (0,0),
O oy = WU+ xy 29 + ) — 2xxy (¢ — v
ox (x2 +y?2)?
_ (By =)0 +y3) — 2%y (- y?)
(x2 +y2)2
x4y —y5 —|—4x2y3 )
- Zt+yd)?z
02f (xy) = (x* — 5y +12x%y?) (x* + y?)? — (x'y — y° + 4x?y?)2(x? + y?)2y
oyox (x2 +y2)*
(x* — 5y* + 12x%y2) (x? + y?) — dy(x*y — y° + 4x%y3)
- (x2+y2)3 ’
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0%f 8t4. 2t — 16t° . O%f o%f
= = rtanto, lim = =—1.
oy ax(t’t) 8t6 0 e, portanto, t—0 0y ax( t)=0# oy 6x( 0) =

Como f é de classe C* em R?—{(0,0)}, e, portanto, duas vezes diferenciavel em todos os pontos

temos que

2 2
(x,y) # (0,0), temos que - af b y) = 5 27 (xv) paratodo (x,y) # (0,0).
Logo lim 1 o )=0#- azf (0,0 =1
90 1M 3« dy -0

Daremos, agora, outra versao do Teorema de Schwarz que decorre da Regra de Leibniz.

f 2f
Teorema 7.2. Sejaf: U c R — R uma fungéo tal que existem :7 e axa 5 em todos os
i 0Xj
of  o%f < ] < . GR )
pontos de U, e as fungbes — : U — R s&o continuas. Entao, a derivada existe
0%’ 0x; 0% 0x; 04

em todos os pontos de U e azf = 0%f
p an aXi o aXi an ’

Prova.
Vamos supor n = 2 para simplificar a notacao.

Dado (xo,yo) € U, existe e >0talque I xJCc U,onde I = (xo—¢&,xo+€)eJ = (yo—&Yo+¢).
Seja b € J. Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que

f(x,y) = (x, b) +L S udt,

para todo (x,y) € I x J, uma vez que 2; € continua, e, portanto, integravel.

2
Como aa;, ai afy x ] — R sao continuas, por hipétese, temos, pela Regra de Leibniz, que:
of of Yo%
S0) = Srixb)+ | STt at.
. %f , ~ voa2f
Logo, como o integrando %0y € continuo, temos, também, que a funcao J %o ——(x,t)dt é

derivavel emrelacdoay e

o ([¥ o 0%

Zf aZ

Yy ax(x’y) - ox 0y

Assim, % possui derivada em relacaoay e (x,y) paratodo (x,y) €I x]. @

Observacao 7.2. Seja f: U ¢ R? — R uma fungéo trés vezes diferenciavel. Entao as seis
derivadas mistas de terceira ordem satisfazem:
f 3 o R A
0x 0x 0y 0x 0y ox 0y o0xO0x dyoyox  0yoxady Oxoydy
De fato, pelo Teorema de Schwarz,

% 0 [\ o (¥ o
Ox9xdy Ox \dxdy,/ Ox \Oydx /) dxdyox’
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Férmula de Taylor; pontos criticos.

of
e, fazendo g = o temos que

Buox = ox (0w (51)) = avay = vox = o (ox (50)) = sun
Ox0yodx  Ox \ dy \0x ~ 9xdy dyox dy \dx \ox// Odyodxox’

uma vez que f e g sdo duas vezes diferenciaveis.

Analogamente, podemos provar as outras trés igualdades acima.

No caso geral, se f : U € R™ — R é uma fungao p—vezes diferenciavel no aberto U, entao
para toda sequéncia de inteiros nao-negativos 1i;,...,i,, cOmi; + ...+ 1, = a < p, a derivada

(04

0 . . . ~ s L .
de ordem «, T o que consiste em derivar i, vezes em relacao a variavel x4, . . ., i, vezes
X7 ... 0Xp'
em relacao a variavel x,,, ndo depende da ordem em que essas derivacoes foram efetuadas.

Para demonstrar o caso geral, basta sabermos que podemos trocar a ordem de duas deriva-
das sucessivas e que qualquer mudanca de ordem numa sequéncia finita pode ser obtida por
transposicdes sucessivas entre dois termos consecutivos da sequéncia.

8 Formula de Taylor; pontos criticos.

Sejaf: U c R™ — R uma fungdo p—vezes diferenciavel no ponto a. Para cada vetor

v=(a1,...,x,) € R", escrevemos:
n
of
df(a)v ;axi(a) i)
1=
n
02f
2 2
Fla)v? = 3 5 (@eey;
i1,j=
n
o
P R . .
dPf(a)v Z oxi, ... OxL (a)oy, ... o,

Y yenyip=
Para cada p > 0, a forma d*f(a) : R™ — R chama-se p—eésima diferencial da funcao f no
ponto a.

Observacao 8.1. df?(a)(tv)? = t? dPf(a)v®, ou seja, df?(a) & um polinémio homogéneo de
grau p nas coordenadas de v.

Observacao 8.2. Usando a notagdo acima, a Regra da Cadeia enuncia-se do seguinte modo:

Segjaf = (fy,...,f,) : U C R™ — R™ uma aplicacdo tal que f; : U — R é diferenciavel em a
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paratodoi=1,...,n,eseag:V C R" — R diferenciavel em f(a) =b, com f(U) C V. Entao
gof:U — R é diferenciavel em a e, para todov € R™,
d(gof)(a)v=dg(f(a)) - (dfi(a)v,...,dfn(a)Vv) = dg(f(a)) df(a) v,

De fato,

dlgofla)y = Y 22%0(a) “FZ(ZSM(”GN?E(G)) %

i=1 i—1 —1
— - - 679 afk m 679
- ;; o fla)) Fe(a) o ; o (fla)) dfi(a)v

= dg(f(a))(dfi(a)v,...,df(a)v).

Teorema 8.1. (Férmula de Taylor com resto de Lagrange)

Sgjaf: U c R* — R uma fungdo de classe C?, (p + 1)—vezes diferenciavel no segmento
aberto (a,a +v), com[a,a +v] C U. Entao existe 6 € (0,1) tal que:

1
(p+1)!

(V) = df®*) (@ + ov)vet!

onde r,,(v) é dado pela igualdade:

fla+v) Zf(a)+df(a)v+%d2f(a)v2+...+l

o dPf(a) vP +1p(v).

Prova.

Sejae >0talque a+tv e Uparatodot € (—¢,1+¢),esejar: (—e 1+4+¢) — R0 ca-
minho C* dado por A(t) = a + tv. Entdo a funcdo ¢ =foA:(—¢,14+¢) — R é de classe C?
em (—e¢, 1+ ¢) e & (p + 1)—vezes diferenciavel em (0, 1).

Logo, pela Férmula de Taylor com resto de Lagrange para uma fungao real de uma variavel real,

existe 0 € (0,1), tal que
" (»)
(1) =0(0)+ ¢'(0) + 230 4 4 @ ;!(0)

+71p,

(p(p+1)(9)
(p+1)
Afirmacao: e V(t) = dVf(a+tv)vt, T<i<p+1,te(0,1).

onde r, =

De fato,

n

, _ﬁ B B of
¢'(t) = - (a+tv) = df(a+tv)v—; o

Suponhamos, por inducgao, o resultado valido para uma fungao p—vezes diferenciavel.

(a+1tv) .

Seja f: U — R uma fungao (p + 1)—vezes diferenciavel em (a, a + v). Entao aan. :U—RE

p—vezes diferenciavel, paratodoi=1,...,n.
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Férmula de Taylor; pontos criticos.

Portanto, pela hipétese de indugdo, A'(t) = di (aa:) (@ + tvpv', i = 1,...,p, onde
j
As(t) = ﬁ(aﬂv}. Assim,
an

o) — i7\§k)(t)°‘5 — i (dk <§;> (a+tv)vk) o

d* 1 f(a + tv) vkt

paratodok=1,...,p etodov € R™

e Como ¢(1) =f(a+Vv), @0) =f(a), eV (0) = dif(a)vt e @P"(0) = dfP*V(a + Ov)vP'!,
temos, por (I), que a formula de Taylor com resto de Lagrange também é valida para fungdes
reais de n—variaveis. g

Teorema 8.2. (Férmula de Taylor com resto integral)

Sef:U — R é uma funcgdo de classe C**! e [a,a + V] C U, entdo

:

(V) = ;,J (1—t)Pd"™ f(a + tv)vPT dt.
*Jo

Prova.

Como @ = fo A é de classe C**' em (—¢,1 + ¢), temos, pela Férmula de Taylor com resto

integral para funcdes reais de uma variavel real, que

(p)
o) = 0(0) + ¢'(0) ...+ D
1
onde r, = ;'J (1—t)Pe®+V (1) dt.
*JO
Logo,
fla+v) = f(a) + df(a)v+... + ;'d(p)(a)vp Frov),
onde

1
Tp(v) = J (T—t)Pd" M fla+tv)vwdt. g

Antes de provarmos a Férmula de Taylor Infinitesimal, faremos algumas consideragdes de
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carater geral.

Definicao 8.1. Seja R™ x ... x R™ o produto cartesiano de k—cdpias do espago R™ e seja
L:R™x ... x R"* — R uma transformagao k—linear. Dizemos que L € simétrica se

Lvi, ooy Vi ooy Voo, Vi) = LV, oy V5,0 Ve ey W),
para quaisquer vq,...,vx € R*etodopari,j=1,...,n,comi<j.
Entdo, se v = («,...,ad),j =1,...,k, temos
1 k
L(vi,...,vi) :Zah ,,,,, T SR S
onde ai, i, =L(ey,...,e; ) independe da ordem dos indices iy,..., i,k =1,...,n.

Observacao 8.3. Se f: U ¢ R™ — R é uma fungdo p—vezes diferenciavel no ponto a, a
transformacao k—linear d*f(a) : R™ x ... x R™ — R definida por:

d*f(a)(vi,...,vi) = Z 7’6'%((1) ol ok

1aXi]...aXik ottt T
chama-se k—esima diferencial da fungao f no ponto a, parak =1,...,p.
Por Schwarz, temos que d*f(a) é simétrica, T < k < p.

Observe que d*f(a)v* = d*f(a)(v,...,v) é a forma associada a aplicagcdo k—linear d*f(a).

Definicao 8.2. Dizemos que uma fungéo f : R* — R é k—homogénea quando f(tx) = t*f(x)
paratodox € R"et € R.

Exemplo 8.1. Se L : R* x ... x R® — R é k—linear, entdo g : R* — R definida por
g(x) = L(x,...,x) &€ k—homogénea, ou melhor, g & um polinbmio homogéneo de grau k e,
portanto, g € C*.

Observacao 8.4. Seja f : R* — R uma fungdo k—homogénea de classe C¥, k > 1.

Afirmacao 1: — € uma fungéo (k—j)—homogénea paratodo 1 <j < k e para quaisquer

f
0Xyy ... OXy

i],...,ij :1,...,T1.
Como f(tx) = t*f(x), temos, pela Regra da Cadeia, que
of g of
a—Xi(tx) t=1t a—Xi(X) ,
paratodox e R, teR,i=1,... ,n.
Logo, se t # 0, %(tx) = tk*‘ﬁ(x) para todo x € R™. Como f € C¥, k > 1, temos que

i axi
of

(tx) = tk—‘ﬁ(x) paratodo x € R™, t € R.
aXi aXi
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Suponhamos, por inducao, que o resultado é valido para fungdes k — 1 homogéneas, k —1 > 1.

Sendo f € Ck, temos que of R™ — R sdo de classe C* ' e (k — 1)—homogéneas, para todo

aXaL ’
i=1,...,n.
Logo, pela hip6tese de indugao, paracadai=1,...,n, temos que:
o <aaf> o <aaf>
Xi _ tk—1j Xi
axi] ce axh (tX) t axi] . axh (X) ’
para quaisquer i;,...,i;=1,...,neparatodoj=1,...,k—1. Ou seja,
aj+1 f K] ajﬂ f
— —I9)
aXi1 ‘e ’Oxh axi (tX) t aXi] e aXij aXi (X) ’
paratodoj+1=2,...,k, e paraquaisquer i,...,4,i=1,...,n.

e Logo, se f: R — R é uma funcdo k—homogénea de classe C¥, entdo
df(tx) (v1,...,v;) = t*ITdf(x)(v1,...,V;)

paratodoj=1,... k.

Assim, d*f(tx)(vy,...,vi) = d*(x)(v1,...,Vvi) para todo t € R e todo x € R™ Em particular,
d*f(x) = d*f(0) independe do ponto x € R™.
k¢ okf . . .
Como ——————(x) = —————(0) para todo x € R e para quaisquer iy,...,ix =1,...,n,
aXi] . aXik aXil e aXik

temos que todas as derivadas parciais de ordem k de f sao constantes.
Logo f é de classe C* e d'f(x) = 0 para todo j > k e para todo x € R™.
Afirmacao 2: d*f(0)x* = k! f(x) e d'f(0)x) =0, sej # k. (1)

De fato, seja ¢(t) = f(tx) = t*f(x). Entao, como foi provado no Teorema 8.1, temos:
eW(t) = df(tx)x', paratodoi e N.
k!
(k —1i)!
Logo dif(0)x' = 0 para i # k e d*f(0)x* = k! f(x).

Mas, por outro lado, @V (t) = t*if(x), paratodo 1 <i<k, e (t) =0paraj > k.

Entao f(x) = L(x,...,x),onde L = % d*f(0) € uma transformagao k—linear simétrica.
Como d*f(x) = d*f(0) para todo x € R™, temos que d*f(x) = k! L para todo x € R™

» Se f ndo é de classe C¥, f ndo € necessariamente a forma associada a uma transformagao
k—linear simétrica.

. ~ - xz—yz
Exemplo 8.2. Seja f : R? — R a fungao definida por f(x,y) = xy SERpL (x,y) # (0,0), e
£(0,0) = 0.
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Entdo f(tx,ty) = t?f(x,y) para todo t € R e todo (x,y) € R? ou seja, f € uma fungéo
2—homogénea. Mas, f ndo é a forma quadratica de uma transformacao bilinear. Isso ocorre
porque f é de classe C', mas f ndo é duas vezes diferenciavel na origem (verifique!).

1

Afirmacao 3: dif(x)(v1,...,vj) = k=)

d*f(0)(x,...,x,v1,...,v;) paratodo 1 <j < k.

of

. <'< -
Sejam 1 <j <keg(x) iy ... x4

(x),onde1iy,...,i; €{1,...,n}. Como

axi1 ce aX13 (tX) =t aXi] ce 67(11 (X)’
temos que g é (k — j)—homogénea e, portanto, por (Il), d’*7) g(0)x*7 = (k —j)! g(x), ou seja,
. oif : oif
k—j k—j )
d (axi] e aXH> (O)X (k ]) aXi] e axij. (X) ’
para todo x € R™ e quaisquer iy,...,ij=1,... .

Logo, sendo v, = (o, ..., al), £=1,...,j, temos que:
mn .
. olf ] .
df(x)(vi,...,v;) = S R— () I -
(x) (v 5) u,éq ox ... on (x) o« i
1 - = % (0) L
o (k—j)! Z Z Oxg, ... Oxgy O, - .. 0%y, Xty Xy | Ky X

ey =1 \ 0ol =1

1
= % d F(0) (%, ..oy Xy V1, ooy Vy)

e Em particular, seja T : R™ x ... x R™ — R uma transformacao k—linear e f : R™ — R dada

por f(x) = T(x,...,x). Entdo, como f € k—homogénea e de classe C*, temos, por (Il), que

f(x) = T(x,....x) :%dfk(O)(X,...,x),

ou seja,
df®0)(x,...,x) =k! T(x,...,x). (1)
e Dada uma transformacao k—linear T : R™ x ... x R* — R, a transformacgao k—linear Ts =
Z T, onde P é o conjunto de todas as permutagdées de {1,...,k}e To(vi,..., Vi) = T(Vo1), - -+, Vo)
oeP

€ chamada simetrizacao da transformacao T .
Observe que Ts é k—linear simétricae Ts(x,...,x) = k! T(x,...,x).

Entao, por (111,
d*f(0)(x,...,x) =Ts(x,...,x). (1V)

Afirmacao 4: d*f(x) = d*f(0) = Ts. Em particular d*f(x) = d*f(0) = k! T, se T é simétrica.
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De fato, por (IV), basta mostrar que se U : R™ x ... x R™ — R € uma transformacao k—linear
simétrica tal que g(x) = U(x,...,x) = 0 para todo x € R™, entdo U = 0.

Vamos fazer a prova deste fato usando indugao em k € N.
Se k =1, a afirmagao é evidente.
Suponhamos o resultado valido para transformacgdes (k — 1)—lineares, k — 1 > 1.

SejalU:R" x ... x R™ — R uma transformacao k—linear simétrica tal que U(x,...,x) =0 para
todo x € R™.

Sejam v,w € R" e t € R. Entao,

k
0 = Uv+tw,v+tw,...,v+tw) =t (k 1)u(v,w,...,w)
k—2 k k
+t Uv,v,w,...,w)+...+1t Uv,...,v,w),
k—2 1
para todo t € R.
Logo U(v,w,...,w) =0 para quaisquer v,w € R™.
Sejav e R*edefinal; : R"x...x R™ — R por Uy(vy,...,vi1) = U(v,vq,...,vi1). Entdo U,
€ uma transformacgao (k — 1)—linear simétrica tal que U;(w,...,w) = U(v,w,...,w) = 0 para
todow € R™
Logo, pela hipotese de inducado, U; = 0, ou seja, U;(vy,...,vi1) = 0 para quaisquer k — 1
vetores vy,...,vi 1 € R™ Entao U(v,vq,...,v1) = 0 para quaisquer v,vy,...,vx 1 € R™
Assim U = 0.
e Resumindo, se T : R™ x ... x R* — R €& uma transformagdo k—linear e
f(x) =T(x,...,x), entao para todo x € R™:
o d*(x) = d*f(0) = Ts;
o df(x) =0,sej > k.
o df(x)(vi,...,v;) = (klj)'TS(X,...,X,Vh...,Vj), se 1 < j < k, quaisquer que sejam
vi,...,v; € R™
odf(0)=0,se1<j<k
o Passamos, agora, a analisar a Formula de Taylor Infinitesimal.
Tp(V)

Se f: U — R ép—vezes diferenciavel no ponto a € U, entdo lim = 0, onde

v—0 ||[v]|P

T Up={veR"; a+velU — R édada por:
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rp(v) = f(a +v) — fla) — df(a) v — ~d>f(a)v? — ... — - dPf(a)vP.
2! p!

De fato, seja g : Uy — R dada por g(v) = f(a +v). Entao g é p—vezes diferenciavel na origem,
pois a fungdo v — a + v € de classe C* e f é p—vezes diferenciavel em a.

Afirmacao: dig(0) = d’f(a), 1 <j < p.
dkg ok

(0)

aXi] . axik aXil e aXik

Basta mostrar, por indugao, que (a), paratodo 1 < k < p e para

quaisquer iy,..., i € {1,...,n}.

Para j = 1, temos, pela Regra da Cadeia (ver observacao 8.2), que dg(0)v = df(a)v para todo

g ... of o
aTi(O) = a—xi(a) paratodoi=1,... n.

Suponhamos que o resultado seja valido para fungdes (p — 1)—vezes diferenciaveis no ponto

v € R™, ou seja,

a € U,p—1> 1. Seja f uma funcao p—vezes diferenciavel no ponto a. Entao a%: é (p—1)—vezes

diferenciavel no ponto a, paratodoi=1,...,n.

Pela hipétese de inducdo, a funcdo h dada por h(v) = E(a +v),v e Uy é (p—1)—vezes

; aXi
diferenciavel na origem e
K ok (E)f)
0h . aXi

aXi] N aXik (O) - axh PN aXik (a) ’ (V)
para 1 <k <p — 1, quaisquer que sejam iy,...,i, € {1,...,n}L
Logo, como p > 2, temos que f € diferenciavel numa vizinhanga do ponto a e, portanto,

f . . .
:79(\)) = a67((1 +v)paratodoi=1,...,n, etodo v numa vizinhanga da origem.
i i
Assim, h(v) = 22 (v) e, por (V),
axi
o (2)
0Xi oF T f
——(0) = (a),
Xip o 6xik aXi] e aXik aX;L
ou seja,
ak+1 ak+1 f
- ——(0) = (a),

Xi; o. axik aXi axi] . aXik aXi

paratodo k+1=2,...,p e quaisquer iy,...,ix,i €{1,...,n}

e Sendo Hy : R™ — R, Hy(v) = d*f(a)v¥, 1 < k < p, temos, pelo provado na observagéo 8.4,
que d'Hy(0) =0sejc{l,...,plej #k, e d*Hy(0) = k! d*f(a).

Logo r,(0) =0 e dir,(0) = d'f(a) — d’f(a) =0 paratodoj=1,...,p.

Lema 8.1. Sejar: Uy, c R™ — R uma fungédo p—vezes diferenciavel no ponto 0 € U,. Entéo
¥(0) = dr(0) = ... = dPr(0) = 0 se, e somente se, lim ") — .
v—0 |[v]|P
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Prova.
(=) Para p = 0, estamos supondo r continua no ponto 0.

Para p = 1, r é diferenciavel na origem e r(0) = dr(0) = 0. Logo, como
T(v) =7(0) + dr(0)v + p(v HVH

V) , €, portanto, I|m =0.

Suponhamos que o resultado é valido para fungdes (p — 1)—vezes diferenciaveis na origem,
p—1>1.

com Iin})p( v) =0, temos que p(v) =
v—

Seja r : Uy — R uma funcdo p—vezes diferenciavel na origem com r(0) = dr(0) = ... =
drr(0) = 0.

~ . 0 , . ., .
Entao, paratodo 1 <i<n, ¢; = o, Uy — R é (p— 1)—vezes diferenciavel na origem e

aXi
2 )
©i(0) = de;i(0) = ... = d?'p;(0). Logo, pela hipdtese de indugio, “r%mw =0

Como p > 2, r é diferenciavel numa vizinhanga V, C U, da origem e, portanto, pelo teorema do
valor médio, para todo v € U, existe 0, € (0, 1) tal que

or
—(BvVv) o or 0
rv) i 0 _ - axl( w) N
[P V[P — | | [16wv[P H H
Considerando R™ com a norma do maximo, temos que \ﬁiH <1,paratodoi=1,...,n.
or
r(v) g o)
Logo lim I| M =0, uma vez que I|m W =0, paratodoi=1,...,n.

(&) Parap =0, Iirrz)r(v) =0, e, portanto, r(0) = 0, pois estamos supondo r continua na origem.
v—

Parap =1, Iirr?)r( V) = I|m W ||v|| = 0. Entdo r(0) = 0, pois r € continua na origem, uma vez
v—

que r é diferenciavel neste ponto. Além disso, como f é diferenciavel na origem,
r(v) =7r(0) + dr(0)v+7(v) = dr(0)v + T(v),

onde lim II(VH) 0. Logo, para todo v € R™ — {0} e para todo t € R — {0}, T(?) — dr(0)v + T(i")
Como
r(tv) . T(tv) —0
-0 [|tv]  t—o [[tv]| 7’
temos que
ar(O)v = lim "™ jim ") — i ) (T T o
o0t 0t ||tV|| [tv]l
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para todo v € R™ —{0}. Logo dr(0) = 0.

Suponhamos que o resultado é valido para fungdes p—vezes diferenciaveis no ponto 0, p > 1.
r(v)

) o[ = 0. Como

Sejar: Uy — R uma fungao (p + 1)—vezes diferenciavel na origem com I|m

lim —— ) _ = lim el |lv|| = 0, temos, pela hipdtese de indugao, que

v—0 ||v||P v—0 [[v]|PH1
r(0) =dr(0) =... =dPr(0) =0.
Mostraremos, agora, que dP*'r(0) = 0.

De fato, pelo provado na primeira parte do lema, temos que

T(v) — C —i]- i drt1r(0)vrH!

lim =0
v—0 [|v]|p+T ’

jaque de(0) =0,j =1,...,p, e T @(0) = (p + 1)!d*""r(0), onde @(v) = dP*'r(0)vP+!.
Entao, para todo v € R™ — {0},

1
_ p+1 p+1
. <r(tv) (p—H)!d 1(0)(tv) )
lim =0,
to0t [|[tv]|PH+1
e, portanto,

1 artir(OpwPtt r(tv)

(p+1) VP ot [Pt

Ou seja, "+ +(0)vP*! = 0 para todo v € R™. Entdo d"*'r(0) =0. g

Observacao 8.5. (Unicidade da Férmula de Taylor)

Seja f : U — R uma fungcdo p—vezes diferenciavel no ponto a € U e, para cadai=1,...,p,
seja @i : R™ x ... x R™ — R uma fungao i—linear. Se
fla+v) =fla)+ @1v+@av?+...+ QWP +1,(v),

com lim rp(v)
v—0 [[v]|P

=0, entdo vt = %dif(a)vi paratodoi=1,...,p etodov € R™

Tp(v)
0 [v[f?

que 1,(0) = dr,(0) = ... = dPr,(0) = 0. Mas, pela observagao 8.4, d'r,(0) = d'f(a) — @3, para
todoi=1,...,p, onde ¢} é a simetrizagdo de ¢;. Logo ¢? = d'f(a), ou seja,
@iVt = % eIVt = % dif(a) v,

De fato, como 1, € p—vezes diferenciavel no ponto 0 e I|m

= 0, temos, pelo lema acima,

paratodoi=1,...,p.

Definicao 8.3. Seja f: U ¢ R™ — R uma fungéo duas vezes diferenciavel no ponto a € U. A
forma Hessiana Hf(a), de f no ponto a é a forma quadratica da transformacao bilinear simétrica
d*f(a), ou seja,
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n 2
Hf(a)v? = d*f(a)Vv? = aa; -(a) oy,
= 0N

ondev = («1,...,x,) € R™.

2

e Pelo teorama de Schwarz, a matriz ( (a)), chamada matriz Hessiana de f no ponto a,

Xi 0%j
€ simétrica.
Definicao 8.4. Seja f : U — R uma fungéo diferenciavel. Um ponto a € U é um ponio critico

de f (ou um ponto singular) quando df(a) = 0, ou seja, %(a) =...= W(a) =0.
1 n

Definicao 8.5. Dizemos que a fungéo f tem um maximo (respectivamente, um minimo) local

no ponto a € U quando existe & > 0 tal que
V]| < 8 = f(a+v) < f(a) (respectivamente, f(a) < f(a +v)).

Observacao 8.6. Se f: U — R é diferenciavel no ponto a € U e a é um ponto de méximo
local (ou de minimo local), entdao a € um ponto critico de f

De fato, neste caso o ponto 0 € um ponto de maximo (ou de minimo) local para as fungoes reais
de uma variavel real dadas por: ¢i(t) = f(a +te;),1=1,...,n. Logo %(a) = @i(0) =0, para
todoi=1,...,n. '

Entdo df(a) = 0, ou seja, a € um ponto critico de f.
Definicao 8.6. Dizemos que um ponto critico a de f & ndo-degenerado quando a matriz Hes-

ot (a)) £0.

X1 an

siana de f no ponto a € invertivel, ou seja, det (

Teorema 8.3. Sgjaf:U c R™ — R uma fungdo duas vezes diferencidvel. Todo ponto critico
ndo-degenerado a € U é um ponto critico isolado.

Este teorema é consequéncia do seguinte resultado.

Teorema 8.4. SejaF = (f;,...,f,) : U C R — R™ uma fungdo onde cada fun¢do coorde-
L. .. , of;
nadaf;: U — R,1=1,...,n, é diferenciavel no ponto a € U. Se a matrizH = (M(a))
) nxn

tem determinante diferente de zero, entao existe 6 > 0 tal que
0<|x—a| <d= F(x) #F(a).

A matriz H, referida no teorema acima, € chamada a matriz Jacobiana de f no ponto a.

Lema 8.2. SejaH : R™ — R™ uma transformacéo linear invertivel. Entdo existe c > 0 tal que
IH(x)|| > cl||x|| para todo x € R™.
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Prova.
Seja 15 = [[H"|| =sup {|[H'(x)|| I||x]| =1} > 0. Entdo, para todo x € R™:
_ _ H(x
Ixll = [H7 (HED | < [ R = PR
ou seja, [[H(x)|| > c||x||. m
Prova.
(Demonstracao do teorema 8.4)
Comoafuncdof;:U—RE diferenciével no ponto a, paracadai=1,...,n, temos:
f +Zhu XJ +91 )HX—GH,
. of;
onde lim pi(x) =0 e hy = —(a).
Xx—a aX]
Fazendo p(x) = (p1(x), ..., pn(x)), temos que:

F(x) =F(a) + H(x — a) + p(x) [|x — af|,

onde lim p(x) = 0.

Xx—a

Pelo lema 8.2, existe ¢ = HH] T > 0 tal que ||H(x)|| > c||x|| para todo x € R™.

Como lim p(x) =0, existe 6 > 0talque 0 < [|[x — a|| < &6 = [lp(x)|| < %

x—a
Logo, se 0 < ||x — a|| < o, obtemos:
IF(x) =Fla)| = [[H(x—a) + p(x)[[x — a|| I = [[H(x = a)[| = [[p(x)] [Ix — a]
> cllx—a =5 |x—all =5 |x—al,
ou seja, |[F(x) = F(a)]| = 5 |x—al.
Entdo F(x) # F(a) paratodox € Utalque 0 < |[x —a|| < 0. g

Prova.
(Demonstragao do teorema 8.3)

Seja F: U — R™ dada por F(x) = %(x), e aaxf(x)). Entao F tem funcbes coordenadas
1 n
of . Co . ofy o2f , . .
f; = — diferenciaveis no ponto a e a matriz [ —(a) | = (a) | € a matriz Hessiana de
X4 an aX)' 00X

f no ponto a. Logo, pelo teorema 8.4, existe 6 > 0talque 0 < |[x — a|]| < 8 = F(x) # F(a) =
ou seja, grad f(x) # 0. Provamos, assim, que se 0 < ||x — al| < 8, entdo x nao € um ponto critico
de f. ]

Corolario 8.1. O conjunto dos pontos criticos ndo-degenerados de uma funcdo duas vezes
diferenciavel € enumeravel.
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Prova.
Basta lembrar que todo conjunto discreto & enumeravel. g

Corolario 8.2. Se todos os pontos criticos de uma funcdo f : U — R, duas vezes dife-
renciavel, sdo nao-degenerados, entao em cada compacto K C U ha apenas um numero finito
deles.

Prova.
Como f é de classe C', o conjunto C dos pontos criticos € um subconjunto fechado de U,

pois C = F71(0), onde F é a fungdo continua dada por F(x) = ﬁ(x), e af(x)>_ Logo o

0x1 " OxXn
conjunto dos pontos criticos de f contidos num compacto K ¢ U é fechado em K e &, portanto,

compacto. Como C N K é compacto e discreto, temos que C N K & finito. g

Definicao 8.7. Seja H : R™ — R a forma quadratica dada por Hv? = Z hyj «; o, onde
i,j=1
hy=h;i,,j=1,...,n,ev=(a,...,x,) € R™

Dizemos que H é positiva (respectivamente negativa) se Hv? > 0 (respectivamente Hv? < 0)
para todo v € R™ —{0}.

Se uma forma quadratica é positiva ou negativa, dizemos que ela € definida. E dizemos que
uma forma quadratica H é indefinida quando existem v, w € R™ tais que Hv? > 0 e Hw? < 0.

Exemplo 8.3. Se (, ) & um produto interno de R™, a forma quadratica Hv? = (v, v) é positiva,

e a forma quadratica Hv? = —(v,v) é negativa.

E,paratodoi=1,...,n— 1, a forma quadratica
Hvi=of+...+of—af ,—...— od,

é indefinida.

Observacao 8.7.

» H é positiva se, e somente se, todos os autovalores da matriz simétrica (hy;) sao positivos.

» H é negativa se, e somente se, todos os autovalores da matriz simétrica (hy) sdo negativos.

Em particular, se H é definida entdo det(hy;) # 0, ou seja, a matriz (hy) € invertivel.

Podemos também provar isto, observando que se Hv? # 0 para todo v € R™ — {0} entdo
Hv? = (Hov,v) # 0 para todo v € R™—{0}, onde H, = (hy;). Logo Hov # 0 para todo v € R™ — {0}
e, portanto, H, € invertivel.

» H é indefinida se, e somente se, Hy = (hy;) possui um autovalor positivo e outro negativo.
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Observacao 8.8. Se f é duas vezes diferenciavel no ponto a, df(a) = 0 e Hf(a) é positiva ou
negativa, entdo a € um ponto critico nao-degenerado.

Teorema 8.5. Sejam f: U — R uma fungdo duas vezes diferenciavel no ponto critico a € U
e H a forma quadratica Hessiana de f no ponto a. Entdo:

(1) Se H é positiva, a é ponto de minimo local nao-degenerado;
(2) Se H € negativa, a € ponto de maximo local ndo-degenerado;

(3) Se H é indefinida, a ndo é ponto de minimo local nem de maximo local de f.

Prova.
Seja 6o > 0tal que Bs,(a) C U. Entdo a+v e Use 0 < |[v|| < do.

1 v )2 T(v)
_ _ 2
() +ur(v>||2] I )

Como a fungé@o ¢ : R™ — R, @o(v) = Hv? é continua e S™' = {v € R"|||v|| = 1} é compacto,

Para todov € R™, com 0 < ||v|| < &0, temos

fla+v) = fla) + 5 HV 4 1(v) = f(a) +

temos que se H é positiva, existe ¢ > 0 tal que @o(u) > ¢ para todou € S™.

2
Logo H <v> > c para todo v € R™ —{0}.

vl

Além disso, temos que Iirrg)ﬁi\ﬁ)2 = 0, pois f & duas vezes diferenciavel no ponto a. Logo existe
T(v)

vII2

c
< .

0<d<dp talque < ||| <d= 1

Assim, f(a+v)—f(a) > (% — 2) Iv]|? = %Hv”z > 0 paratodo 0 < ||v| < &, ou seja, f(a+v) > f(a)
para todo 0 < ||v|| < 4. Entdo a € um ponto de minimo local para f.

A afirmacéao (2) prova-se de modo analogo.

Se H ¢ indefinida, existem v, w € R™ — {0} tais que Hv? > 0 e Hw? < 0. Entdo, para todo t # 0,
temos que H (tv)? = t?Hv? > 0 e H (tw)? = t* Hw? < 0. Logo, por (%),

f(a+tv) — f(a) 5 o T(tv) fla+tw) —f(a) 5 . r(tw)
2 = Hv-+ 2 e 2 = Hw* + 2
. or(tv) L r(tw) i
Como M}) ke im z = 0, segue-se que
jim @ EW =) oo e gim et =@ o g
t—0 t2 t—0 t2

Logo existe 6 > 0talque 0 < |t| < 8 = f(a+tv) — f(a) >0 e f(a+tw) —f(a) < 0.

Portanto, a ndo é ponto de maximo local nem de minimo local para f. g
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Exemplo 8.4. Seja f : R™™ = R™ x R™ — R a fung&o definida por f(x,y) = (x,x) — (y,y),

onde x € R™e y € R™. Entao g =2x; € aayf = —2y;. Logo grad f(x,y) = 2(x, —y) e, portanto,
i j

a origem é o Unico ponto critico de f.
A matriz Hessiana de f em qualquer ponto de R™™ & a matriz diagonal cujas m primeiras
entradas na diagonal principal sao iguais a 2 e as n Ultimas sao iguais a —2.

Entao a matriz Hessiana € positiva se n = 0, negativa se m = 0, e indefinida se mn # 0. Assim,
a origem é ponto de minimo se n = 0 e de maximo se m = 0.

Para mn # 0, f ndo admite minimo nem maximo na origem, que se chama um ponto de sela,
devido a forma do gréfico da fungéo f(x,y) = x* — y%

Observacao 8.9. Como vimos na demonstragéo do teorema 8.5, se grad f(a) = 0 e Hv? > 0
para algum v € R™, entdo existe 6 > 0talque 0 < [t| < 6 = f(a+ tv) > f(a). Entdo se a é um
ponto de maximo local de f, a forma Hessiana de f no ponto a é nao-positiva, isto é, Hv? < 0
para todo v € R". De modo analogo, se a é um ponto de minimo local de f, entdao a forma
Hessiana de f no ponto a é ndo-negativa, ou seja, Hv? > 0 para todo v € R™.

Mas a reciproca destas afirmagoes sao falsas, ou seja, quando a forma hessiana de f num ponto
critico € < 0 (ou > 0) ndo se pode afirmar que a fungao tem um maximo (ou um minimo) neste
ponto.

Por exemplo, sejam as fungoes f : R? — R e g : R> — R dadas por
fyy)=x*> e glxy) =x"+y’.

Entdo gradf(x,y) = (2x,0), gradg(x,y) = (2x,3y?), e as hessianas de f e g no ponto critico
(0,0) coincidem e sdo ndo-negativas, pois Hf(0,0)v? = Hg(0,0)v? = 2«? para todo v = (o, B) €
R2. Mas a origem é um ponto de minimo para f e ndo € um minimo local para g.

9 O teorema da funcao implicita

Comecamos observando o seguinte exemplo:
Seja f : R? — R dada por f(x,y) = x> +y2 Entdao S = f1(1) ={(x,y) € R?|x*+y? =1}.

A equacdo x? + y?> = 1 nao define y como fungdo de x, nem x como fungao de vy,
globalmente. Mas, se tomarmos U; = {(x,y) € R?|ly > 0}; U, = {(x,y) € R?|y < 0O}
Us ={(x,y) € R?|x > 0} e Uy ={(x,y) € R?|x < 0}, temos que:
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Sl

-1

Fig. 8: O circulo unitario " ={(x,y) € R? [x? +y? =1}
s (xy)eSNU e=y=vV1i—xtexe (-1,1);
e (xy)eS N e=y=—vV1-x2exe (—1,1);
c(xy) e Nl &= x=V1-yleye (-1,1);
o (x,y) €STNUy & x=—/1—-y2eye (-1,1).

Como S"=(U;NnSHu(U,NSH U (UsNSY U (UsN ST, temos que
S' = Graf &, UGraf &, U Graf &3 U Graf &y,

onde & : (—1,1) — R, 1=1,2,3,4, sao as fungdes de classe C* dadas por:
E1(x) = V1 —=x2, &(x) ==V 1—x2, &y) =1 —-y?2, e&uly) =—V1—-y?,

Logo todo ponto (xo,yo) € S' pertence a um aberto V de R? tal que VN S' é o gréafico de
uma fungao de classe C* definida num aberto de R.

Definicao 9.1. Dizemos que um conjunto C ¢ R? é uma curva de classe C* (0 < k < o0)
quando C é localmente o grafico de uma funcéo de classe C*. Ou seja, para todo ponto p € C
existe um aberto V c R?talque p € Ve VN C é o grafico de uma funcéo & de classe C* definida
num aberto de R.

YA

=Y

v 3 (‘y)

Fig. 9: Uma curva de classe Ck &, localmente, o grafico de uma funcéo de classe C¥
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Exemplo 9.1. Ocirculo S’ é uma curva de classe C*.

Exemplo 9.2. O conjunto C = {(x,y) € R?|x? —y? = 0} ndo é uma curva nem de classe C°,
pois, para todo aberto V contendo a origem, C NV ndo é o grafico de uma fungao y = £(x) nem
x = &(y), uma vez que C NV contém sempre dois segmentos de reta de inclinacao +1 que se

cortam na origem.

=Y

Fig. 10: O conjunto C néo é uma curva nem de classe C°.

Exemplo 9.3. O conjunto C = {(x,y) € R?|x?> —y? = 1} € uma curva desconexa de classe
C>®,pois C = (ViNC)U(VoNC),onde V; ={(x,y) € R?|x >0}e V, ={(x,y) € R?|x < 0} sdo
abertos de R tais que:

Yk
Vo Vi

sy

C C

Fig. 11: O conjunto C é uma curva desconexa de classe C*.
» V; N C é o gréfico da fungdo C* &, : R — R? dada por &;(y) = /1 + 2,

e

» Vo C é o gréfico da fungéo C* &, : R — R* dada por &,(y) = —v/1+y2

Analisaremos, agora, um exemplo de um subconjunto de R™"' que é dado localmente
como o grafico de uma fungao definida num aberto de R™.
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Exemplo 9.4. Seja f:R™' — R dada por f(x) = (x,x) e seja
(1) =St ={x € R | (x,x) =1}

a esfera unitaria n—dimensional.
Indiguemos por U C R™ a bola aberta de raio 1 e centro na origem.
Paracadai=1,...,n+1,sejam V; ={x € R™"'|x; > 0l e W; = {x € R |x; < O}

Escrevendo x* = (x1,...,X{_1,Xit1,.-.,Xn), IEMOS:

xeSTNV; & [x*[<1 e xi=+1—x*x*

xeSTNW; & [ <1 e xi=—v1—(x*x").
Logo, se & : U — R é a fungdo C* dada por &(u) = /1 — (u,u), S*NV; é o grafico da fungao
xi = &(x*) e SN W, é o grafico da fungao x; = —&(x*), paracadai=1,...,n+ 1.

n+1 n+1
Como S™ = (U Vin S“) U (U w;n S“) , todo ponto p € S™ pertence a um aberto Z de R™*!
i=1 i=1
tal que Z N S™ é o grafico de uma fungéo de classe C* definida num aberto de R™.
Definicao 9.2. Um conjunto M c R™' chama-se uma hipersuperficie (ou hiperficie) de classe
Ck, 0 < k < oo, de R™! quando M é localmente o grafico de uma fungéo de classe C* de n
variaveis. Ou seja, todo ponto p € M pertence a um aberto V. c R™' tal que V N M é o gréfico
de uma funcao de classe C* definida num aberto de R™ (existem um aberto U C R™, uma fungéo
£:U— Rdeclasse Ckeuminteiroic {1,... n+1}taisque xi = &(X1, ..., Xi1,Xit1 - -+, Xnp1)
€ X" = (X1,..., X1, Xit1, -+, Xng1) € U).
Quando n = 1, dizemos que M C R? é uma curva, e quando n = 2, dizemos que M C R? é uma

superficie.

Observacao 9.1. Podemos também considerar as hipersuperficies diferencidveis (caso in-
termediario entre C° e C') que séo localmente graficos de fungdes diferenciaveis.

Exemplo 9.5. S™é uma hipersuperficie de classe C* de R™*'.

Seja M C R™"! e seja p € M. Definimos T,M como sendo o conjunto de todos os vetores
velocidade A’(0), onde A : (—e, e) — M C R™! é um caminho diferenciavelemt = 0 e A(0) = p.

Quando M é uma hipersuperficie diferenciavel, o conjunto T,M chama-se o espaco tan-

gente a M no ponto p.

Teorema 9.1. Se M c R™! é uma hipersuperficie diferenciavel, entdo T,M é um subespago
vetorial de dimensdon do espago euclidiano R™', para cadap € M.
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Prova.

Dado p = (aj,...,any1) € M, existem abertos V. ¢ R™', U c R™, com p € V, um inteiro
ie{l,...,n+ 1} euma funcdo ¢ : U — R diferenciavel tais que x € VN M & x; = &(x*),
onde x* = (X1,...,Xi_1,Xit1y---,Xns1) € L.

Afirmacao: TyM = {v =(ot1,...,0n 1) € RM! } o = Z%(p*) oc]} ,
A

onde P = ((11,...,ai_1,ai+1,...,an+1).

De fato, seja v € T,M. Entdo existe um caminho diferenciavelem t = 0, A : (—¢,¢) — M, com
A(0) =peA(0) =v. Como V é aberto, p € V e A € continuo em t = 0, existe 0 < ¢y < ¢ tal que
Alt) e M NV paratodot € (—eg, o).

Logo Ai(t) = &E(Aq(t), ..., Aia(t), A (t), ..., Anya(t)) paratodo t € (—eo, £o).

Pela Regra da Cadeia,

o
i#
. . o0&,
ou seja, o = Z a—xj(p )ox;.
J#AL

Sejam agora v = (o1, ..., &n 1) € R™ tal que oy = ) %(p*)ocj e ¢ >0talque p* +tv e U

A
paratodo t € (—¢,¢e), onde vV = (vi,..., Vi 1,Vitl, .., Vnil)-

Podemos, assim, definir o caminho A : (—e, e) — M NV pondo A;(t) = a; + tay, j # 1, €
Al(t) - E,()\] (t)) e ))\i—] (t))}\i+1 (t)) oo )ATL+] (t)) - E'(p* + tV*) .

Logo A é diferenciavel em t = 0, A(0) = p e A’(0) = v. Entdo v € T,M, provando, assim, a
afirmacao.

Assim, T,M é um subespago vetorial de dimensdo n de R™"' gerado pelos vetores linearmente

independentes
er+ciei, ..., €1+ Ci—1€i, €41 + Cit1€i, ..., €ny1 + Cni1€i,
0
onde ¢; = (‘E) (p*).
an

Outra maneira de interpretar a afirmacdo acima é dizer que ela caracteriza T,M como o nucleo
do funcional linear ndo-nulo ¢ : R™' — R, dado por

Q(v) = oy — Z Cj% ,
A

onde v .= (&q,...,0nt1) € ¢j = (p*). Ou ainda, T,M é o grafico do funcional linear

%
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d&(p*) : R — R, dado por:

V= (&, &, iy Ongr) o E(PIVE =)
7

3

[ |

Exemplo 9.6. Seja S™ = {x € R™""|(x,x) = 1}. J& sabemos que S™ é uma hipersuperficie de
classe C*.

Afirmacao: T,S™ = {v € R™'|{v,p) = 0} = [p]*, paratodo p € S™.

De fato, seja A : (—e, e) — S™ uma curva diferenciavel em t =0 com A(0) =p e A'(0) = v.

Entdo, como (A(t),A(t)) =1 paratodo t € (—e,¢), temos que 2(A'(0),A(0)) =0, ou seja,
{(v,p) =0. Logo T,S™C [p]* e, portanto, T,S™ = [p]*, pois dimT,S™ =dim[p]* =n.

Para hipersuperficies M c R™"! de classe C° T,M pode ndo ser um espago vetorial de
dimensao n.

Exemplo 9.7. Seja X = {(x,y,z) € R*|z = /x%+ y2} 0 cone de vértice na origem e eixo—z.
Entao, parap = (0,0,0), T,M ={(0,0,0)}.

Z

Y

Fig. 12: Cone X de vértice na origem.

De fato, seja A : (—¢,¢) — X uma curva diferenciavel em t = 0 com A(0) = (0,0,0)
e A(0) = (vi,v2,v3). Entdo, se A(t) = (A1(t),A2(t),A5(1)),  As(t) = /(M(1)2+ (Aa(1)2,

vi = \{(0) = lim MY oy, = As0) = lim Mt(t) .
Logo,
2 2
v = iy LI O = i Sy
e
2 2
va = lim LT ) = fim —/ ARl S
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Portanto, /vi 4+ v3 =0, ou seja, vi =v; =v3 =0.

Exemplo 9.8. Seja Y a superficie de classe C° dada por Y = {(x,y,z) € R*|z = |x|}. Entéo,
parap = (0,0,0), T,Y ={(0,3,0) | B € R} € um espago vetorial de dimenséo 1 (# 2) em R>.

Z

Fig. 13: Superficie Y.

De fato, seja A : (—¢,e) — Y, A(t) = (A1(t),A2(t), A3(t)), uma curva diferenciavel em t = 0 com
A(0) = (0,0,0) e A’(0) = (vi,v2,v3) = V.

Entdo As(t) = (1)) € vi = A4(0) = lim 21

t—0

Suponhamos que v; > 0. Entao existe 0 < ¢o < ¢ tal que A\;(t) > O parat € (0,e9) € A(t) <O
parat € (—ep,0). Assim,

vs = M4(0) = lim 28— iy MOy

t—ot oot t t— 0%

A1(t)

= :|:\)1 .
Logo vi = 0, uma contradigdo. De modo analogo, podemos provar que v; ndo pode ser negativo.
Entdo v; = 0 e, portanto, vz = 0, ou seja, v € {(0,3,0) € R3| B € R}.

Reciprocamente, sejav = (0,,0), p € R. Entdao acurva A : R — Y, dada por A(t) = (0, 3t0),
é de classe C*, A(0) = (0,0,0) e A'(0) = (0, B,0). Logo (0,$,0) € T,)Y para todo 3 € R.

Assim, T,Y ={(0,8,0) € R*|p € R}. ]

Definicao 9.3. Seja f : U ¢ R™ — R uma fungéo diferenciavel no aberto U. Dizemos que
c € R & um valor reqular de f quando nao existem pontos criticos de f no nivel c, ou seja,
grad f(x) # 0 para todo x € f~'(c). Quando ¢ é um valor regular de f, diz-se que o nivel c é

regular. Quando existem pontos criticos x € U tais que f(x) = ¢, dizemos que ¢ é um nivel
critico de f .

Observacao 9.2. Se f~'(c) = @, entdo c é um valor regular.

Exemplo 9.9. Seja f: R? — R a fungao de classe C* dada por f(x,y) = x? + y>.
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Como grad f(x,y) = (2x,2y) para todo (x,y) € R?, temos que grad f(x,y) = (0,0) se, e s0 se,
(x,y) = (0,0). Logo f~'(c) é um nivel regular para todo c € R — {0}, pois f(0,0) = 0. 0

Teorema 9.2. (Teorema Global da Fungdo Implicita)

Sejamf: U c R — R uma fungéo de classe C¥, k > 1, definida no aberto U, e c € f(U) um
valor regular de f. Entdo M = f~'(c) é uma hipersuperficie de classe C* e
T,M = kerdf(p) ={v e R |df(p)(v) =0} ={v € R™|(v,grad f(p)) = 0},

para todop € M.

Exemplo 9.10. Seja f : R™' — R a fungdo de classe C* dada por f(x) = (x,x). Como
gradf(x) = 2x, pois :;(x) = 2x4, paratodoi=1,...,n+ 1, grad f(x) = 0 se, e somente se,
x = 0, ou seja, se, e sO se, f(x) = 0. Assim, f~'(c) é um nivel regular para todo ¢ € R — {0},
sendo f'(c) =@,sec<0,ef(c) = ST\LE(O), se ¢ > 0. Logo, pelo teorema acima, S% € uma
hipersuperficie de classe C* e

TpST\‘E(O) ={ve R"|(v,2p) = 0} = [p]*,

para todo p € ST\‘E(O). 0

Exemplo 9.11. Sejadet: R™ = R" x ... x R* — R a fungdo de classe C* que associa a
cada matriz n x n, X = (xy), 0 seu determinante.

Como a expanséao de det X pelas entradas da i—ésima linha é

n

detX = Z(—] )i+j Xij X[i)ﬂ ,

=1
onde X ; é o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtém da matriz X omitindo a
i—ésima linha e a j—ésima coluna, temos que
0det s
(X) = (=1)"7 Xg1,

aXij
para todo X € R™ etodos i,j =1,...,n.
Em particular, no ponto X = I, temos aaiet(l) =0y,1,j =1,...,m, ou seja, o gradiente da fungao
ij

determinante no ponto I € a matriz identidade.

Seja U = {X € R™ | det X 0} o conjunto aberto formado pelas matrizes n x n invertiveis. Entio

a restricdo det : U — R é uma funcdo C* sem pontos criticos. De fato, se aadet(X) = 0 para

ij

todoi,j=1,...,n, entao

detX = Z(—1 )" x5 Xy =0,
i1

e, portanto, X ¢ U. Logo todo ¢ € R € um valor regular para a funcdo det: U — R.
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Em particular,
M = det™'(1) = (conjunto das matrizes n x n que tém determinante igual a 1)

é uma hipersuperficie de classe C* em R™. M é um grupo relativamente a multiplicagdo de
matrizes, conhecido como o grupo unimodular de R™.

O espaco tangente T;(M) de M no ponto I é o subespaco de dimensdo n?2 — 1 de R™ formado
pelas matrizes n x n de trago nulo, pois grad(det(I)) = I e, portanto,

qu G = qu_tragox_o} a

i,j=1

M = {XERT‘Z

Observacao 9.3. Toda hipersuperficie M ¢ R™*', sendo localmente o grafico de uma fungéo
xi = E(X1,..., X1, Xi41,---,Xnp1) = &(x¥), de n variaveis, é também localmente a imagem
inversa f~'(0) do valor regular 0 da fungéo f(x) = x; — &(x*), definida no aberto V ¢ R™"! tal que
VN M é o grafico de &, pois %(x) =1lparatodoxcV e f1(0) ={x € V|xi=E&(x*)} =VNM.
' n-+1
Para isso, estamos supondo V = HI,-, onde cada [; € um intervalo aberto, e U = HI)- €o
j=1 j#

dominio da fungao &.

Mas nao é verdade que toda hipersuperficie M c R™! seja globalmente a imagem inversa de
um valor regular, pois se M = f~'(c), a aplicagdo ¢ = gradf : M — R™*! fornece um campo
continuo de vetores normais nao-nulos ao longo de M, uma vez que ¢(p) = grad f(p) L v para
todo v € T,M. As hipersuperficies que admitem um campo continuo de vetores normais nao-
nulos ¢ : M — R™1 chamam-se hipersuperficies orientaveis. Mas nem toda hipersuperficie
em R™*1 é orientavel, como a faixa de Mobius em R3 (ver §14, Cap. V).

Portanto, existem hipersuperficies em R™' que ndo sédo globalmente a imagem inversa de um

valor regular.

Lema 9.1. Sejam X c R™, K ¢ R* compacto, f : X x K — RP continua e c € RP. Sef'(c) é
o grafico de uma aplicagdo & : X — K (isto &, para todo x € X existe um tnicoy = &(x) € K tal
que f(x, &(x)) = c) entao & é continua.

Prova.
Dado xo € X, seja yo = &(xo) € K e seja {x.} uma sequéncia de pontos de X tal que x,, — xo.
Queremos provar que lim &(x.) = yo.

n—oo

Como a sequéncia {&(xn)} € limitada, pois &(x,) € K para todo n € N, basta mostrar que toda
subsequéncia {&(xn) nen CONvergente em R* tem limite yo.
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Seja N’ C N tal que IirQ &(xn) = vy. Entdo y € K, pois K € compacto. Além disso, como f é
neN’
continua e f(x,, &(x,)) = c paratodon € N, temos ¢ = Iirg f(xn, &(xn)) = f(x0,Y).
neN/

Logo f(xo,y) = f(x0,yo) €, portanto, pela unicidade, y = yo. g

Observacao 9.4. Supondo K apenas limitado, o lema acima nem sempre é vélido. Por exem-
plo, seja f : R x [0,1) — R a fungdo continua definida por f(x,y) = (x* 4+ y?)(ye™ — 1). Entao,
para cada x € R, existe um Unico y € [0, 1) tal que f(x,y) = 0, pois se x = 0, entdo y = 0, uma
vezquel1¢€[0,1),esex#0,y=e™e(0,1).

Logo f~'(0) é o gréafico da fungdo & : R — [0,1) dada por £(0) =0 e &(x) = e ™, se x € R—{0},
gue nao é continua em x = 0.

No teorema abaixo, representaremos os pontos de R™"' por pares (x,y), onde x € R™ e
y e R.

Teorema 9.3. (Teorema da Fungao Implicita)

Seja f : U — R uma fungdo de classe C*, k > 1, definida num aberto U c R™'!. Seja
of
p = (xo0,y0) € U talquef(p) =ce @(p) # 0.

Entao existem uma bola aberta B = Bs(xo) C R™ e um intervalo aberto ] = (yo — €,yo + ¢) tais
queBxJcUef'(c)N (B x]J)éo gréfico de uma funcdo & : B — ] de classe Ck (isto é, para
todo x € B existe um unicoy = &(x) € ] tal que f(x,y) =c).

Para cada x € B, tem-se:

of
aa B 787)(1()()6()()) .
a(x)_—af , i=1,...,n
1 (% E(x)
Y

A funcdoy = &(x) diz-se definida implicitamente no aberto U x | pela equacao f(x,y) = c.
Cn41 A f_l (C) Rﬂ
| .
g N
J = U

¥

- PN
To R

C4

Fig. 14: Fungao y = &(x) definida implicitamente no aberto U x J.

174 Instituto de Matematica UFF



O teorema da fungao implicita

Prova.

Suponhamos que :;C(xo,yo) > 0. Como aa; : U — R é continua, existem &’ > 0 e ¢ > 0, tais

queB’'xJclUe g;(x,y) > 0 para todo (x,y) € B’ x J, onde B’ = Bs/(x0) € ] = (Yo — €, Yo + €).

Entdo, para todo x € B’, a funcado y ~—— f(x,y) é estritamente crescente no intervalo
T =[yo— €,Yo + €]l. Como f(xo,Yo) = c, temos que f(xo,yo — &) < c € f(xo, Yo+ €) > c.

Pela continuidade de f, existe 0 < & < &' tal que f(x,yo — ¢) < c e f(x,yo + €) > c para todo
x € B = Bs(xo). Entao, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe, para cada x € B, um unico
y=2¢&(x) e talque f(x,y)=c.Llogo y=&(x)eJ e flc)nBxJ)=f'c)Nn(Bx]J) éo
grafico de uma fungao ¢ :B — ] a qual, pelo lema anterior, € continua.

Mostraremos agora que, em todo ponto x € B, existem as derivadas parciais de &.

Seja x € B etome k =k(t) = &(x + te;) — &(x). Entdo,
E(x+tey) =&(x)+k e f(x+te,&(x) +k)=1f(x,E&(x)) =c,

para todo t € (—dy, dy), onde &, foi escolhido de modo que x + te; € B para todo t € (—dy, do).

Pelo Teorema do Valor Médio, para todo t € (—d,, do), existe 6 = 0(t) € (0,1) tal que:
0 = f(x + tey, &(x) + k) — F(x, &(x)) = - (x + Btes, £(x) + OK)t + o (x + Btey, &(x) + Ok,

aXi ay
Logo,
of
E,(X _|_ tei) _ E,(X) k TXI(X + etei, E(X) ‘I— Gk)
t t O btey £(x) + 0K).
dy
Pela continuidade de &, lirr(l)k(t) = 0. Entao, pela continuidade das derivadas parciais de f, a
derivada parcial %(X) existe e é igual a
' of
aa B Tm(x’ E»(X))
g(x) =7 ()
' af(x, &(x))
Y

paratodoi=1,...,n.

Como f é de classe C' e & é continua, temos, por (l), que aaa

I é continua paratodoi=1,...,n,
i

ou seja, & é de classe C'.
Suponhamos, por inducgéo, que se f é de classe C*!, entdo & é de classe C* ', k —1 > 1.

Seja f € Ck. Entao & é de classe C*' e as derivadas parciais de f sdo de classe C*'.

Assim, por (l), % é de classe C*' paratodoi=1,...,n, ou seja, & é de classe C*. g
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Observacao 9.5. No teorema da fungéo implicita, ndo ha nada especial a respeito da ultima
variavel. Ou seja, vale o seguinte resultado:

Seja f : U — R uma fungdo de classe C* definida no aberto U Cc R™"'. Se um ponto p =

P of . - .
(x?,...,xﬂﬂ)eUeta/quef(p):ceg(p)%Oparaalgum1:1,...,n+1,entaoex15tee>0
n+1 ' n+1
talque V=]](x—e,x0+¢e) cUeumafungdo&:B= J] (xX—e,xp+e) — (x)—e,x0+¢)
- b
de classe C* cujo grafico é f~'(c) NV, ou seja, o conjunto f~'(c) NV é dado por:
{1, xng1) € R (Xq, 000 %401, X1y« «« Xng1) € B @ E(X, 000, X1, X1y -+ vy Xng1) = X4}
Além disso, y
aE, aixj(xl)-")Xif'l)a(X*))xiJr])"')XTL+])
g(x):_ of )
) ai(x'l)"')Xifha(X*)aXi-i-]»'"aXTl—H)
Xi
paratodox e Betodoj=1,....n+1, j#£i0ndex* = (X1,...,Xi1,Xitly--+)Xnt1)-

Corolario 9.1. Seja f : U — R uma fungéo de classe C*, k > 1, no aberto U c R, Se
& : W — R é continua no aberto W C R™ com (x, &(x)) € U, ;j(x, &(x)) #0ef(x,&(x)) =c
para todo x € W, entao & é de classe Ck.

Observacao 9.6. No corolario acima, ndo basta supor que ¢ é um valor regular de f. Por
exemplo, seja a fungédo f : R> — R de classe C>®, dada por f(x,y) = x —y>. Entédo, como
gradf(x,y) = (1,—3y?), todo ¢ € R é valor regular de f, mas a fungdo continua & : R — R,
dada por &(x) = V/x, satisfaz f(x, &(x)) = 0 para todo x € R e nao é diferenciavel na origem.

Observe que glj(x, 0) = 0 para todo x € R.
Prova.
(do Teorema Global da Funcao Implicita)

Sejap € f'(c). Como gradf(p) # 0, existe i € {1,...,n + 1} tal que aa;_ (p) # 0. Logo, pelo

teorema da fungao implicita, existe um aberto V.c R™'talquep € Ve VNf'(c) é o grafico de

uma fungao de classe C* definida num aberto de R™. Entdo M = f~'(c) é uma hipersuperficie
de classe Ck.

Seja v € T,M. Entdo existe uma curva A : (—e,¢) — M diferencidvel em t = 0 tal que
A0) =p eA(0) =v. Logo df(p)v = (foA)’(0) =0, pois f(A(t)) = c paratodot € (—¢, ¢). Assim,
(gradf(p),v) = O para todo v € T,M, ou seja, T,M <C [gradf(p)]* e, portanto,
T,M = [grad f(p)]*, pois dimT,M =dim(gradf(p)]* =n. g
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10 Multiplicador de Lagrange

Seja M c R™' uma hipersuperficie de classe C*, k > 1, contida num aberto U ¢ R™*', e
f: U — R uma fungao de classe Ck.

Os pontos criticos de f : U — R sao, como ja definimos anteriormente, os pontos x € U
tais que grad f(x) = 0, ou seja, g—i(x) = 0 para todo v € R™'. Isto equivale a dizer que
(foA)(0) = 0 para todo caminho A : (—¢, ¢) — U diferenciavel em t = 0 tal que A(0) = x.

Por analogia, daremos a seguinte definicao:

Definicao 10.1. Dizemos que p € M é um ponto critico de f[y se (f o A)’(0) = 0 para todo
caminho A : (—¢,e) — M diferenciavel em t = 0 com A(0) = p. Isto significa que g—i(p) =0
para todo v € T,M, ou seja, p € M é um ponto critico de f|m se, e s6 se, (grad f(p),v) = 0 para
todo v € T,M, ou ainda, se, e somente se, o vetor grad f(p) € normal a hipersuperficie M no

ponto p.

Observacao 10.1. Se p € M é um ponto de maximo ou de minimo local de |y, entdo p
€ um ponto critico de f|M, pois para toda curva A : (—e¢, e) — M diferenciavel em t = 0 com
A(0) = p, 0 é ponto de maximo ou de minimo local da fungao real foA : (—e¢, ¢) — R e, portanto,
df(p)v = (foA)'(0) = 0.

Observacao 10.2. Todo ponto critico de f em U que pertence a M é um ponto critico de f|a,
pois, neste caso, grad f(p) = 0 e, portanto, (grad f(p),v) = 0 para todo v € R™!.

Mas pode existir um ponto critico de f|y1 que nao é ponto critico de f em U, isto €, no qual grad f
nao se anula.

Exemplo 10.1. Sejam f: R? — R a fungao de classe C* dada por f(x,y) =y,e M =S' =
{(x,y) € R?|x%?+y? = 1}. Entao f nao possui ponto critico, pois grad f(x,y) = (0,1) # (0,0) para
todo (x,y) € R% Mas (0,—1) e (0, 1) séo pontos criticos de f|a, pois (0,—1) é o ponto de minimo
e (0,1) & o ponto de maximo de f|j.

Em geral, se a hipersuperficie M c R™"' é compacta, entdo f|, admite pelo menos dois pontos
criticos: os pontos onde f|y assume seus valores maximo e minimo.
Teorema 10.1. (do Multiplicador de Lagrange)

Sejam ¢ : U c R™'" — R uma fungdo de classe C*, M = ¢~ '(c), onde ¢ € ¢(U) é um valor
regular de ¢, e f : U — R uma fungao de classe C*. Um pontop € M é ponto critico de f{|M
se, e sO se, existe um numero real A € R tal que gradf(p) = A grad @(p).
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Prova.
Para todo ponto p € M, temos T,M = [grad ¢(p)]+, pois M é uma hipersuperficie de nivel
de ¢. Além disso, p € ponto critico de f|um se, e s6 se, grad f(p) L T,M.

Como T,M C R™"' é um subespaco vetorial de dimensao n, temos que p € M é ponto critico
de f|m se, e s0 se, grad f(p) € um multiplo de grad ¢ (p).

A pesquisa dos pontos criticos de f|y, reduz-se, portanto, a resolver o sistema de n + 2

equacoes

of 4 09 .

aixl(p)_)\axl(p)) 1_1)"'»11—1_1)

o(p)=c,
nas n + 2 incognitas A, x1, ..., xn1, onde p = (x1,...,xnq1). O nUmero A chama-se o multiplica-
dor de Lagrange.

Observacao 10.3. A condicao gradf(p) = A grad ¢(p) significa que a hipersuperficie M é
tangente a hipersuperficie de nivel de f que passa pelo ponto critico p da fungao f|y.. No caso
em que se podem esbocar as superficies de nivel da fungao f, esta observacao auxilia a localizar
0s pontos criticos (ver exemplo abaixo).

Observacao 10.4. Quando a hipersuperficie M ndo é dada como imagem inversa ¢ ' (c)
de um valor regular, os pontos criticos de f|yp sd0 simplesmente os pontos p € M nos quais
grad f(p) é normal a M, ou seja, grad f(p) L v para todo v € T,M.

Exemplo 10.2. Seja f : R? — R a fungéo de classe C* dada por f(x,y) = ax + by, com
a’+b%2#£0,esejaS'= ¢ '(1),onde ¢ : R? — R é dada por ¢(x,y) = x> +y?2. Como 1 é valor
regular de ¢, 0os pontos criticos de f|s1 sao os
pontos (x,y) € S' onde gradf(x,y) = (a,b)

e grad ¢(x,y) = (2x, 2y) sdo multiplos. Entao ( » i )
(a,b) =A(x,y) € x2+y2=1. Isto nos da GV 4
Va2 + b2 Va2 + b2 v
OU b )
e & ey P
Va2 4 b2 Va2 412
Nestes pontos, f|s1 assume, respectivamente,

Fig. 15: Pontos criticos de flg1.

seu valor maximo igual a v/ a? + b2, e seu va-
lor minimo igual a —v/ a? + b2, pois

f(x,y)] < va?+b?paratodo (x,y) € S'.
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Exemplo 10.3. Dados uma hipersuperficie M ¢ R™' e um ponto b € R™' tal que b ¢ M,
determinar o ponto p € M mais proximo a b. No caso em que M ¢é fechada, um tal ponto sempre

existe.

Consideremos a fungdo f : R™"' — {b} — R de classe C* dada por f(x) = |x — b||.
pontos onde f|p assume seu valor minimo, caso existam, estao entre os pontos criticos de flM,
isto é, entre os pontos x € M onde gradf(x) € normal a M. Como gradf(x) = H, pois
%(x) ’T EH , paratodoi=1,...,n, os pontos criticos de f|, entre os quais se encontram

os pontos de M situados a uma distancia minima do ponto b, sdo os pontos x € M tais que
x —b énormala M.

o e

Fig. 16: x — b é normal a M.

Exemplo 10.4. Seja A : R* — R™ uma transformagéo linear autoadjunta, isto &, (Ax,y) =
(x, Ay) para quaisquer x,y € R™. Isto equivale a dizer que a matriz (a;;) de A com respeito a
base canonica é simétrica, pois ay = (Aej, ei) = (Aey, ;) = aji.

Um namero real A é um autovalor de A quando existe um vetor y € R™ — {0} tal que Ay = Ay. E
0s autovetores associados ao autovalor A sao os vetores x € R™ tais que Ax = Ax.

Em geral, uma transformacao linear A : R* — R™ nao precisa ter autovalores reais, como a
rotacao de angulo 6 € (0, 7t) no plano.

Afirmacao: Se A : R™ — R™ é uma transformacao linear autoadjunta, entao existe uma base
ortonormal de R™ formada por autovetores de A.

De fato, seja f : R" — R a forma quadratica dada por f(x) = (Ax,x) ou, em termos de

coordenadas, f(x Z ayxix;.
i,j=1

Para determinarmos uma base ortonormal de autovetores de A estudaremos os pontos criticos
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de f na esfera unitaria S*' ¢ R™. Como S™' = ¢~ '(1), onde 1 é valor regular da fungao

o(x) = (x,x), temos que x € S~ é um ponto critico de f|s. 1 se, e sb se, os vetores grad f(x)

e grad ¢(x) = 2x sdo multiplos. Sendo aa—f(x) = ZZ aijXxj, temos que grad f(x) = 2Ax. Logo
j=1
os pontos criticos de f|sn—1 S0 0s pontos u € S™! tais que Au = Au e, num tal ponto, temos

f(u) = (Au,u) = A, pois (u,u) = 1.

Xi

Provamos, assim, que dada a forma quadratica f : R™ — R, f(x) = (Ax,x), onde A : R* — R"
é autoadjunta, um ponto u € S™ ' é um ponto critico de f|sn—1 Se, e sO se, Au = Au, onde
A = f(u). Ou seja, A = f(u) é um autovalor de A e u é um autovetor de norma 1 associado ao
autovalor A.

Em particular, se A; € o valor maximo de f no compacto S™' atingido no ponto u; € S™', entao
A1 € 0 maior autovalor de A e Auq = A\ju;.

Seja E = {x € R"|(x,u;) = 0} o complemento ortogonal do vetor uy. Se x € E, entdo (Ax,u;) =
(x, Auy) = A\ (x,uq) = 0. Logo A(E) C E e, portanto, por restricdo, obtemos uma transformagao
linear autoadjunta A : E — E.

Seja A, o valor maximo da forma quadratica f entre os vetores unitarios pertencentes a E, e seja
u; € E tal que [uy] =1 e f(uy) = A,. Entdo A, € um autovalor de A e Au, = A u,.

Prosseguindo desta maneira, obtemos uma base ortonormal de R™, {u;,uy,...,u,}, formada
por autovetores de A.

Exemplo 10.5. A média geométrica de n nimeros reais positivos x, ..., x, € menor do que
ou igual a méedia aritmética destes numeros, isto &,

X1+ ...+X%
VX1 Xn §¥,
n
e aigualdade vale se, e s6 se, x; = ... = xq.
De fato, sejam x;,...,x, n nUmMeros reais positivos, f : R™ — R a funcao de classe C* dada
por f(ys,...,Yn) =Y1+..."Yn € C=X1+ ...+ Xn.

Vamos determinar o valor maximo de f na hipersuperficie
Mc:{(yh'-')yn) eRn|y1+---+yn:C> Ui >Oa--')yn>o}-

Consideremos o aberto U = {(y1,...,yn) € R*y; >0,...,yn. > 0}eafuncdao ¢ : U — R de
classe C* dada por ©(y1,...,Yn) =Y1+ ...+ Yn.

Entao ¢ '(c) = M. é uma hipersuperficie de classe C* de R™, pois grad ¢(y) = (1,1,...,1) #
(0,0,...,0) paratodoy € U.
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Como M. é compacto, pois M. C [0,c] x ... x [0, c], existe z € M, tal que f(z) é o valor maximo
de flg;. . Entdo z € M, pois f(y) =0 paratodoy € M. — M. e f(y) >0 paratodoy € M..

Sendo aaxj (y) = H yj, para todo i = 1,...,n, temos, pelo método do multiplicador de La-
1 i1
£
grange, que gradf(z) = A grad o(z) = (A,...,A). Entdo z;+... 4z, =c,zi >0 e Hz,- = A,
jA
paratodoi=1,...,n.
Afirmacéo: Se z1,...,zn € R—{0}e | zy=Aparatodoi=1,...,n, entdoz =... = z,.
ji=1
i #£1

Vamos provar esta afirmagao por indugao sobre n.

Sen=2,éclaroque z; = z;.

Suponhamos o resultado valido paran —1, n —1 > 2. Sejam z4,...,z, n nUMeros reais nao-
n
nulos tais que ] z = A paratodoi = 1,...,n. Como, para todos i,i’ € {1,...,n — 1},
j=1
j A1
n n n—1 n—1
i#i, [[ z= ] z.eza#0.temos [] zs= ][] - Logo, pela hipétese de indugao,
j=1 j=1 ji=1 ji=1
j#L j £ j£i Y
z1=...=2zn 1. Além disso, z; = z, POIS 2123 . ..2Zn 1 = 2223 ...Zn 1Zn.
Entdao z; =z, = ... =z, 1 = z,, provando a afirmacao.
C
Comozi+...+z, =c, temos z; = =Zn =
c\™ . .
Logo f(x1,...,xn) < f(z1,...,2n) = (E) , POIS (X1,...,%Xn) € M. Assim,
X1+ ... Fxn\ "
K < ()
n
ou seja,
X1+...+x%x
VX1 X0 < AT T ,
n
para quaisquer numeros reais positivos x1, ..., x,, € a igualdade vale se, e s6 se, x1 = ... = xn.
]
Exemplo 10.6. (Desigualdade de Hadamard)
Se X é uma matriz n x n cujas linhas sao os vetores X; = (xi1,...,Xin), €NtA0
[det X| < [IXq] ... X,

onde || || € a norma Euclidiana.
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Se det X = 0, a desigualdade ¢é evidente. Se detX # 0, entdao todos os vetores-linhas sdo nao-
. s Xi . ~
nulos. Neste caso, podemos considerar os vetores unitarios W; = X i=1,...,n. Entao,
como X; = ||X;||W;, temos que det X = || X]| ... | X/ det W, onde W é a matriz cujas linhas sao
os vetores unitarios W;, ..., W,.. A desigualdade ficara provada se mostrarmos que |detW/| < 1.

Mais geralmente:

Afirmagéo: Se W = (wy;) é uma matrizn x n tal que ) wj =n entdo |detW| < 1.
i,j=1

De fato, sejam f,¢ : R™ — R as funcdes de classe C>® dadas por f(X) = detX e

@(X) = Z(xﬁ)z. Entdo, para todos i,j = 1,...,n, aaxq_)]_(X) = 2x; € ai:(X) = (=1)" Xy,
ij=1 k t
onde X j € o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1), obtida de X pela omissao da i—ésima

linha e da j—ésima coluna.

Assim, para todo n € N, ¢~'(n) = M é uma hipersuperficie compacta de classe C* em R™.
Mais precisamente, M é a esfera em R™ de centro na origem e raio y/n.

Entao, pelo método do Multiplicador de Lagrange, uma matriz W = (wy;) € um ponto critico de

flm se, e so se, Z wfj =mn e grad f(W) = A grad ¢ (W) para algum A real, ou seja,
i,j=1

(—] )H—j W[i,j] = 2}\Wij y (*)
para quaisqueri,j=1,...,n.

Multiplicando por w;;, somando e levando em conta a expansdo de um determinante em relagéo
as entradas de uma linha, temos:

ndetW:i(— DWWy ZAZW =2A\n.

ij=1 1,j=1

Logo detW = 2A.

Multiplicando agora (x) por wl], fixando i e somando em relacao aj, obtemos
detw = Z 1wy Wy _27\Zw (detW) Zw

j=1 j=1
Se W é uma matriz onde ﬂM atinge seu valor maximo ou minimo, entao detW # 0 e, pela
igualdade acima, [|X||* = Z wj =1paratodoi=1,...,n,ou seja, os vetores-linha tém norma

j=1
igual a 1.

Multiplicando (%) por wk], k # i, e somando em relagao aj, temos:

Z( ] )H_] Wk) 2}\ Z Wk]Wl] Wk, Wl> .

=1
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Logo (Wi, W;) = 0 para k # i, pois Z 1" wisWpy = 0, por ser o desenvolvimento, em

relacdo a i—ésima linha, do determlnante de uma matriz com duas linhas (a i—ésima e a
k—ésima) iguais a W.

Assim, todo ponto W € M onde f|y, atinge seu valor maximo ou minimo € uma matriz cujas
linhas sdo vetores unitarios dois a dois ortogonais, ou seja W € uma matriz ortogonal. Logo
detW = 41, se W é um ponto de maximo, e detW = —1, se W é um ponto de minimo. Entao

—1 < detW < 1 paratodo W € M, ou seja, —||Xi||...[|[Xn] < detX < [|Xq]...[|Xn] para toda
matriz X.
E a igualdade [detX| = ||Xq||...||Xx|| ocorre se, e s6 se, Xj,...,X,, s@o vetores dois a dois

ortogonais, no caso em que det X # 0.

Observacao 10.5. O valor absoluto de det X é o volume do paralelepipedo n—dimensional
determinado pelos vetores-linha X, ..., X,, da matriz X. Assim, a desigualdade de Hadamard
significa, geometricamente, que se mantivermos constantes (nao-nulos) os comprimentos des-
ses vetores, | det X| torna-se maximo quando eles forem 2 a 2 ortogonais e, neste caso, o volume
do paralelepipedo é o produto ||X;]| ... [|X.|| dos comprimentos de suas arestas.
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