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Capitulo 4

Aplicacoes diferenciaveis

1 Diferenciabilidade de uma aplicacao

Definicao 1.1. Uma aplicagdo f : U — R™, definida no aberto U ¢ R™, é diferenciavel no
ponto a € U quando existe uma transformacao linear T : R™ — R™ tal que, para todo v € R™,
coma-+ve U, tem-se

fla4+v)="Ff(a)+Tv+r(v), (%)
onde lim rv) =0.
v—0 ||v||
Seja a aplicacao p : Uy — R™, dada por p(v) = ﬂ sev # 0, e p(0) = 0, onde

={veR™|a+v e U} éum aberto que contém a origem. Entao f é diferenciavel no ponto a
se, e soO se, Iirrg) p(v) =0, ou seja, p é continua na origem.
v—

Observacao 1.1. O fato de uma aplicagéo ser ou nao diferenciavel num determinado ponto
independe das normas tomadas em R™ e R™.

Observacao 1.2. Toda aplicagéo diferenciavel no ponto a é continua neste ponto, pois

limf(a+v) =f(a)+ I|m Tv+ I|m

v f(a).
lim ” || vl =

Definicao 1.2. Seja f : U — R™ uma fungéo definida num aberto U ¢ R™. A derivada
direcional de f num ponto a € U, relativamente a um vetorv € R™, é o limite
ﬁ(a) _lim fla+tv) —f(a)

ov t—0 t

e R™,
quando tal limite existe.
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Seja 6 > 0 tal que o segmento (a — dv, a + 6v) esta contido em U e considere o caminho
retilineo A : (—9,8) — U, dado por A(t) = a + tv. Entdo g—i(a) € o vetor velocidade do caminho
foA:(—6,0) — R™no instante t = 0, pois

(foA)(0) = lim FoAD = FoMO) _ o flattv) —fla) _ of

t—0 t t—0 t o a

(a).

%'If_{u']

R?H
- T

Fig. 1: Derivada direcional de f em a relativamente a v

Sef=(f,...,f.) entao

of | 0fy ofn
S (@) = (31, ..., S ().
L s - of
Quando v = e; € 0 j—ésimo vetor da base canodnica de R™, escrevemos g(a) em vez de
j
of .
—(a). Assim
3¢, (a). Assim,

of of of
a—xj(a) = <axj(a)’”"6xj(a)>'

Observacao 1.3. Seja f diferenciavel no ponto a. Entdo, paratodov € R™ e parat € R
suficientemente pequeno,
fla+tv) —f(a) =T(tv) + p(tv)|tv]],

com ilrrg) p(tv) =0. Como T(tv) =tTv e |[tv| = [t|||v], temos que
—

lim fla+ tv) —f(a)

t—0

=Tv £ limp(tv)|v|| =Tv,

t—0
Logo Tv = %(a). Em particular, obtemos que a transformagao linear que satisfaz (x) € Unica.
Esta transformagao, designada por f'(a) ou Df(a), € chamada a derivada de f no ponto a.
Paran =1, a derivada f’(a) € a diferencial df(a) estudada no capitulo anterior.
Definicao 1.3. A matriz n x m da transformacéo linear f'(a) : R™ — R™, em relagéo as

bases candnicas de R™ e R™, € chamada a matriz Jacobiana de f no ponto a e é indicada pela
notacao Jf(a).

As m colunas da matriz Jacobiana Jf(a) sao os vetores

f'(a)e; of (a) = <af1(a),... af“(a)) e R™.

= % x; o
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Diferenciabilidade de uma aplicagao

Assim, Jf(a) = (gii(a)) onde fy,...,f,: U C R™ — R sdo as funcoes-coordenada de f.
j
Como, para todo v = (oq,..., m) € R™,

of
V_Za,(] ' (i1 el Zax’ )

e, como f(a+v) = f(a) + f'(a) v+ r(v), obtemos que

fila+v) Z a)oy +Ti(v),
para todo i = 1,...,n. Entdo I|m HE’II) = 0, paratodoi = 1,...,n, uma vez que r(v) =
(r1(v),...,ta(v)) € I|m T II) 0. Ou seja, se f é diferenciavel no ponto a, entdo cada fungao-
coordenada de f é dlferenC|aveI noponto ae f'(ajv = (dfi(a)v,...,df,(a)v).

Reciprocamente, se cada fungdo-coordenada de f € diferenciavel no ponto a, temos que

fla+v) =fila)+ Y (a)oy+milv),

- 0x;
! ”(T') 0,paratodoi=1,...,n.
Assim, se T(v) = (r1(v), ..., Tn(v)),
_ SECITPRIE oL
fla4+v)="f(a) + (5_1 axj(a)oc],...,j; % (a)oc,) +1r(v),
com I|m rv) = 0. Logo f é diferenciavel no ponto a e

o [[vI|

f'(a)y = ( MNia Z by ) (dfr(a)y, ..., dfu(a)V) .
j=1 !

Com isto, provamos o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Aaplicacdo f: U c R™ — R™ é diferencidvel no ponto a € U se, e s6 se, cada
uma de suas fungbes-coordenada f; : U — R, 1 = 1,...,n, é diferenciavel no ponto a. Neste
caso,

f'(a)v = (df{(a)v,...,df (a)v),

para todov € R™,

M ). 2% (4)) da ma-
0x1 0Xmm

triz Jacobiana Jf(a) € a matriz 1 x m da diferencial, dfi(a) : R™ — R, da i—ésima funcao-

Observacao 1.4. Para cada i = 1,...,n, a i—ésima linha (

coordenada f; de f em relacao a base candnica de R™.

J. Delgado - K. Frensel 187



Andlise

Corolario 1.1. A aplicacdo f = (g,h) : U ¢ R™ — R™ x RP, dada por f(x) = (g(x), h(x)), é
diferenciavel no ponto a € U se, e soO se, as aplicagoes coordenadasg:U — R eh:U — RP
sao diferenciaveis no ponto a. Neste caso, f'(a) = (g’(a),h/(a)) : R™ — R™ x RP,

Prova.
Basta observar que as fungdes-coordenada de f sdo as fungbes-coordenada de g seguidas
das fungbes-coordenada de h. g

Observacao 1.5. Sejaf: U ¢ R™ — R™ uma aplicagéo diferenciavel no ponto a € U. Se

A:(—¢,¢) — U é um caminho qualquer diferenciavel em t = 0, com A(0) = a e A’(0) = v, entao
Flajv =2t (a) = (FoA)'(0).

_ ot

De fato, pela observacao 3.9 do capitulo 3, temos que (f;oA)’(0) v (a),paratodoi=1,...,n.
Logo, como
= O () — (31 Ofin
flay = <(a) = (31(a), .., S2(a)),
temos que
f'la)v = ((f10A)'(0),..., (fnoA)(0)) = (f o A)'(0),

Definicao 1.4. Dizemos que uma aplicagéo f : U ¢ R™ — R™ é diferenciavel no aberto 1l
quando é diferenciavel em todos os pontos de U. Neste caso, fica definida a aplicacao derivada
U — L(R™ R,
gue associa a cada ponto x € U, a transformacao linear f'(x) : R™ — R", derivada de f no
ponto x. Fica também definida, para todo v € R™, a aplicacao % : U — R™, cujo valor num

ponto x € U é a derivada direcional %(x) =1f'(x)v.

Observacao 1.6. O espaco vetorial £L(R™R") das transformacdes lineares T : R™ — R™
possui uma norma natural, dada por:
TN = sup{ (ITC [x[] = T}

Se identificarmos L£(R™;R™) com R™", fazendo corresponder a cada transformacao linear
T:R™ — R™ sua matriz em relacao as bases canonicas de R™ e R™, as fungbdes-coordenada
de uma aplicacao ¥ : X — L(R™ R"), definida num conjunto X C RP, sao as mn fungoes
Py : X — R tais que, para cada x € X, Py(x) € a (i,j)—entrada da matriz da transformagéo
linear P(x).

Resulta, entdao, do teorema 6.11 do capitulo 1, que uma aplicagcao ¢ : X — L(R™R") é
continua se, e s6 se, cada uma das fungdes 1;; : U — R é continua.
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Diferenciabilidade de uma aplicagao

Também, pelo teorema 1.1 acima, uma aplicagao ¢ : U — L(R™;R"™) € diferenciavel no ponto
a € U se, e s se, cada uma das fungdes ¢i; : U — R € diferenciavel no ponto a.

Teorema 1.2. Seja f : U — R™ uma aplicacdo definida no aberto U c R™. As seguintes
afirmacgées sdo equivalentes:
(1) f é diferenciavel e a aplicacao derivada ' : U — L(R™ R"™) é continua;

(2) As fungbes-coordenada f,,...,f, : U — R da aplicacado f possuem derivadas parciais
: U — R continuas;

ax]
(3) Para cadav € R™, existe a derivada direcional (%) (x) em todo ponto x € U e a aplicacao

of
3 : U — R™ é continua.

Prova.

(1)==(2) Por serem as derivadas parciais g—:i as funcdes-coordenada da aplicagao f'.

j
(2)=—=(1) Pelo teorema 3.2 do capitulo 3, (2) implica que cada funcao-coordenada f; & dife-
renciavel e, portanto, f € diferenciavel pelo teorema 1.1 acima. Além disso, f’ é continua, pois

of;
suas fungdes-coordenada, I , S40 continuas.
)

(2)=—(3) Sejav = («1,...,x,) € R™, Pelo provado acima, f é diferenciavel. Entao

Z 6x]

y fi f f
Como cada fungao-coordenada, gx de :7 é continua, temos que a% € continua para todo
) ) )
j=1,...,m. Logo, paratodov € R™, % : U — R™ é continua.

(3)=(2) Tomando v = e;, temos, por hipétese, que a derivada parcial % U — R"existe e é
)
continua, paratodoj=1,..., m.

Logo, cada uma das fungdes-coordenada % : U — R existe e é continua . g

j
Definicao 1.5. Dizemos que uma aplicagdo f : U — R™ é de classe C' no aberto U ¢ R™
qguando f cumpre uma das (e portanto todas as) condi¢coes do teorema acima.

Em particular, f € C' se, e sé se, cada uma das suas fungdes-coordenada é de classe C'.
Definicao 1.6. Dizemos que uma aplicagdo f : U — R™, definida no aberto U c R™, é

duas vezes diferenciavel no ponto a € U quando f é diferenciavel em U e satisfaz as condicoes
abaixo:
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(1) A aplicagao derivada ' : U — L(R™; R") é diferenciavel no ponto a;
(2) Cada derivada parcial ? : U — R é diferenciavel no ponto q;

Xj

(3) Para cada v € R™, a aplicagao derivada direcional of : U — R™ é diferenciavel no ponto a.
ov

Como no teorema 1.2, podemos mostrar que as trés condicoes acima sao equivalentes.
Entao, f satisfaz a uma delas se, e so se, satisfaz a todas. Assim, f & duas vezes diferenciavel
no ponto a se, e s6 se, cada fungao-coordenada f; € duas vezes diferenciavel no ponto a.

Definicao 1.7. Quando f: U — R™ é duas vezes diferenciavel no ponto a € U, sua derivada
segunda no ponto a é a aplicagao bilinear
f’(a) : R™ x R™ — R™,

cujo valor no ponto (v,w) € R™ x R™ é o vetor
/ 0 s of
f’(a) - v-w=— <

" )(a)ER“.

ow

Escrevemos Canl (a) em vez de o (ﬁ> (a)
ovow ov \ow '

Sev=(a1,...,m)€W=(B1,...,Rm), NtA0

m m 2
Fla)vew= o (5) (@) = o (“ iﬁk) (@)= 3 5o 0 Bros,

é o vetor de R™ cujas coordenadas sao:

m

f'(a) - v-w=

Pelo teorema de Schwarz para fungdes, segue que f!'(a) -v-w = f/(a) - w - v para todo
i=1,...,n. Logo,
f"(a)-v-w="1"(a) - w-v,
ou seja,
0%f 0%f
ow 6v(a) v aw(a)
quando f: U — R™ é duas vezes diferenciavel no ponto a.

Isto prova o seguinte resultado:

Teorema 1.3. (Teorema de Schwarz para aplicacdes)

Se a aplicacao f : U — R™, definida no aberto U C R™, é duas vezes diferenciavel no ponto
a € U, entdo a derivada segunda f”(a) : R™ x R™ — R™ é uma aplicagcao bilinear simétrica.
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Diferenciabilidade de uma aplicagao

Observacao 1.7. Na realidade, a derivada segunda de uma aplicacdo diferenciavel
f:UcCR™— R™no ponto a € U é uma transformacao linear f”’(a) : R™ — L(R™ R"),
pois f"(a) = (f')'(a) e f' : U C R™ — L(R™ R"). Mas, como existe um isomorfismo natural
entre L(R™ L(R™ R™)) e 0 espaco L,(R™ R™) das transformacoes bilineares de R™ x R™ em
R™, que associa a cada transformacao linear T : R™ — L(R™ R™) a transformacao bilinear
T:R™x R™ — R™ tal que T(v,w) = (Tv)w, podemos considerar a derivada segunda como
sendo a transformacao bilinear f”(a) : R™ x R™ — R™ dada por

i o*fi(a) i 0*fi(a)
— 0x; 0x1 ) — 0X; 0Xm ) B
)= )=
f"la)(vyw) = ((f)(a)-v)-w=

i 0%fn(a) = 02fn(a) « | e
— ox; 0x1 £— 9x; OxXm m
)= )=

_ 0%f1(a) — ¢ 9%fa(a)

N ( 0x; 0x P ’ZZ 0x; 0x i P

k=1 k=1 j=1
B 92f(a)
o : an aX (X] Bk’
j k=1
como foi definida anteriormente, onde v = («1,...,am) €W = (B1,..., Pm).

Definicao 1.8. Dizemos que uma aplicagéo f : U — R™ é de classe C2 no aberto U ¢ R™
quando f é diferenciavel e sua derivada f': U — £(R™ R") é de classe C'.

Pelo teorema 1.2, isto equivale a dizer que parai = 1,...,nej = 1,..., m arbitrarios,
2

i -
——— : U — R das funcoes-
0x;j Oxyc

de f’ é de classe C', ou ainda, cada

existem e sao continuas as derivadas parciais de segunda ordem

. ~ of;
coordenada de f, ou seja, cada fungao-coordenada 3 L

Xk
funcdo-coordenada f; de f é de classe C2.
, , , . . . of ,
E também, f é de classe C? se, e sb se, a derivada direcional 3 U — R™ é de classe
C'paratodov e R™, .

Por inducao, dizemos que a aplicagcao f : U — R™, definida no aberto U ¢ R™, é
k—vezes diferenciavel no ponto a € U quando f € diferenciavel em U e a aplicagdo derivada
f': U — L(R™R™) é (k — 1)—vezes diferenciavel no ponto a, ou seja, para todo v € R™, a
derivada direcional % : U — R™ € uma aplicagao (k — 1)—vezes diferenciavel no ponto a, ou

. . .. 0f; - - . S
ainda, as derivadas parciais a—X‘ : U — R sao funcdes (k — 1)—vezes diferenciaveis no ponto a.
j
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Para verificar as equivaléncias acima, basta provar, por inducdao, que uma aplicacao
f:UcR™— R"™é k—vezes diferenciavel no ponto a € U se, e s se, cada fungao-coordenada
f; de f é k—vezes diferenciavel no ponto a.

Quando f : U — R™ é k—vezes diferenciavel no ponto a, definimos a k—esima derivada
(ou derivada de ordem k) de f no ponto a como sendo a aplicagao k—linear
fM(a):R™x ... x R™ — R,

cujo valor no ponto (vy,...,vi) € R™ x ... x R™é o vetor

fa) - vy v = a—kf(a) e R™.
a\)] a\)z a\)k

Como consequéncia do Teorema de Schwarz (ver observagao 7.2 do capitulo 3), a k—ésima
derivada f*)(a) é uma aplicacdo k—linear simétrica.

Por exemplo, se k =3, u = («q, ..., ) v=(p1,...,.Bm)e€W=_(V1,...,Ym), t€EMOS:
o3
(3) - o
fP'a) - w-v-w= E 3% 9% Oxx (@) Y Bj i

'L)_

Definicao 1.9. Uma aplicagdo f : U — R™, definida no aberto U ¢ R™, é de classe C*
quando é diferenciavel e sua derivada f': U — £(R™; R™) é uma aplicagdo de classe C*.

Pode-se provar, por indugdo, que uma aplicagcdo f : U — R™ é de classe C* se, e s se, cada
funcdo coordenada f; de f é de classe C*.

Assim, f é de classe C* se, e sb se, existem e sdo continuas em U todas as derivadas par-
ciais de ordem < k das fungdes-coordenada de f, ou ainda, para todo v € R™, a aplicacao

of
F U — R™ é de classe CK .

Para completar, dizemos que f € de classe C° quando f é continua, e é de classe C* quando
f e Ckparatodok=0,1,....

Observacao 1.8. Se f € C*entdo f € C~', paratodo k > 1.

Observacao 1.9. Quando v; = ... = v = v, 0 valor da aplicagdo k—linear f¥(a) na k—lista
(v,...,v) seraindicado f™(a)v¥.

Observacao 1.10. A aplicagdo f = (g,h) : U — R™ x RP dada por f(x) = (g(x), h(x)),
é k—vezes diferenciavel num ponto (ou de classe C* em U) se, e sb se, suas aplicagoes-
coordenadas g : U — R™ e h : U — RP sao k—vezes diferenciaveis neste ponto (ou de
classe Ckem U).
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2 Exemplos de aplicacoes diferenciaveis

Exemplo 2.1. Toda aplicagéo constante é de classe C* e sua derivada é nula.

Exemplo 2.2. Toda aplicagéo linear T : R™ — R™ é diferenciavel e T'(x) = T para todo
x € R™

De fato, como T(x +v) = Tx + Tv para todo v € R™, temos que r(v) = 0 e, portanto, Iirrg) TII(VVH) =0.
v—
Logo T’/(x) = T para todo x € R™ ou seja, a derivada T’ : R™ — L(R™ R") € constante. Em

particular, T € de classe C*.

Exemplo 2.3. Toda aplicagéo bilinear ¢ : R™ x R™ —; RP é diferenciavel e, em cada ponto
(a,b) € R™x R", sua derivada é a transformacao linear ¢’(a,b) : R™ x R™ — RP, definida por:
¢'(a,b)(v,w) = (v,b) + ¢(a,w).

De fato, como
e(a+v,b+w)=e@(a,b)+e(v,b)+olaw)+ @(v,w),

, v, W
basta mostrar que im 2w _
(vw)—=(0,0) [|(v, W)

Pela observacgao 6.43 do capitulo 1, existe uma constante ¢ > 0 tal que
o, W[ < c|[v]]s Iwl]s,

paratodov € R™etodow € R™ Logo, tomando a norma da somaem R™, R™ e R™ x R™, temos
v, wlls = Ivlls + lwlls,
e, portanto,

lev, Wl _ c[vlls [Iwls
v, wllls = lIvils + lIwlls

Entao lim M =0.
vw)—(0,0) [[(v,w)||s

<clvls-

Além disso, a aplicacao derivada
@ R™xR* — L(R™x R™RP)
(a,b) — ¢'(a,b),
é linear, pois
@'(a+Ad’,b+Ab')(v,w) = ¢@(a+Aa’,w)+ @(v,b+ Ab’)

= ¢(a,w)+Ap(a’,w)+ @(v,b) +Ap(v,b’)

= (¢'(a,b) +A@'(a’,b'))(v,w),
para todo (v,w) € R™ x R™. Entao, pelo exemplo anterior, ¢’ é de classe C* e, portanto, ¢ é
de classe C*.
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Assim, a derivada segunda ¢”(a,b) : (R™ x R™) x (R™ x R™) — RP de ¢ € dada por:
@"(a,b)((vi,w1), (va,w2)) = ((¢")'(a,b)(vi,w1))(v2, w2)
= (@'(vi,w1))(v2,w2) = @(v2, W1) + @(v1,W2) .
Casos particulares de aplicagcdes bilineares sao o produto interno
@ :R™xR™ — R
(xy) — oxy)=(xv),
e a multiplicacao de matrizes
M :RPY X RM™ —y RP™
(X,Y) — M(X,Y) =XY,
cujas derivadas sao dadas por
o' (x,y)v,w) = (v,y)+ {x,w) e MIXY)(VW)=VY+XW,
respectivamente.
Mais geralmente, se ¢ : R™ x ... x R™ — R™ é uma aplicacdo k—linear, entdao ¢ é de
classe C>, pois suas fungdes-coordenada sao k—lineares e, portanto, polindmios de grau k de
my + ...+ my variaveis.

Pode-se provar, de modo analogo ao caso bilinear (k = 2), que existe ¢ > 0 tal que

levi,...,vidll <clvalls - fviells -
Entao, como
n
(p(a]—f—\)],...,ak‘f—\)k) — (p(a1,...,ak)+Z(p(a],.-.,aifl,Vi,aH_],...,ak)
i=1
+ Z(p(a1,...,0171,Vi,(11+],...,(l)',],\)j,(l]ur],...,(lk)
i<
+ ey, v,
temos que ¢ € diferenciavel em todo ponto (ay,...,ax) ER™ x ... x R™ e
k
(p'(a1,...,ak)(\)1,...,vk) :Z(P((l],...,(11_1,V1,Cli+],...,ak).
i=1
De fato, como
Z(p(Cl],...,Cli,1,\/i,ai+],...,ajf],\)j,(ljju],...,ak)+...+(P(V],...,Vk)
1<

<MY [vills [vills + -+ MP il v,

i<

onde M@ ... M sio constantes positivas que dependem de ||ails,..., |lax|s € c, podemos
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provar, de modo similar ao caso k = 2, que

§ (P((l1,...,(li,1,\ii, ai—H»---»ajfhvjaa)'—o—b---avk) +---+(P(V1,---,Vk)

lim ) _ 0
(V1 1ok )— (0,...,0) (Vi vidls

Por exemplo, se k = 3,
¢’(a,b,c)(u,v,w) = ¢(u,b,c) + @(a,v,c) + ¢(a,b,w).
Um exemplo de aplicagao n—linear é a fungao determinante

det:R"x...xR"* — R
X — detX =det(Xy,...,Xn),

onde Xj,..., X, sao os vetores-linha da matriz X. Sua derivada no ponto X é o funcional linear
det'(X) : R — R, cujo valor na matriz V = (Vi,..., V) é

det'(X) -V =) det(Xy,..., Xi1, Vi, Xie1,-. -, Xn) .
k=1

Em particular, se V = Ey; =matriz cuja (i,j)—ésima entrada é igual a 1 e as demais s&o iguais a

zero, entao
0 det

aXi]'
onde X ; € o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de X pela omissdo da i—ésima
linha e da j—ésima coluna, re-obtendo, assim, um fato ja conhecido.

(X) = det’(X)Ey = det(Xy,..., Xi_1,j,Xis1,. .., Xn) = (=1)"Xpy,

Exemplo 2.4. Seja U = GL(R") ¢ R™ o conjunto aberto formado pelas matrizes n x n que
sao invertiveis.

Mostraremos que a aplicagao
f:u — R
X — f(X)=X"",

2

é diferenciavel e sua derivada no ponto A € U é a transformacao linear f'(A) : R — R™,
definida por
f'(A)V=—-A"TVAT,

De fato, se
T(V)=(A+V) T—AT+A VAT,
obtemos, multiplicando ambos os membros da igualdade, a esquerda, por A + V, que:
A+V)r(V)=I—-1—VA T+ VA T+ VAT'VA T = VA TVA = (VA )?,

e, portanto,
(V) = (A + V) (VA)2.
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Logo
[T (W) < A+ V)T IIATIZ (V]2
. . .or(V)
Assim, pelo lema abaixo, Img)M =0.

Lema 2.1. Seja A € R™ uma matriz invertivel. Entdo existe ¢ > 0 tal que, para todan x n

matrizV, com V|| < ¢, A+V é invertivel e [(A + V)| <

Prova.

Sejac = > 0. Entao

L
2| AT 1 1
X[l = IA (A < [ATTHTA G

ou seja, ||A(x)|| > 2c|x| paratodo x € R™

Se ||V|| < ¢, temos que
A+ VIO = [[Ax + Vx| = [|Ax]| = [[Vx]| = 2c[[x]| = c[]x]| = c]lx]| -

Logo, se || V|| < c, entdo A + V é invertivel e
X[ = [[(A+ VA + V)T (x| > cll(A+ V)T (x)],
ou seja, [[(A+ V)| < % -
Em particular, a inversao de matrizes f : X — X~ é uma aplicacdo continua. Como
f(U) =Ue f =1, féum homeomorfismo de U sobre si mesmo.

Mostraremos agora que f € de classe C™.

Seja V € R™ fixo. A derivada direcional % : U — R™ é dada por
E
oV

Seja a aplicacdo bilinear ¢y : R x R™ — R™ definida por

Pv(X,Y) =X VY.

(X) = —X"TVvXT.

Entso % — —yo (), onde (£,f) : U — R™ x R™ & dada por (£, f)(X) = (X~1,X~1).

Logo % : U — R™ & continua para todo V € R™ e, portanto, f é de classe C.

Como a aplicacgao bilinear ¢+ € de classe C* e a composta de duas aplicacoes de classe
Ck é de classe C* (ver segao 3), temos que % = —@vo (f,f) édeclasse C' paratodo V ¢ R™,
Logo f é de classe C2.

Prosseguindo desta maneira, obtemos que f é de classe C* para todo k € N, ou seja, f é
de classe C*.
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Exemplos de aplicacoes diferencidveis

Definicao 2.1. Sejam U ¢ R™ e V C R™ conjuntos abertos. Dizemos que uma bijecéo f :
U — V é um difeomorfismo de U sobre V quando f e f~' sdo diferenciaveis (provaremos
depois que n = m).

Dizemos que f : U — V é um difeomorfismo de classe C* se f € um difeomorfismo e f ¢ C*
(provaremos depois que f € um difeomorfismo C* se, e sé se, f~' é um difeomorfismo C¥).

A inversao de matrizes f : U — U é um exemplo de difeomorfismo de classe C*, pois
f-1 =fefédeclasse C>.

Observacao 2.1. Existem critérios indiretos, como o Teorema da Fungéo Implicita, que per-
mitem concluir que uma certa aplicacao é diferenciavel, sem que se conheca sua derivada.
Na auséncia destes métodos indiretos, fica o problema de obter um candidato razoavel para a
derivada, sem o qual nao se pode provar a diferenciabilidade da aplicacao.

Um processo, quando pode ser aplicado, é o de desenvolver f(a + v) (ou cada uma de suas
fungdes-coordenada) em série de poténcias nas coordenadas de v, e destacar a parte de pri-
meiro grau em relagao a v, que € a candidata a ser f’(a)v.

No exemplo acima,
fA+V)=A+V) T=(I+VAHA)T=ATT+ VAT,

Seja X € R™ tal que ||X|| < 1. Entdo I — X é invertivel, pois se existisse v € R™ — {0} tal que
X(v) = v, teriamos || X|| > 1.

Além disso, sabemos que se ||X|| < 1, a série ZX" € absolutamente convergente, pois
j=0
|X7]] < ||X||’ paratodoj € N. Logo, como

im(I—-X"" =1, e (I-=X)(I+X+...+X")=1—X"",

n—oo

para todo n € N, temos que

(I-X)"=> X (%)
j=0
Seja X — —VA " tal que |[V|| < ||A1‘||'
Como ||X|| < 1, temos, por (), que
(I+VA )T =3 (=1 (VAT!).
j=0
Logo,
A+V) T T=ATI+VA )T T=AT A TVA T 41(V),
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onde

r(V) =AY (=1J(VATP =AT(VAT)2 Y (=1 (VAT
j>2 j=0
1

se ||V]| < ——.
H ” HA—]H

Para todo V € R™, com ||V|| < , temos que

L
2[AT]
Ir(WII < 2 VI A2,

pois
1 .
D CVATI<Y =2
j=0 j=0
Entédo Iirrz)r’(\\//H) =0 e, portanto, f é diferenciavel em A e f'(A)V = —A~ VA,

Exemplo 2.5. Uma fungéo de variavel complexa f : U — C, definida no aberto U c C, pode
ser vista como uma aplicagédo f : U — R? definida no aberto U c R?. A derivada da funcao
complexa no ponto z = x + iy € o0 numero complexo definido pelo limite

f(2) = }HTO f(z+ H]_){— f(z)

b

quando tal limite existe. Isto equivale a dizer que

f(z+H) =f(z) + f'(z)H+r(H),
. r(H)
onde J{TOW =0.
Assim, a fungao complexa f : U — C é derivavel no ponto z = x + iy se, e sb se, a aplicagao
f: U c R*> — R? é diferenciavel no ponto (x,y) e sua derivada f'(x,y) : R? — R? é uma
transformagao linear no plano que consiste em multiplicar por um nimero complexo a+ib = f'(z)

a
que as partes real e imaginaria da funcao complexa f = u + iv satisfazem as equacdes de

. . . . a . .
fixo, ou seja, a matriz Jacobiana Jf(z) tem a forma (b ) , que, por sua vez, equivale a dizer

Cauchy-Riemann:

ou ov ou ov
5 (2) = @(z) (=a) e 5= 3 (2 (=b).

Entdo, se f'(z) = a +1ib # 0, f'(z) : R? — R? é uma transformacao linear que preserva
orientacao, pois leva a base positiva {e1, e;} na base positiva {f'(z)eq, f'(z)e;} = {(a, b), (—b, a)},

a —b
uma vez que det (b ) =a’+b2>0.
a

Além disso, como (f’(z)er, f'(z)er) = (f'(z)es, f'(z)er) = a? +b? =A% e (f'(z)er, f'(z)ez) =0,
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temos que
(f'(2)X,f'(2)Y) = (xf'(z)er +x2f'(z)ez, yif'(z)er +yaf'(z)ez)
= (x1y1 +x2y2)A* = A3 (X,Y),
para quaisquer X = (x1,%x2),Y = (y1,yz2) € R2.
Logo f'(z) : R? — R? é uma transformagcao linear que preserva angulo, pois

/ / (X)) ARX)Y)  (X)Y)
COSLATTE ) = ot et = Wi v — g~ 2 Y):

Uma transformacéo linear T : R? — R? do tipo T(z) = Az, onde A é um nimero complexo
nao-nulo, € chamada uma semelhanca positiva: trata-se de uma rotagao positiva (multiplicacao

por ;{ = ') seguida de uma homotetia (multiplicagao pelo nimero real |A| > 0).

Exemplo 2.6. Seja f: 1 — R™ um caminho definido no intervalo aberto I C R. Pela defini¢ao

dada no capitulo 2, f é diferenciavel no ponto a € I quando existe o vetor velocidade
v — lim fla+t)—f(a) .
t—0 t

Isto equivale a dizer que llnz)r(:) =0, onde r(t) =f(a+1t) — f(a) — vt.

Como toda transformacao linear T : R — R™ é da forma T(t) = tT(1), um caminho é dife-
renciavel no sentido do capitulo 2 se, e s6 se, € diferenciavel no sentido deste capitulo.

3 Aregra da cadeia

Teorema 3.1. (Regra da Cadeia)

Segjam U c R™, V C R" abertos, f : U — R™ diferenciavel no ponto a, com f(U) C V, e
g : V — RP diferenciavel no ponto f(a). Entdo g o f : U — RP é diferenciavel no ponto a e

(gof)(a)=g'(fla)) of'(a) : R™ — RP.

Prova.

Sejam ¢g1,...,9, : V — R as func¢des-coordenada de g. Entdo, pelo teorema 1.1, g1,...,9p
sao diferenciaveis no ponto f(a) e, pela Regra da Cadeia para funcgoes, as fungbdes-coordenada
giof,...,g,0f daaplicagdo g o f sdo diferenciaveis no ponto a e

dgiof " dg; ofy
=> fla)) =%(a),
ox; (a) 2 ayk( (a)) axj(a)

paratodoi=1,...,petodoj=1,...,m.
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Logo, pelo teorema 1.1, g o f é diferenciavel no ponto a.

Como
(90 9)'(a)e; = (910 1)/ (a)e.... (g, o F) (a)ey)
e n
(@) (a)e) =gl (@) ey, Ffa)ey = 3 S5¢(1la) G (e) = (avo 1l

paratodoi=1,...,p, temos que
(gof)(a)e;=(g'(f(a)) o f'(a))ey,

paratodoj=1,...,m.
Logo (g o f)'(a) =g'(f(a)) of'(a). g
Outra maneira de provar que (go f)'(a) = g’(f(a)) o f'(a).

Sejamv € R™e A : (—¢,¢) — U um caminho diferenciavel em t = 0, com A(0) = a
A'(0) = v. Entao as fungdes f;o A : (—¢, ¢) — R sao diferenciaveis em t = 0, (f; o A)(0) = fy(
e (fioA)/(0) = dfi(a) - v. Logo o caminho f o A € diferenciavel em t = 0, f o A(0) = f(a)
(foA)(0) = (dfi(a)v,...,dfn(a)v) = f'(a)v.

e
a)
e

De modo analogo, temos que g o (f o A) € um caminho em RP diferenciavel em t = 0, com
(go(foA))(0) =g(f(a))e(go(fon))(0)=g'(f(a)) - (f'(a)v).

Por outro lado, (gof)oA é um caminho diferenciavel em t = 0, como ((gof)oA)(0) = g(f(a))
e ((gof)oA)(0)=(gof)(a)v. Logo (gof)'(a)v=g'(f(a))(f'(a)v) paratodov € R™

Ou seja, (g o f)'(a) = g’(f(a)) o f'(a). g

/ey

Fig. 2: Representagdo esquematica da Regra da Cadeia

Corolario 3.1. Sejam Jf(a) = (gi‘f(a)> , Jg(f(a)) = (aaﬁ,i(f(a”) e J(gof)la) =
) nxm pXn

<a(%;o ) (a)) as matrizes Jacobianas de f, g e g o f nos pontos indicados. Supondo f
j pxXm

diferenciavel no ponto a e g diferenciavel no ponto f(a), tem-se J(g o f)(a) = Jg(f(a)) - Jf(a).
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Prova.
Por (%), temos que:

(g0 f)(a))y = 292N 3= 90t ¢qy) Ok gy _ (5g(f(a)) - Jf(a))s,

an

paratodoi=1,...,petodoj=1,...,m. Logo J(gof)(a) =]Jg(f(a))-Jf(a). m

Corolario 3.2. A composta de duas aplicagbes de classe C* é uma aplicagdo de classe C*.

Prova.
Sejamf:UC R™ — R", g:V C R* — RP, f(U) C V, duas aplicagdes de classe C*.

Pelo coroléario 3.4 do capitulo 3, gi o f € de classe Ck paratodo i = 1,...,p, pois as fungdes-
coordenada de f e g sdo de classe Ck.

Outra demonstracao: Pela Regra da Cadeia, (g o f)/(x) = g’(f(x)) o f’(x) para todo x € .
Considerando as aplicacdes derivadas
f':U— L(IR™RY), g': V— LIR4RP) € (gof) : U — L(R™RP),

a igualdade acima pode ser escrita da seguinte maneira:
(gof) =(g'of)-f':U— LR™RP),

onde o indica a composicao de aplicagdes e - significa o produto de transformacoes lineares.

Considerando a multiplicacao de transformacdes lineares como uma aplicacao bilinear
M LRYRP) x L(IR™RY) — L(R™RP), M(T,S)=T-8S,

a Regra da Cadeia se exprime como:
(gof) =Mo(g'of, '),

onde (g’ o f,f') : U — L(R™RP) x L(R™ R"™) é a aplicagao que tem por coordenadas g’ o f e
f’. Sabemos que M € C*, isto é, M € C* para todo k.

Provaremos, por inducéo, que se f, g € C¥, entdo g o f € de classe C¥,
Suponhamos que f,g € C'. Entao ', g’ € C°.
Logo (g’ of,f') € C°e, portanto, (gof)' = Mo (g’ of,f') € C° o que significaque go f € C.

Suponhamos o resultado valido para fungdes de classe C* ', k — 1 > 1. Sejam f, g € C*. Ent&o
f/, g’ € C*¥1 e, pela hipdtese de indugéo, g’ o f € CK .

Logo (g’ o f,f') € C* 1 e, portanto, M o (g’ o f,f’) € C¥ ' isto é, (go f)’ € C* .

Assim,gofe C. g
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Corolario 3.3. Se uma aplicacdo f : U — R™, definida no aberto U c R™ e diferencidvel no
ponto a, admite uma inversa g = f~' : V — R™ definida no aberto V C R™ e diferencidvel no
pontob = f(a), entdo f'(a) : R™ — R™ é um isomorfismo, cujo inverso é g’(b) : R* — R™,
Em particular, m = n.

Prova.
Como gof =1Idy e fog = Idytemos, pela Regra da Cadeia, que g’(b) - f'(a) = Id : R™ — R™
ef'(a)-g’(b) =1d:R" — R™ Assim, g’(b) = (f'(a)) "em=n. g

Observacao 3.1. Como consequéncia do corolario acima, se f : U — V é um difeomorfismo
entre os abertos U Cc R™ e V C R™, entdo f'(x) : R™ — R™ é um isomorfismo para todo x € U.
Em particular, m = n, ou seja, U,V C R™ sao abertos do mesmo espaco Euclidiano.

Observacao 3.2. O Teorema da invaridncia da dimenséao, devido a L. E. J. Brouwer, diz que
se U Cc R™e V C R"sao abertos homeomorfos, entao m =n

Observacao 3.3. Um difeomorfismo ndo é a mesma coisa que um homeomorfismo dife-
renciavel. Por exemplo, a fungdo f : R — R, f(x) = x>, € um homeomorfismo de classe
C* cujo inverso nao é diferenciavel no ponto 0.

Corolario 3.4. Sejaf : U — V uma bijecdo de classe C¥, k > 1, entre os subconjuntos
abertos U,V C R™. Se sua inversag = f~': V — U é diferenciavel entdo f~' € C*. Diz-se
entdo que f € um difeomorfismo de classe C*.

Prova.

Sejam GL(R™) o conjunto das transformacgodes lineares invertiveis de R™ em si mesmo e
Inv : GL(R™) — GL(R™) a inversdo de transformagdes lineares que, pelo exemplo 2.4, é
de classe C*.

Pelo corolario 3.3, g’(y) = [f'(g(y))]~". Logo a aplicagdo derivada g’ : V — L(R™ R™) pode
ser escrita como g’ = Invof’og.

Vamos provar, por inducéo, que se f é de classe C¥, entdo g = ' ’é de classe C*.
Seja f € C'. Entéo f' € C°. Logo Invo f’ o g é de classe C°, isto é, g’ € C°. Assim, g € C'.

Suponhamos o resultado valido para fungdes de classe C*', k —1 > 1. Seja f € C*. Entéo
f’ € C* e, pela hipétese de indugdo, g € C*', pois f € C*'. Logo, pelo corolario 3.2,
g'=Invof'oge C*¥'. Assim,gec C-. g
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Observacao 3.4. Quando f : U — R™ é diferenciavel no aberto U ¢ R™ tem sentido, em
cada ponto x € U, considerar o determinante det Jf(x) da matriz Jacobiana Jf(x), chamado o
determinante Jacobiano de f no ponto x. Assim, pelo corolario 3.3, se f € um difeomorfismo,
entao det Jf(x) # 0 para todo x € L.

O Teorema da Aplicacao Inversa, que provaremos mais adiante, fornece uma reciproca local
para este fato.

Corolario 3.5. Sejam f,g : U — R™ aplicagbes diferencidveis no ponto a € U c R™ e ¢ um
numero real. Entao:

(1) f+ g:U — R™ é diferenciavel no ponto a e (f + g)'(a) = f'(a) + g’(a).
(2) cf : U — R™ é diferenciavel no ponto a e (cf)'(a) = cf’(a).
(3) ; : U — R™ é diferenciavel no ponto a, quando g(x) # 0 e g(x) € R para todox € U, e

£\’ g(a)f'(a) — f(a) g’(a)
<g> (a) (g(a))? '

(4) Se ¢ : R™ x R* — RP é uma aplicagio bilinear, f :U C R™ — R eg: U C R™ — R* sgo

diferenciaveis no ponto a € U, entdo ¢(f,g) : U — RP, definida por ¢(f, g)(x) = @(f(x), g(x)),
é diferenciavel no ponto a e
(o(f,g)) (a)v=o(f'(a)v,g(a)) + @(f(a),g'(a)v).

(5) Se f,g € Ck, entdo f + g,cf,;,@(f,g) e Ck.

Prova.
As trés primeiras propriedades resultam do teorema 4.1 do capitulo 3 aplicado as fungdes-
coordenada de f e g.

(4) Pela Regra da Cadeia e pelo exemplo 2.3, temos, paratodov € R™,
[o(f,g)l'(a)v = (@o(f,g))(a)v
= @'(f(a),g(a)) (f'(a)v,g'(a) V)
= @(f'(a)v,g(a)) + ¢(f(a),g'(a)v).
(5) Considere as aplicagdes (f,g) : U — R™" x RP, o : R" x R — R™, ¢* : R* — R" e
q:R™x (R—{0})) — R", dadas por
(f,0)(x) = (f(x), g0x)), aly,2) =y +z (W) =cy e dqly,z)=".
Entao,
frg=aol(fg), cf=ctof, ;:qo(f,g) e o(f,g)=golf,g).
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As aplicagcbes « e c* sao de classe C™, pois sao lineares. A aplicacao q é também de classe
C*>, pois ¢ = mo (Id,Inv), onde Id : R* — R™ ¢ a identidade, Inv : R — {0} — R —{0} é
a inversao de numeros reais nao-nulos (matrizes invertiveis 1 x ) em : R xR — R"™ é a
aplicacao bilinear dada por m(x,y) = xy. Como m, Inv e Id sdo C*, temos que q também & de
classe C*.

Logo, se f, g € C¥, temos, pelo corolario 3.2, que f + g, cf, ; e ¢(f,g) sdo de classe C*. g

Observacao 3.5. Em particular, se ¢ : R™ x R — R™ é a multiplicagdo ¢(x,y) = xy, temos

que ¢(f,g) =fge
(fg)'(a)v=gl(a)f'(a)v+fla)g'(a)v,

para todov € R™.
Exemplo 3.1. Sejam f, g: U — R™ aplicagdes diferenciaveis (respectivamente de classe C¥)
definidas no aberto U C R™. Entdo &: U — R, &(x) = (f(x),g(x)) € diferenciavel (respectiva-
mente de classe C¥) e

E'(x)-v=(f"(x)v,g(x)) + (f(x),g'(x) v},
paratodo x € U etodov e R™.
Em particular, tomando f = g, temos &(x) = [[f(x)[|* e

&' (x)v =2(f"(x) v, f(x)) .

Segue-se também pela Regra da Cadeia que, em cada ponto x € U onde f(x) # 0, a funcao

¢ : U — R, dada por b(x) = ||f(x)]| = +/(f(x),f(x)), € diferenciavel no ponto x e
) ~{f(x) v, f(x))
R A T

paratodov e R™

4 As formulas de Taylor

No caso de uma aplicagao f : U — R", definida no aberto U ¢ R™, com a,a+v € U, a
formula de Taylor se escreve:

fla+v) =f(a)+f'(a)v+ %f”(a)vz—i— ot Tj!f“’)(a)vp +1,(v), (%)

onde

(a) vt = Ly = 2 (3 (@), @) v = 20y = 2 (ap_]f) (a).

= o2 “ow =5 (o
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(1) Férmula de Taylor infinitesimal: Se f é p—vezes diferenciavel no ponto a, entao

lim o) _
MW

(2) Formula de Taylor com resto integral: Se f é de classe C**' e [a,a + V] C U, entdo
1

(V) = J (1—t)PfP 1 (a + tv) VP! dt.
- Jo

Como, para cada j = 0,1,...,p, f%(a)Vv é o vetor de R™ cujas coordenadas s&o os
nameros dV'f;(a) v, onde f; sdo as fungdes-coordenada de f, temos que a formula de Tay-
lor (x) equivale a n igualdades numéricas que correspondem a férmula de Taylor para funcoes
reais. Entao, as formulas de Taylor (1) e (2) seguem das férmulas analogas para funcoes reais,
provadas na se¢ao 8 do capitulo 3.

(3) Formula de Taylor com resto de Lagrange: Sejam [a,a + v] C U, f uma aplicacao de
classe C? que é p + 1 vezes diferenciavel em todo ponto do segmento aberto (a,a + v), com
£+ (x) wPH1|| < M ||w]||P*! para todo x € (a, a +v) e todo w € R™. Entdo

M

[ s

Prova.
Seja o caminho ¢ : [0,1] — R™ dado por ¢(t) = f(a + tv). Entdo ¢ é de classe CP, (p + 1)—
vezes diferenciavel no intervalo aberto (0, 1),

e'(t)=f(a+tv)v, @"(t) =f"(a+tv)V?,..., P (t) = fP)(a + tv) VP,

paratodot e [0,1], e
(P(p+])(t) — f(p+1)(a + t\)) VD-H ,

com
[P < M [v][PHT,

paratodot e (0,1).

Entdo, pela Formula de Taylor com resto de Lagrange para caminhos, provada no capitulo 2,
temos

" (p)
©(1) = @(0) + ¢'(0) + (‘)ZEO) +...+9 p'm) +rp,

com .

M |[v|?

< 220
[mpll < TR

ou seja,

" 2 (p) P

fla+v) = fla) + Fla)v+ o+ T ),
M [|v|P*!

com |[r,(v)| < NEESIE
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Observacao 4.1. (Unicidade da formula de Taylor)

Se f : U — R™ é uma aplicacao p—vezes diferenciavel no ponto a € U ¢ R™ e, para cada

i=1,2,...,p, € dada uma aplicacdo i—linear ¢; : R™ x ... x R™ — R" de modo que
P

fla+v) = +Z S @V V),

com lim rp(v)
v—0 [[v]|P

=0, entdo ;v =f¥(a)viparatodoi=1,...,petodove R™

De fato, como cada fungao-coordenada de ¢; € uma funcao i—linear, o resultado segue da
unicidade da formula de Taylor para fungdes reais provada no capitulo 3 (ver observacao 8.5).

5 A desigualdade do valor médio

Assim como para os caminhos, nao ha para as aplicagdes f : U € R™ — R™, nn > 1, um
Teorema do Valor Médio sob a forma de igualdade. Vale porém a desigualdade abaixo.

Desigualdade do Valor Médio: Sejam U ¢ R™ aberto e f : U — R™ uma aplicagao continua
no segmento fechado [a,a + v] € U e diferenciavel em todos os pontos do segmento aberto
(a,a+v). Se ||f'(x)|| < M paratodo x € (a,a+v) entdo ||f(a+v) —f(a)|| < M|v|.

Prova.

O caminho A : [0,1] — R™, definido por A(t) = f(a + tv), € continuo em [0, 1], diferenciavel no
intervalo aberto (0,1), A(0) = f(a), A(1) = f(a +v) e, pela Regra da Cadeia, A'(t) = f'(a + tv) v.
Logo ||[A(t)]| < [[f'(a+ tv)|||v]| < M ||v| paratodo t € (0,1).

Entao, pelo Teorema do Valor Médio para caminhos, demonstrado no capitulo 2, temos que
A1) = ALO)]] < M[v]|, ou seja, [[f(a+v) —fla)|| < M|[]v]. m

Corolario 5.1. Sejau c R™ aberto e convexo. Se f : U — R™ é diferencidvel e ||f'(x)|| < M
para todo x € U, entao f é Lipschitziana, com ||f(x) — f(y)|| < M||x — y|| para todos x,y € U.

Prova.
Como U é convexo, dados x,y € U, temos que [x,y] € U. Logo, como f é continua em [x,y] e
diferenciavel em todos os pontos do segmento aberto (x,y), temos, pela Desigualdade do Valor
Médio, que

1f(y) — f(x)[| = [[f(x + (y —x)) = f(x)[| <M ly — x|,

pois ||[f'(z)|| < M paratodoz € (x,y). @
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Observacao 5.1. A convexidade de U é essencial para a validade do corolario acima (ver
observagao 4.2 do capitulo 3).

Corolario 5.2. Sef:U — R™ é diferencidvel no aberto conexo U ¢ R™ e f'(x) = 0 para todo
x € U, entao f é constante.

Prova.
Seja a € U. Consideremos 0s conjuntos
A={xelU|f(x)=f(a)] e B={xelU|f(x)#f(a)}.

Como f é continua, B é aberto.
Afirmacao: A é aberto.

De fato, dado x € A, existe & > 0 tal que Bs(x) C U. Entao, se [v| < §, temos que [x,x+v] C U
e, portanto, pela Desigualdade do Valor Médio, ||f(x + v) — f(x)|| < €]|v| para todo ¢ > 0, pois
f'(y) = 0 paratodoy € U. Logo f(x +v) = f(x) = f(a) para todo v com ||v|| < &, ou seja
f(y) = f(a) paratodoy € Bs(x).

Assim, U = A UB é uma cisdo. Como U é conexo e A # &, pois a € A, obtemos que U = A, ou
seja, f(x) = f(a) paratodox € U. g

O corolario abaixo fornece uma estimativa para o resto r(v) = f(a+v) —f(a) — Tv, quando
T = f’(a), e representa uma forma mais refinada da Desigualdade do Valor Médio, a qual se
reduz quando T = 0.

Corolario 5.3. Sejamu c R™ aberto, [a,a+V] C U, f: U — R™ uma aplicacao diferenciavel
em todos os pontos do segmento aberto (a,a +Vv) e fljqaty cOntinua. SejaT : R™ — R™ uma
transformaggo linear tal que ||f'(x) — T|| < M para todo x € (a,a +v). Entdo

[f(a+v) —F(a) = Tv|| < M]v].

Prova.
Seja g : U — R™ a aplicagao dada por g(x) = f(x) — Tx. Como ¢’'(x) = f’(x) — T, temos
que
lg’ () = [If'(x) =T <M,
para todo x € (a,a + v). Logo, pela Desigualdade do Valor Médio aplicada a g, obtemos que
lgla+v)—gla) < M|v]],

ou seja

[fla+v)—fla) =T <M|v|]. @
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Definicao 5.1. Dizemos que uma aplicagéo diferenciavel f : U — R™ é uniformemente dife-
renciavel num subconjunto X C U quando, para todo ¢ > 0 dado, existe 6 > 0 tal que
V| < & = |If(x +Vv) — f(x) = f'(x)v| < e|v],

paratodo x € X, comx +v € .

Corolario 5.4. Uma aplicacdo f : U — R™ de classe C' é uniformemente diferencidvel em
todo compacto K C U.

Prova.
Pelo corolario 12.3 do capitulo 1, existe 8’ > 0 tal que se x € K e ||v|| < &', entdo [x,x +v] C U.
Como ' : U — L(R™,R™) é continua, pelo teorema 11.3 do capitulo 1, dado ¢ > 0 existe
0<d<d talque

x €K, v <d=||f'(x+Vv)—Tf'(x)]] <e.

Entao,
x €K, |[v]| <d,tel0,1] = [[f'(x+tv) —f'(x)| < e,

ou seja,
x €K, v <8, yexx+vl=|f'(y) —f'(x)|| <e.

Logo, pelo corolario 5.3, tomando T = f’(x), obtemos que
[f(x +v) —f(x) = f'(x) - v]| < e,

para todo v com ||v|| < 5 e para todo x € K. g

Corolario 5.5. Sejam U ¢ R™ aberto e ¢ € U. Se a aplicacdo continua f : U — R™ é

diferenciavel em U — {c} e existe lim f'(x) = T € L(R™,R™) entao f é diferenciavel no ponto c e
X—C

f'(c) =T.

Prova.
Seja &’ > 0 tal que se ||v|| < & entédo [c,c +v] C U. Pela definicdo de limite, dado ¢ > 0,
existe 0 < & < &' tal que

O<|v<b=|f'(c+tv)—T| < e,

paratodot € (0,1).
Entao, pelo corolario 5.3, ||r(v)]| < ¢]|v]| para todo 0 < ||v|]| < b, onde r(v) = f(c +v) —f(c) — T .

Logo, f é diferenciavel no pontoce f'(c) =T. g
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6 Sequéncias de aplicacoes diferenciaveis

Definicao 6.1. Dizemos que uma sequéncia de aplicagbes f, : X — R™, definidas num
conjunto X, converge uniformemente para uma aplicagao f : X — R™ quando, para todo ¢ > 0
dado, existe kq € N tal que

k > ko = |Ifu(x) — f(x)| <€,

para todo x € X.

Observacao 6.1. Como a afirmagéo "lim f,. = f uniformemente em X” ndo depende da norma
gue se considera no espaco euclidiano, temos que f, — f uniformemente em X se, e sO
se, paracadai = 1,...,n, fi; — f; uniformemente em X, onde fyq,...,fxn : X — R sao
as fungdes-coordenada da aplicacao f, : X — R™ e fy,...,f, : X — R sao as funcoes-
coordenada de f.

Observacao 6.2. Se considerarmos o espago £(R™,R™) com a norma do sup, uma sequéncia
de aplicagdes gy : X — L(R™,R™) converge para a aplicagao g : X — L(R™,R™) uniforme-
mente em X se, e s0 se, para todo ¢ > 0 dado, existe k, € N tal que

k> ko= [[gx(x)v—g(x)v| < ],

paratodo x € X etodov € R™.

De fato, pela definicao da norma do sup, tem-se
lgr(x) — g(x)|| < € <= [[gk(x) v — g(x) v[| < € []v][,

para todo v € R™

Definicao 6.2. Seja X ¢ R™. Dizemos que uma sequéncia de aplicagbes f, : X — R™
converge de modo /ocalmente uniforme em X para uma aplicagao f : X — R™ quando para
todo x € X existe uma bola aberta B de centro x tal que f, — f uniformemente em X N B.
Isto equivale a dizer que X esta contido numa reuniao de abertos U C R™ tais que f, — f
uniformemente em cada U N X.

Observacao 6.3. Evidentemente, convergéncia uniforme —> convergéncia localmente uni-

forme = convergéncia simples (isto é, kIim fr(x) = f(x) para todo x € X). As implicagcoes
— 00

contrarias sao falsas.

Exemplo 6.1. A sequéncia de fungdes f\ : R — R, dadas por fi(x) = % converge de modo
localmente uniforme em R para a fungao identicamente nula, mas nao converge uniformemente
em R. 0
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Critério de Cauchy: Uma sequéncia de aplicagdes f : X — R™ converge uniformemente em X
se, e s0 se, para todo ¢ > 0 dado, existe ko € N tal que
j k> ko = |filx) — fi(x)|| < e,

para todo x € X.

Prova.
Suponhamos que f,, — f uniformemente em X. Entao, dado ¢ > 0, existe kq € N tal que
k> ko = [Ifilx) — f(x)I| < 5,

para todo x € X. Logo, se k,j > ko, temos que

[fic(x) = I < I1flx) = F + [0 = ()| < 5 + 5 =,

para todo x € X.

Reciprocamente, para cada x € X, a sequéncia de vetores {fi(x)} € de Cauchy e, portanto,
converge para um vetor, que chamaremos de f(x). Isto define uma fungao f : X — R tal que
f(x) = kIim fi(x) para todo x € X.
— 00
Dado ¢ > 0, existe ko € N tal que
ki > ko = [[filx) = f(x)] < 5,

para todo x € X. Fixando k > ko e x € X e fazendo j — oo, obtemos que ||fi(x) — f(x)| < %
Logo ||fk(x) — f(x)|| < ¢ para todo k > k, e todo x € X. Ou seja, f, — f uniformemente em X.
[

Como consequéncia do Critério de Cauchy, obtemos o

Teste de Weierstrass: Se, para cada k € N e cada x € X, tem-se |[fx(x)|| < cx, onde ch
€ uma série convergente de nimeros reais positivos, entao a série Z fy, cujos termos sao as
aplicagoes fy : X — R™, converge uniformemente em X. Além disso, a série Z fx converge
absoluta e uniformemente em X, isto é, a série Z ||f|| converge uniformemente em X.

Teorema 6.1. (da continuidade do limite uniforme)

Seja f, : X — R™ uma sequéncia de aplicagcdes continuas no ponto a € X € R™. Se a
sequéncia f,. converge uniformemente em X para a aplicacao f : X — R"™, entao f é continua
no ponto a.

Prova.
Dado ¢ > 0, existe ky € N tal que

k> ko = [Ifilx) = fx)] < 3,
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para todo x € X.

Como fy, € continua no ponto a, existe & > 0 tal que
£
x e X, |[x—a| <= |[fx, (x) — fx, ()] < 3

Logo, se x € X e ||x — a|| < 8, entdo

10) = fl@)]l < [[£06) = Fi ()| + I () = g (@) + i (@) = (@)l < 5 +5 +5 =€

Portanto, f € continua no ponto a. g

Lema 6.1. Seja U c R™ um aberto convexo e limitado. Se a sequéncia de aplicagdes dife-
renciaveis fi : U — R™ converge num ponto ¢ € U e a sequéncia das aplicagées derivadas
fi. : U — L(R™ R") converge uniformemente em U para uma aplicacdo g : U — L(R™ R"),
entdo (fy) converge uniformemente em U para uma aplicagcao diferenciavel f : U — R™, com
f'=g.

Prova.
Dado ¢ > 0, existe ko € N tal que

k,j > ko= [[fj(x) — fix)|| <&’ (1)
r—mindf & — di
para todo x € U, onde ¢’ = min {3 , ZM} e M = diam .
Como U é convexo, temos, pelo corolario 5.1, aplicado a f; — fy, que, para quaisquer x,y € U,
ik > ko = [|I(f;(y) — fly)) — (f5(x) = fi))| < €’ ly —x]|. (2)

Tomando x = c, temos que, paratodo y € U,
k3 = ko = [[f(y) = il < [[(e) = file)l| + s llu el

Como a sequéncia (f(c)) converge, existe kj > ko tal que
k3 2 k= [If(c) = fule)l| < 5.

Logo, para todo y € U,
ki 2 k= Ifiy) — fly)l < 5 +35 =¢,

pois ||y — x|| < M para todos x,y € U. Assim, a sequéncia (fy) converge uniformemente para
uma aplicagao f: U — R™.

Mostraremos agora que f € diferenciavel em todo ponto xo € U e '(xq) = g(xo).

De fato, fazendo j — oo em (2) e tomando y = xo + v, temos que
k > ko = [[f(x0 +Vv) — f(xo) — [fx(xo +Vv) — fi(x0)]|| < €'||v]]. (3)

Como cada fy € diferenciavel no ponto x,, para cada k € N, existe dy(xo) > 0 tal que
IIVI] < dk(x0) = ||fk(x0 + V) — fi(x0) — fr(x0) V|| < &’||V|| - (4)
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Fazendo j — oo em (1), obtemos:
k > ko = [[fi(x) —g(x)[| < ¢, (5)

para todo x € U.

Ent3do, tomando k = ko e & = 8y, (xo), temos, por (3), (4) e (5), que:
vl <& = [[f(xo+ V) —f(xo) — glx0) V||
< [f(xo 4+ v) = fxo) = [fig (x0 + V) — iy (x0)]|
+{[fio (x0 + V) — fi, (x0) — fi, (xo)V[| + [[fi, (x0)v — g(x0) V||
< 3el|vl < efv]l.

Logo f é diferenciavel em xo e f'(xo) = g(xo0). m

Teorema 6.2. (da derivacéo termo a termo)

Seja U c R™ um aberto conexo. Se a sequéncia de aplicacbes diferenciaveis f,, : U — R™
converge num ponto c € U e a sequéncia das derivadas f;, : U — L(R™,R"™) converge de modo
localmente uniforme para uma aplicacdo g : U — L(R™ R"™), entdo a sequéncia (f,.) converge
de modo localmente uniforme para uma aplicagdo f : U — R™ diferenciavel, com f' = g.

Prova.
Como f; converge de modo localmente uniforme para g, para todo x € U, existe uma bola

aberta B.CclU tal que fi — g uniformemente em B.. LOQO u= B, e, pelo lema 6.1, se (fk)
k
xell

converge em algum ponto de B,, entao (fy) converge uniformemente em B,.

Seja A a reuniao das bolas B, nas quais (fx) converge uniformemente, e B a reuniao das bolas
B, nas quais nao ha convergéncia em ponto algum. Como U = A U B € uma cisao de U, U é
conexo e A # &, pois B, C A, temos que U = A, ou seja, (fi) converge de modo localmente
uniforme em U para uma aplicagao f : U — R™. Entao, pelo lema 6.1, f é diferenciavel e f' = g.

Observacao 6.4. Mesmo supondo f, — g uniformemente no aberto conexo U e (fi(c))
convergente para algum ¢ € U, nem sempre é verdadeiro que (fy) converge uniformemente em

U. Por exemplo, seja i, : R — R a sequéncia de fungdes dadas por fi(x) = %

~ 1 . ~ .
Entdo f| = K 9= 0 uniformemente em R, mas (fy) nao converge uniformemente em R.

Mas se existir um namero real M > 0 tal que dois pontos quaisquer de U podem ser ligados
por uma poligonal de comprimento < M contida em U, temos (por (2) do lema 6.1) que (fy)
converge uniformemente em U, se (f;) convergir uniformemente em U e (fy(c)) convergir para
algum c € U. Quando U é convexo e limitado isto ocorre.
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Corolario 6.1. Derivacdo termo a termo para séries

Seja U C R™ aberto e conexo. Se a série Z fx, de aplicagcbes diferenciaveis f,, : U — R",
converge num ponto c € U e a série das derivadas Z f;. converge de modo localmente uniforme
em U para a soma g = Z f,, entao Z fr converge de modo localmente uniforme em U para
uma aplicacdo f : U — R™ diferenciavel, com f' = g.

7 Aplicacoes fortemente diferenciaveis

Existe uma nogao de diferenciabilidade, correspondente ao que seria classe C', mas onde
se supde que a aplicagcao é diferenciavel num Unico ponto. Trata-se da nocao de diferenciabili-
dade forte que veremos mais abaixo.

Teorema 7.1. Sejaf: U — R™ uma aplicacdo, definida no aberto U c R™, diferencidvel no
ponto a € U.

(a) Se a transformacao linear f'(a) : R™ — R™ é injetora, entao existem c > 0 e d > 0 tais que
Ix —al| <& = |f(x) — f(a)]| = c|x—a]l.

(b) Se f'(a) : R™ — R™ é sobrejetora, entdo em qualquer bola de centro a existem pontos x
tais que ||f(a)|| < [[f(x)] e, se f(a) # 0, pontos y tais que [[f(y)|| < [[f(a)].

Prova.
(a) Como a aplicagao f'(a) : S™' — R™ é continua, por ser a restricdo de uma aplicacéo
linear, temos que a fungao |f’(a)|| : S™' — R é continua. Sendo S™ ' compacta, existe
vo € S™ 1 tal que [|f'(a) V| > |[f'(a) vo|| para todo v € S™ . Logo 2¢c = ||f’(a)vo|| > 0, pois f'(a)
¢ injetora. Além disso, como f é diferenciavel no ponto a,

f(x) =f(a)+f'(a)(x —a) + R(x),

com lim R(x)

x—a HX — (1H

= 0. Entao, existe 6 > 0 tal que
X —afl <& = [[R(X)|| < c[[x —all.
Logo,
Ix —al| <& = [If(x) = f(a)]| = [f"{a)(x — a)|| = [R(X)|| = 2¢[[x — a]| = ¢]x — al| = ¢[x — al|.
(b) Seja Bs(a) C U a bola de centro a e raio & > 0. Suponhamos, por absurdo, que ||f(x)|| <

|[f(a)|| para todo x € Bs(a). Entdo a € um ponto de maximo da fungdo & : Bs(a) — R,
&(x) = ||f(x)]]. Além disso, f(a) # 0, pois, caso contrario, f(x) = 0 para todo x € B;s(a) e,
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portanto, f’(a) = 0 ndo seria sobrejetora.
(f'(a)v,f(a))

Como f(a) # 0 temos, pelo exemplo 3.1, que & é diferenciavel em a e &/(a)v = TFal

Logo (f’(a)v,f(a)) = 0 para todo v € R™, pois a € um ponto de maximo.
Em particular, f'(a) v # f(a) para todo v € R™, uma contradigao, pois f'(a) é sobrejetora.

De modo analogo, se f(a) # 0 e nao existirem pontos y € Bs(a), para algum & > 0, com
IIf(y)]| < |If(a)]|, entdo a seria um minimo para a fungéao &(x) = ||f(x)]|, x € Bs(a), 0 que leva a
uma contradigdo como acima. g

Corolario 7.1. Sef: U — R™ é diferencidvel no ponto a € U C R™ e f'(a) é injetora, entdo
existe uma bola de centro a tal que:
x € B, x #a= f(x) # f(a).

Observacao 7.1. Cabem as perguntas: se f'(a) € injetora, existe uma bola B de centro a tal
que f|g € injetora? E se f'(a) é sobrejetora, f(a) € intf(U)? A resposta a estas perguntas é
nao, sem hipoteses adicionais.

Exemplo 7.1. Nocason =m =1, f'(a) # 0 equivale a dizer que f’(a) é injetora ou sobreje-
tora.

Seja f : R — R a fungao dada por f(x) = x?sen % + % sex #£0,ef(0)=0.

Entao f é diferenciavel em R e f'(0) = % # 0.
Mas f nao € injetora em intervalo algum da forma (-39, d).

De fato, suponhamos que f é injetora em (—6,5). Como f é continua, temos que f € monétona.
< b. Sendo f(0) =0 < f( 2 ) 1 , T é crescente. Logo, para

Seja ko € N, tal que

21k 271k - 27k
todo k > kg par, temos:
f 2z < f (i> — A + L < ]
2k + 1) 7 2mk (2k+1)m)2 ~ (2k+1)m  2km
— L A +1) < ]
2k + 1) \ 2k + )7 2km
— 1 +1<1+ 1
(2k+1)m 2k
e k< (k4T e Loty 1
n 4 8k’
e, portanto, % < %, uma contradi¢do.
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Observacao 7.2. Seafungdof: 1 c R — R é continua, derivavel no pontoa € Ie f/(a) > 0,
entdo existe 6 > 0talque (a—06,a+d) Clea—-d<y<a<x<a+d= fly) < f(a) < f(x).

Em particular, f(a) € intf(I). O mesmo teriamos se f’(a) < 0.

O exemplo abaixo exibe uma aplicagéo f : R? — R? diferenciavel na origem, cuja derivada
/(0) : R? — R? é a aplicagao identidade, mas f ndo ¢ injetora em vizinhanga alguma de 0, nem
f(0) € intf(U), para todo aberto U contendo 0.

Exemplo 7.2. Seja f: R? — R? a aplicagdo dada por

] (x,x*) se (x,y)elT={(x,y) eR*|x>0e 0<y<x?}
xXY) =
(x,y) se (x,y) &T.

T 1

Fig. 3: A parte sombreada transforma-se por f na curvay = x%, x > 0

Fig. 4: A parte sombreada é a imagem de f
Afirmacao: f é descontinua nos pontos (x,0), com x > 0.

De fato, seja x > 0 e consideremos a sequéncia p,, = (x, l) Entao existe ny € N tal que
TIO < x%. Logo pn — (x,0), mas f(p,) ndo converge para f(x,0) = (x,0), pois f(pn) = (x,x?)
para todo n > n,.

E facil verificar que f é continua nos demais pontos de R2.

Afirmacao: f é diferenciavel na origem e f’(0,0) = Id é a transformagao identidade.

De fato, para todo v = (x,y) € R?, f(v) = f(0) +v + r(v), onde r(v) = (0,x>* —y)sex > 0 e
0 <y < x% er(v) = 0 nos demais pontos. Como a primeira coordenada é sempre zero e a

segunda esta sempre compreendida entre 0 e x?, temos que
rv)| (V)] x?

= < < Ix|.
vl Vx24+y2 T Vx2+y2
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Logo I|m = 0. Ou seja, f é diferenciavel na origem e f'(0) v = v para todo v € R2.

Como em qualquer aberto contendo (0,0) existe um segmento de reta vertical de extremos
(x,0) e (x,x?), com x > 0, o qual é transformado por f num Gnico ponto (x,x?), temos que f
nao € injetora em vizinhanga alguma de 0. Além disso, como nenhum ponto (x,y), com x > 0
e 0 <y < x?, pertence a imagem de f, temos que f(0) = 0 ndo é um ponto interior a f(U) para
todo aberto U c R? contendo (0,0).

Observacao 7.3. Podemos modificar um pouco o exemplo acima de modo a obter uma
aplicagao continua f : R? — R? diferenciavel na origem, com f’(0) = Id, tal que f nao é
injetora em nenhuma bola de centro 0 (ver exemplo abaixo).

Mas, com o auxilio da Teoria do Grau, € possivel mostrar que se f : U — R™ é continua no
aberto U C R™ e possui, no ponto a € U, uma derivada f’(a) : R™ — R™ que € um isomorfismo,
entdo f(a) € intf(U). Isto mostra que a descontinuidade da aplicacao f do exemplo acima é
essencial para termos f(a) & intf(U).

Exemplo 7.3. Seja a aplicagéo f : R? — R? definida por

4y, 0<y<
(x,v) se (x,y) e R2—-T 2 2
flx,y) = onde  glxu)=4q22-y), T<y<®
(X,Q(X,y)) se (X>y) S r) 3 42 2
2 15 X P
§U+§X» TSHS

Pode-se provar, com um pouco mais de trabalho que no exemplo anterior, que f é continua
em todos os pontos do plano e que f é diferenciavel na origem, com f’(0) = Id. Além disso,
f(R?) = R2.

Seja U um aberto qualquer contendo a origem. Entao, para x > 0 suficientemente pequeno,

2
(x, Z) e (x,x?) pertencem a U.

2
Logo, como f ( x, % = f(x,x?) = (x,x?), temos que fly ndo é injetora. Assim, f ndo é injetora

em vizinhanga alguma da origem. —

Definicao 7.1. Dizemos que uma aplicagdo f : U — R™ definida num aberto U c R™, é
fortemente diferenciavel no ponto a € Ul quando existe uma transformacao linear T : R™ — R"
tal que, para todos x,y € U, vale

f(x) =f(y) + T(x —y) + palx,y) [x —yl,

onde Iim pq(x,y)=0.
x,y—a
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Observacao 7.4. Tomando y = a, obtemos que toda aplicagao fortemente diferenciavel no
ponto a € diferenciavel neste ponto e T = f'(a).

Assim, f é fortemente diferenciavel no ponto a € U se, e s6 se, para todo ¢ > 0 dado, existe
o > 0 tal que
X,y € Bs(a) = lpa(x,y)l <,

onde pqu(x,y) [x —yl = f(x) — fly) — f'(a)(x —y).

Observacao 7.5. Quando m = n = 1, uma fungéo f : I — R, definida no intervalo aberto
I C R, é fortemente diferenciavel no ponto a € I quando, para x # y em I, a reta secante ao
grafico de f que passa pelos pontos (x,f(x)) e (y,f(y)) tende para a reta tangente no ponto
(a,f(a)) quandox — aey — a.

Na definicao usual de derivada, temos apenas que a secante ao grafico que passa pelos pontos
(a,f(a)) e (x,f(x)) tende a tangente no ponto (a, f(a)) quando x — a.

Observacao 7.6. Se f : U — R™ é fortemente diferenciavel no ponto a, entéo, para todo
¢ > 0 dado, existe 6 > 0, tal que
x,y € Bs(a) = [[f(x) — f(y)]| < (If'(a)l| + &) [x — ]|
De fato, dado ¢ > 0, existe > 0 tal que
X,y € Bs(a) = |palx,y)]l <
= [[f(x) = fW)[| < If'(a)(x =y + [[palx, W[ [Ix — ]
< (")l + &) Ix =y -
Em particular, f € continua, ou melhor, f € Lipschitziana numa bola de centro a.
Teorema 7.2. Sef:U c R™ — R" é fortemente diferenciavel no ponto a e f'(a) : R™ — R™

é injetora, entao existemc > 0 e d > 0 tais que
X,y € Bs(a) = [|f(x) — f(y)|| > c[lx —y].

Logo f € um homeomorfismo da bola Bs(a) sobre sua imagem e, em particular, f é injetora na
bolaBs(a).

Prova.
Como f’(a) é injetora, ja sabemos que existe ¢ > 0 tal que ||f'(a) v|| > 2c||v|| para todo v € R™.

Entao, para e = ¢ > 0, existe > 0 tal que
X,y € Bs(a) = [[ra(x, Y| < c|lx —yll,

onde rq(x,y) =f(x) —fly) —f'(a) (x —y).
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Assim,
X,y € Bs(a) = [[f(x) = f(v)]| = [f'(a)(x—y)l| — [[ralx, y)
> 2cfx —yl| —clx —yl|
= clx—vyl.
Logo f : Bs — Y = f(Bs(a)) € uma bijecdo e a inversa f~! : Y — B;s(a) é continua, pois
T (w) —f1(2)] < %Hw — z|| para quaisquer z,w € Y. Portanto, f : Bs(a) — Y é um homeo-
morfismo. g

Observacao 7.7. Provaremos na secdo 11 (Forma local das submersdes) que se f : U C
R™ — R™ é fortemente diferenciavel no ponto a e f’(a) : R™ — R™ & sobrejetora, entao
f(a) € intf(U).

Teorema 7.3. A aplicagdo f : U ¢ R™ — R™ é fortemente diferencidvel no ponto a € U se,
e sO se, é diferenciavel no ponto a e, para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que o resto ry(x) =
f(x) — f(a) — f’(a)(x — a) satisfaz a condigcao de Lipschitz:

[Ta(x) = Ta(W)[| < ellx —yl],

para todos x,y € Bs(a).

Prova.
Basta observar que r.(x,y) = Ta(x) — Ta(y), pois Tu(x,y) = f(x) — f(y) — f'(a)(x — y),
Ta(x) = f(x) = fla) = f'(a)(x —a) e rq4(y) =fly) —fla) = f'(a)ly—a). g

O teorema abaixo mostra que a unica diferenca entre a diferenciabilidade forte e a con-
tinuidade da derivada é que a primeira faz sentido mesmo quando a aplicagao é diferenciavel
num unico ponto

Teorema 7.4. Segjaf: U c R™ — R™ uma aplicagdo diferenciavel. Entdo f é fortemente
diferenciavel no ponto a se, e s0 se, a aplicacdo derivada f' : U — L(R™ R") é continua no
ponto a.

Prova.
Suponhamos que f’ € continua no ponto a. Seja r.(x) = f(x) — f(a) — f'(a)(x — a). Entdo
T4 € diferenciavel, com derivada v/ (x) = f’(x) — f’(a) continua no ponto a e v/ (a) = 0.

Logo, para todo ¢ > 0 dado, existe 6 > 0 tal que Bs(a) C U e x € Bs(a) = || (x)]| < e.

Como B;s(a) é convexo, temos, pelo corolario 5.1, que se x,y € Bs(a), entdo [|rq(x) — ra(y)]| <
el[x —yl|. Assim, pelo teorema 7.3, f & fortemente diferenciavel no ponto a.
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Reciprocamente, suponhamos que f € fortemente diferenciavel no ponto a.

Somando as igualdades
f(x) —f(y) =f(a)(x —y) +ralx,y) e Tf(y)—Tf(x) =1"(x)(y—x)+r(y),

obtemos que

(f'(x) = f'{a))(y —x) = —(ra(x,y) + mx(y)). (*)
Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
%Y € Bas(a) = [[ralx,u)] < 5 [Ix—yll, (+%)

e, para todo x € U, existe 0 < 0, < o, tal que
£
ly =x[l <& = lInc(Wll < 5 lly =] (% %)
Seja u € R™ um vetor unitario e seja x € U tal que ||[x — a|| < 5. Tomey =x+ %u.

Entdo ||y — al| < 28 e |jy — x|| < 8. Logo, por (x), (xx) & (%),

(7(x) = (@) (y = x)]| < & lx—yll + 5 Ix — ]l
Assim, [[(f'(x) — f’(a))%XuH < ¢ ousea, [[(f'(x) — f'(a)u| < ¢ para u € R™ unitario.
Portanto, ||f'(x) —f'(a)|| < e m

Exemplo 7.4. Daremos agora um exemplo de uma fungédo f : R — R fortemente dife-
renciavel num ponto a € R que nao € diferenciavel em vizinhanga alguma de a.

Para isso, consideramos a fungdo g : R — R de classe C* dada por g(x) = x? e a sequéncia
an = % paratodon € N.

Seja f : R — R a fungao definida por:
e f(x) = g(x) para todo x € (—o0,0] U [a;, +00);

e flan) = glan);

2 2
;o . a: —a
* flia, ., . € linear para todo n € N, ou seja, f(x) = a“_ia“:j (x — any1) + a%, para todo
n mn
X € [ang1, anl.
Entao f nao é diferenciavel em a,, para todo n € N, pois
2 2
Cl - C1 1
f(x) —f(an) ﬁ(x_a““ T an—an) +ayg —ay a? — a?
lim Vo= jm S O = lim = —q +an;
X—an X — On X—ap X —0Qn x—d, An — An41
2 2
a — a
f(x) — f(an) %(x—an)—kaﬁ—ai
lim —— " — |jm =l = Qn_1+ an,
X— azh X — Qn x—ay X —0an

e, portanto, f'(a,,) = an + any1 # an1 + an = f'(all).
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Mas f é fortemente diferenciavel na origem e f'(0) = 0.

De fato: Dado ¢ > 0, existe ny € N tal que nl < & Sejam x,y € (— ]
0

4 no
Talx,y) = f(x) — fly).

eSex<0ey<0,entao

1
>no),x<y e

2
ra(x,y) = 1f(x) = fy)l = x> —y? =[x+ ylx —yl < n—olx—yl <elx—vyl.

LA

oSex§OeO<y<l,existeneNtalqueye[L,l].EntéoL lg
o n+1'n n+1 n = ng
rabeu)l = 1) = ()l < [f00 = F ()] + [ () — )
- e G Gl
- n+1 el L

1 1 1 1 1
- ‘X+n+1"X_n+1’+<ﬂ+n+1)’y_n+1’
< ki) i)
2 \n+1 2 Y n+1

Sy—x)=Sly—xl<ehy—x

eSex>0ey >0, existemj,k € N,j>k,taisque x € Ll],]} ey e [L l}

k+1"kl"
ComoL<1<l e L<1<l temos, no caso j < k, que:
i1 S e T kE Tk Sy ! ) <k que:
1 1
— — < — _ _ _
el = 1600 =ty < | = ¢ (1) ¢ (5) = () |+ (25) 71w
2 2 2
N T ha 2 2 2 2 O = Opr
- aj— ajy (X a]+1)+a]‘+] (1)' +|a]' ak+1|‘|’ Qx — Qiet (y akJr])
\ajz a]2+1|
= 4 x—aqj+a;+ axallay — axrl + lax + a1l [y — axal
laj — aj1l

= laj+ ajalIx — q;] + [aj + axpl la; — axp| + lax + axrl [y — agqal

(a5 —x) + (a1 — ) + (Y — a1

N m

(y—x) <ely—x.

N m

. . 1 1 1
E quandoj=k,ouseja, — <x<y < - < —,temos que:
j+T j Mo

fly) = fx)l = (a5 + aj) [y —x) < Sy —x) < ely —x[.

N ™
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8 O teorema da aplicacao inversa

Sef:UcR*— V c R"™é um difeomorfismo, entao sua derivada f’(x) : R™ — R"
€ um isomorfismo em todo ponto x € U, ou seja, detJf(x) # 0 para todo x € U, onde Jf(x) =

an
valida. Antes de responder a esta pergunta, vamos analisar alguns exemplos.

of; , . . z - . , ,
—(x) € a matriz Jacobiana de f no ponto x. E natural, entdo, indagar se a reciproca é
g P
ij

Exemplo 8.1. Uma funcéo diferenciavel f : I — ] do intervalo aberto I sobre o intervalo
aberto ] C R é um difeomorfismo se, e so se, f'(x) # 0 para todo x € L.

De fato, se f'(x) # 0 para todo x € I, entao, pelo Teorema de Darboux, temos que ou f'(x) > 0
paratodo x € Tou f’(x) < 0 paratodo x € I. No primeiro caso, f € um homeomorfismo crescente,
e, no segundo caso, f € um homeomorfismo decrescente. E, em qualquer caso, pelo Teorema
da Funcao Inversa para fungdes reais de uma variavel real (ver Curso de Analise, Vol. | de
E. Lima) f' : ] — I é diferenciavel. Portanto, para n = 1, a resposta a nossa pergunta é
afirmativa.

Exemplo 8.2. Seja U c R™ a bola aberta de centro na origem e raio 1. A aplicagdo g : U —

R™ definida por f(x) = 1X< é um difeomorfismo de classe C*, cujo inverso € a aplicacao
— (X, X
Y
g:R"— Udadaporg(y) = ———.
T+ vy =

Exemplo 8.3. Seja f : R? — R? a aplicagdo dada por f(x,y) = e*(cosy,seny), ou, em
termos da variavel complexa z = x + iy, f(z) = e*. Entdo f é de classe C* e f'(x,y) : R> — R?

eXcosy —e*sen u
(%, u) (u,v) = Y N ,
e*seny e*Ccosy v
ou seja, f'(z) w = e*w é a multiplicacao pelo nimero complexo e*, onde w = u + iv. Logo,

*Ccos —e*sen
det If(x,y):det<e L ”):e%&o

€ dada por:

e*seny e*cosvy
para todo (x,y) € R2.
Mas f ndo € injetora, pois f(x1,y7) = f(x2,y2) se,esd se, x; =x, ey, =y; +2nk,k € Z.

Geometricamente, f transforma cada reta vertical x = a num circulo de raio e® e centro na
origem, e cada reta horizontal y = b numa semi-reta aberta que parte da origem e passa pelo
ponto (cosb,senb).

Temos, entdo, que f(R?) = R? —{0}.
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Obteremos, como consequéncia do Teorema da Aplicacao Inversa, que f : R? — R? —{0} é um
difeomorfismo local.

Definicao 8.1. Dizemos que uma aplicagdo diferenciavel f : U — R™, definida no aberto
U c R™, é um difeomorfismo local quando para todo x € U existe um aberto V,, com x € V, C U,
tal que a restricao de f a Vi é um difeomorfismo sobre um aberto W, ¢ R™. Se f € C¥, dizemos
que f é um difeomorfismo local de classe C*. Neste caso, para todo x € U, a aplicacdo inversa
(flv, )" : W, — V, € também de classe C* pelo coroléario 3.4.

Observacao 8.1. Se f : U — R™ é um difeomorfismo local, entdo f'(x) : R® — R™ é um
isomorfismo para todo x € U. O Teorema da Aplicacao Inversa nos dara a reciproca deste fato,
no caso em que f € C* (k > 1).

Observacao 8.2. Todo difeomorfismo (global) é um difeomorfismo local.

Observacao 8.3. f:1— R, definida no intervalo aberto I, é um difeomorfismo local se, e s6
se, f € um difeomorfismo (global) de f sobre sua imagem J = f(I).

Observacao 8.4. Todo difeomorfismo local f : U ¢ R™ — R™ é uma aplicagéo aberta, isto
é, f(V) é aberto em R™ para todo V C U aberto em R™.

De fato, seja V C U um aberto em R™. Entao, para cada x € V, existe um aberto V, C U, x € V,,
e um aberto W, C R™ tais que f : V, — W, € um difeomorfismo. Logo f(V N V) & aberto para
todo x € V e, portanto, f(V) = U f(VNV,) éum conjunto aberto de R™.

xeV

Em particular, f(U) € um conjunto aberto de R™.

Observacao 8.5. Um difeomorfismo local f : U — R™ é um difeomorfismo (global) sobre
sua imagem f(U) = V se, e s6 se, f € uma aplicagao injetora.

De fato, se f € um difeomorfismo local, temos, pela observagao acima, que f(U) = V é aberto.
Se, além disso, f : U — V é uma bijecao, temos que f~' : V — U é diferenciavel, pois f!
é diferenciavel em todos os pontos f(x) € V, uma vez que |y, : W, — V, é diferenciavel,
f(x) € W, e a diferenciabilidade € uma propriedade local.

Para demonstrar o Teorema da Aplicacao Inversa utilizaremos o Meétodo das Aproximacoes
Sucessivas.

Definicao 8.2. Seja X ¢ R™. Dizemos que uma aplicagéo f : X — R™ é uma contracdo
quando existem A € R, 0 < A < 1, e normas em R™ e R™ tais que ||f(x) — f(y)|| < A||x —y| para
quaisquer x,y € X.
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Observacao 8.6. Ao precisarmos especificar a constante A diremos que f € uma \—contracao.
Observacao 8.7. Toda contragdo é Lipschitziana, e, portanto, uniformemente continua.

Observacao 8.8. Seja U ¢ R™ aberto e convexo. Se f : U — R™ é uma aplicacéo dife-
renciavel e ||f'(x)|| < A < 1 para todo x € U, temos, pelo corolario 5.1, que ||f(x) — f(y)]| <
Al[x — y|| para quaisquer x,y € U, ou seja, f € uma A—contragao.

Definicao 8.3. Um ponto fixo de uma aplicagéo f : X — R™, X ¢ R™, é um ponto x € X tal
que f(x) = x.

Observacao 8.9. A busca de uma solugédo x para uma equacéo do tipo f(x) = b reduz-se a
procura de um ponto fixo para a aplicacao &, dada por &(x) = f(x) — b + x, pois &(x) = x se, e
sb se, f(x) = b.

Teorema 8.1. (do ponto fixo para contragbes — método das aproximacdes sucessivas)

Sejam F ¢ R™ um subconjunto fechado e f : F — F uma contragdo. Entdo, dado qualquer
xo € F, a sequéncia x; = f(xo),x2 = f(x1),..., X1 = f(xx),... converge para um ponto a € F,
que é o unico ponto fixo de f.

Prova.
Unicidade: Sejam a,b € Ftais que f(a) = a e f(b) =b,eseja0 < A < 1talque |[f(x)—f(y)| <
Al[x —y|| para quaisquer x,y € F. Entao

la—b| = [[f(a) = f(b)| < Ala—b],

ou seja, (1 —A)[ja—b|| <0.Logoa=b,pois1 —A>0e|a—b|>0.

Existéncia: Seja xo € F e consideremos a sequéncia {x;} onde x;,; = f(xx) para todo k > 0.
Entao

I — xil| = ||f(xx) — FOx—) || < Allxx — xs1]|,

para todo k > 1. Logo, por inducao, podemos provar que

X171 — xicl| < A¥[|xq — %o,

para todo k > 0.

Assim,
p—1 p—1 ot }\k
Xty — x| < Z [[Xrtirr — X < Z)\ xr —xoll < T X1 —xoll,
i=0 i=0

para todos k,p € N.
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Mas, como A* — 0, dado ¢ > 0, existe ko € N tal que
k> ko= [[xiep —xidl < e,
para todo p € N. Ou seja, a sequéncia {x,} € de Cauchy e, portanto, converge para um ponto a,

onde a € F, pois F é fechado.

Além disso, como f € continua, temos que f(a) = kIim f(x) = kIim X111 = a, isto €, a € um ponto
— 00

— 00

fixode f. g

Exemplo 8.4. O ponto fixo de uma aplicagéo f : F — F pode ndo existir quando tivermos
apenas ||f(x) — f(y)|| < ||lx —y|| para quaisquer x,y € F, x # y.

De fato, seja f : R — R a funcado f(x) = 1<x+ 1 +x2>. Como f'(x) = % (1 + = )

2 V1+x2

< 1 paratodo x € R. Logo |f(x) — f(y)| < |x —y| para

temos que 0 < f'(x) < 1, pois

X
Vi

quaisquer x,y € F, x #y, mas f nao possui um ponto fixo, pois f(x) > x para todo x € R.
Observacao 8.10. Se K ¢ R™ é compacto e a aplicagdo f : K — K satisfaz a condigdo

IIf(x) —f(y)|| < ||lx —y|| para todo par de pontos x # y em K, entdo f possui um unico ponto fixo
em K.

Com efeito, seja a € K o ponto onde a fungdo continua ¢ : K — R, @(x) = ||f(x) — x]|, atinge
seu minimo ¢ = ||f(a) — a||. Se ¢ # 0, ou seja, f(a) # a, teriamos
[f(f(a)) —f(a)]| < [[f(a) —a| =c,

uma contradigao, pois ¢(f(a)) seria menor do que o minimo c. Logo f(a) = a, ou seja, a € um
ponto fixo de f.

Suponhamos agora que f(a) = a, f(b) =b e a # b. Entdo |ja — b|| = ||f(a) — f(b)|| < ||a —b||,
um absurdo. Logo f possui um unico ponto fixo.

Para garantir que uma contracao f : X — R™ possui um ponto fixo, basta encontrar um
subconjunto F C X fechado em R™ tal que f(F) C F.

Lema 8.1. Sejaf: X — R™ uma A—contragdo. Se Bla;r] C X e||f(a) — a|| < (1 —A), entdo
f admite um unico ponto fixo em Bla;r].

Prova.
Pelo teorema anterior, basta provar que f(Bla;r]) C Bla;r], 0 que ocorre, pois x € Bla;r] =
[x—a| <r=

[f(x) —a]| < [[f(x) = f(a)|| + [[f(a) —a|| < Ax—al| + (T =Ar <A+ (1 =ANr=71. 8
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Teorema 8.2. (da perturbacéo da identidade)

Seja ¢ : U — R™ uma A—contrac4o definida no aberto U C R™. Entdo a aplicagdof : U — R™
dada por f(x) = x + @(x), € um homeomorfismo de U sobre o conjunto aberto f(U) Cc R™. Além
disso, se U = R™ entgo f(U) = R™.

Prova.
Para quaisquer x,y € U, temos
1) —=fW)ll = [x—y+ex) =)l > x—yll— o) — eyl
> x =yl =Alx =yl =1 =A)[x—yl.
Entdo f é uma bijecdo de U sobre f(U) e a aplicagao inversa f~' : f(U) — U satisfaz a condi¢ao
de Lipschitz
1f7(z) = W) < cllz—wl,

comc = ﬁ para todos z,w € f(U). Em particular, f € um homeomorfismo de U sobre f(l).

Seja b € f(U). Entao existe a € U tal que b = f(a) = ¢(a) + a.
Afirmacao: Existe 6 > 0 tal que B(b;0) C f(U).

Sejamy € R™e r > 0 tal que Bla;r] C U, e consideremos a aplicagao &, : Bla;r] — R™ dada
por &,(x) =y — @(x). Entdo &, é uma A—contragéo e &, (x) = x &=y = x + @(x) = f(x).

Sendo &,(a) —a=y—a—¢(a) =y — b, temos que
ly =0l < (1 =Nr= |&la) —a] < (1T =A)r,

Entéo, pelolema 8.1, &,(B[a;r]) C Bla; 7] e portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo para Contragoes,
existe x € Bla;r] C U tal que &,(x) = x, ou seja, existe x € U tal que f(x) = y. Logo,
B[b; (1 — A)r] € f(U) e, portanto, b € intf(U). Como b € f(U) é arbitrario, provamos que
f(U) é aberto em R™.

Finalmente, se U = R™ entdao Bla;r] € R™ para todo r > 0. Logo, pelo provado acima,
Blf(a); (1 —A)r] C f(U) para todo r > 0.

Se tomarmos 1, = % > 0, k € N, teremos que B[f(a);k] C f(U) para todo k € N. Assim,

R™ = | J BIf(a);k] C f(U), ou seja, f(U) =R™. g

keN

Corolario 8.1. (Perturbacao de um isomorfismo)

Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R™ uma aplicacdo da forma f(x) = Tx + ¢@(x),
onde T : R™ — R™ é uma transformacgao linear invertivel e a aplicagao ¢ : U — R™ satisfaz
lo(x) — @)l < Allx —yll, com AT < 1.
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Entao f € um homeomorfismo de U sobre o conjunto aberto f(U) C R™. Além disso, se U = R™,
tem-se f(U) = R™.

Prova.
Consideremos as aplicagcées g : U — R™ e 1 : U — R™ dadas por

gx) =(TTof)x) =x+(TToe)(x) e Y(x)=(TTooe)x).
Entdo 1 é uma p—contragdo, com p = 7\HT“|| < 1, pois:
W) =) = 1T (@) =T @) < [T lo(x) — @) < T Al —yl|.

Logo, pelo teorema acima, g = T~' o f € um homeomorfismo de U sobre o aberto T~'(f(U))
e T'(f(U)) = R™ quando U = R™. Entdo, como T : R™ — R™ é um homeomorfismo, pois
T é um isomorfismo, temos que f = T o g € um homeomorfismo de U sobre o aberto f(U) e
f(U) =T(T'(f(U)) =T(R™) =R™quando U=R™. g

Lema 8.2. (da diferenciabilidade do homeomorfismo inverso)

Sejaf: U — V um homeomorfismo entre os abertos U,V C R™. Sef é diferenciavel num ponto
aeUef(a): R™ — R™ é um isomorfismo, entdo o homeomorfismo inverso f~': V — U
é diferenciavel no ponto b = f(a). Se f é fortemente diferenciavel no ponto a, entdo f~' é
fortemente diferenciavel no pontob = f(a).

Prova.
Fazendog=f"'e

s(w) =g(b+w)—g(b) —f'(a) 'w, (1)
s(w)
precisamos mostrar que I|m Tl =0.

Sejav =g(b+w)— g(b). Entdo
fla+v)—f(a) =fla+g(b+w)—g(b)) —f(a) =f(glb+w)) —b=b+w—-b=w.

Como f e g sdo continuas, temos que v — 0 se, e s6 se, w — 0.

Além disso, como f é diferenciavel no ponto a,

fla+v) —f(a) = F(a)v + r(v), mmewgmﬁ 0. )
Comov=g(b+w)—g(b)ew="f(a+v)—f(a), temos, por (1) e (2), que
v = (f(@) ' (fla+v)—f(a)) +s(w)
= (f'(a)) ' (f'(@)v +1(v)) + s(w)
= v+ (f'(a) "r(v) + s(w).

Logo,
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s(w)
[[wll

Pelo Teorema 7.1, existem ¢ > 0 e pu > 0 tais que
[fla+v)—fla)[| = c[v],

— _(f(a)) TV vl (4)

VI lIwli

para todov € R™com ||v|| < p. Ou seja,
vl _ vl _

1
— -, 5
Il = Tty —f@] = c ©)
quando |[v|| < w.
Além disso, como lim H(H) =0, dado ¢ > 0, existe 0 < u' < pn tal que
/ ||T(V)H ec
< < . 6
V<= P51 = @y )

Por outro lado, como g é continua no ponto b = f(a) e v = g(b + w) — g(b), existe & > 0 tal que
|lw| < 8 = ||v|| < v'. Logo, por (4), (5), (6),

wll <8 =

l|s(w)]| _ ||(f,(a))_] TV vl < H f'(a IH lr(v)]] M
=

wi vl IIWI vl fwll
1
< —1 R
< @) ey ¢ = &
Logo g = f~! é diferenciavel no ponto b = f(a) e g’(b) = (f’(a))—‘.

Suponhamos agora que f é fortemente diferenciavel no ponto a. Fazendo v = g(b + w) — g(b)
eu=g(b+z)— g(b)temos, por (3), que
s(w) —s(z) = (f'(a)) " [r(w) —r(v)]. (7)

Como f é fortemente diferenciavel no ponto a e f’(a) : R™ — R™ é injetora temos, pelo teorema
7.2, que existem ¢ > 0 e u > 0 tais que
[ull <pe vl <p=[fla+u) = flat+v)]| = cllu—v|. (8)

Além disso, dado ¢ > 0, existe, pelo teorema 7.3, 0 < u’ < p tal que

v € B0 W) = [[r{w) = ()| < gt = vl ()

Como g é continuaembeu=g(b+z)—g(b),v=g(b+w)—g(b), existe 5 > 0 tal que
Izl <&, [w] <= [jul| <w, [v]| <n'.

Logo, por (7), (9), (8), [lw| <dez]| <6 —=
Istw) =s(z)| < [[(f(a)) Ml {Ir(w) = v < [[(f'(a))

N |
. (F/ ()~
< Sfla+w) —fla+v)| =elz—w.

[u—v]

Finalmente, pelo teorema 7.3, g = ! é fortemente diferenciavel no ponto b = f(a). O
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Teorema 8.3. (da Aplicacéo Inversa)

Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R™ uma aplicagdo fortemente diferenciavel no
ponto a € U tal que f'(a) : R™ — R™ é um isomorfismo. Entdo f é um homeomorfismo de um
aberto V contendo a sobre um aberto W contendo f(a), o homeomorfismo inversof=' : W — V
é fortemente diferenciavel no ponto b = f(a) e sua derivada neste ponto é (f'(a))~'. Se f é de
classe C¥, k > 1, entdo V pode ser tomado de modo que f seja um difeomorfismo de V sobre
W (e pelo corolario 3.4, tem-se que £~ é, também, de classe C¥).

Prova.
Sejar(x) = f(x) —f(a)—f'(a)(x —a). Como f é fortemente diferenciavel no ponto a, temos, pelo
teorema 7.3, que dado 0 < A < 1

|(f" ()1
XY € B(a;8) = [[r(x) —r(y)]| < Alx —y.

existe 6 > 0 tal que

Como
o f'(a) : R™ — R™ & um isomorfismo;

o f(x) = f'(a)x + r(x) + f(a) —f'(a) -a e Jo(x)— @) < Al|x —yl|, para quaisquer
x,y € V=B(q;6), onde ¢(x)=r(x)+f(a)—f'(a)-aq;

s O<A[(f (a7 <T,
temos, pelo corolario 8.1, que f € um homeomorfismo do aberto V sobre o aberto W = f(V).

Portanto, pelo lema 8.2, a inversa f~' : W — V é fortemente diferenciavel no ponto b = f(a).

Suponhamos agora que f € de classe C*, k > 1, e f'(a) : R™ — R™ é um isomorfismo. Entao,
pelo teorema 7.4, f é fortemente diferenciavel no ponto a, e, pelo provado acima, existe 6 > 0
tal que f € um homeomorfismo de V = B(q; ) sobre o aberto W = f(V).

Como a aplicagao derivada f' : U — L(R™; R™) é continua, o conjunto GL(R™) dos isomor-
fismos lineares de R™ é aberto em L(R™R™) e f'(a) € GL(R™), existe 0 < & < 6 tal que
f'(x) € GL(R™) paratodo x € B(a;d') =V’' C V.

Sendo W’ = f(V’) abertoem R™ e f: V' — W’ um homeomorfismo diferenciavel, temos, pelo
lema 8.2, que f~': W/ — V' é diferenciavel em todos os pontos de W"'.

Logo f: V' — W’ é um difeomorfismo. g

Corolario 8.2. Uma aplicacdo f : U ¢ R™ — R™ de classe Ck (1 < k < o), definida no
aberto U Cc R™, é um difeomorfismo local se, e so se, para todo x € U, f'(x) : R™ — R™ é um
isomorfismo (ou seja, det Jf(x) # 0).
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Corolario 8.3. (Perturbacao diferenciavel da identidade)

Seja U Cc R™ um aberto convexo. Se ¢ : U — R™ é de classe C', com ||o'(x)|| < A < 1 para
todox € U, entao f : U — R™, dada por f(x) = x + ¢(x), é um difeomorfismo de U sobre sua
imagem f(U). Se, além disso, U = R™, entdo f(U) = R™.

Prova.

Como U C R™ é aberto e convexo e ||¢’(x)|| < A para todo x € U, temos, pelo corolario
5.1, que ¢ é uma A—contragdo. Logo, pelo teorema da perturbacdo da identidade, f € um
homeomorfismo de U sobre o aberto f(U).

Além disso, como f'(x) = Id + ¢’(x) e |[¢’(x)|| < A < 1, para todo x € U, temos que f’(x) € um
isomorfismo para todo x € U, pois, caso contrario, existiria v € R™ — {0} tal que ¢'(x)v = —v,

o't | =

Portanto, pelo corolario 8.2, f € um difeomorfismo local. Como f: U — f(U) é injetora, f € um
difeomorfismo (global). g

um absurdo, uma vez que <@’ (x)]-

Exemplo 8.5. Seja f: R™ — R™ a aplicagdo definida por f(X) = X¥, onde k € N. Entdo f é
de classe C* e

k
(X)V = Z Xy Xkt
i=1

De fato, como f(X) = L(X,...,X), onde L : R™ x ... x R™ — R™ ¢ a aplicacdo k—linear,
nao-simétrica dada por L(Xy,...,Xy) = X7 - ... Xy, temos, pela observagao 8.4 do capitulo 3,
que f é de classe C* e

1
(k—1)!

k

Ls(X,...,X,V) = , X=) xtT.v.xkt,
H,_/ E/—/

—1 i=1

F(X)V =

Ou ainda, como f = Loh,onde h: R¥ — R™ x ... xR™ é a aplicacao de classe C* dada

k
por h(X) = (X,...,X), entdo f & de classe C™ e, pela Regra da Cadeia e pelo exemplo 2.3,

f(X)-V = L'(X,...,.X) o h/(X)- V=L(X,...,X) - (V,...,V)

< k
= > LX.. X, VX, X) =) XTVXE
i=1 =

i

No ponto X = Id, temos f’(Id) - V = kV. Logo f'(Id) : R™ — R™ é um isomorfismo.

Pelo teorema da Aplicagdo Inversa, existem abertos V,W ¢ R™ tais que Id € V, f(Id) = Id € W
ef:V — W é um difeomorfismo de classe C*. Isto é, para todo Y € W, existe uma Unica
matriz X € V tal que X* =Y e X (raiz k—ésima de Y) é uma aplicagédo de classe C* de Y.
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9 Aplicacao: o Lema de Morse

Como ilustracao sobre o emprego do Teorema da Aplicacao Inversa, provaremos o Lema
de Morse, segundo o qual, na vizinhancga de um ponto critico ndo-degenerado de uma funcao f,
é possivel tomar um sistema de coordenadas em relagao ao qual f se exprime como uma forma
guadratica com coeficientes constantes:

fly) = Z ajyyiy;.

Definicao 9.1. Um sistema de coordenadas de classe C* num aberto U ¢ R™ é um difeo-
morfismo & : V — U de classe C* definido num aberto V ¢ R™. As coordenadas de um ponto
p € U no sistema & sao os numeros yi, ...,y taisquey = (y1,...,ym) € Ve &(y) =p.

Exemplo 9.1. SejaP ={(x,0) € R?|x > 0}. Entéo, no aberto U = R?— P, podemos introduzir
um sistema de coordenadas & : V — U de classe C*, definido no aberto V = (0, +o00) x (0, 271)
por &(r,0) = re'® = (rcos 0, rsen0).

cos® —rsenod
De fato, como ¢ € injetora, &(V) = U e detJ&(r,0) = det ’ =1 # 0, temos,
seno rCcos 0

pelo Teorema da Aplicacao Inversa, que & é um difeomorfismo de classe C™.

Se P = (x,y) = &(r,0) entdo r = /x%+ y? € a distancia de P a origem e 6 é o angulo, em
radianos, que OP faz com o semi-eixo positivo das abscissas. Os numeros r e 6 sao chamados
as coordenadas polares do ponto P = (x,y).

Mais geralmente, se P C R? é qualquer semi-reta fechada partindo da origem que faz um angulo
0o com o semi-eixo positivo das abscissas, podemos definir um sistema de coordenadas polares
&:(0,00) x (80,00 + 27m) — U =R? — P pela mesma férmula &(r,0) = re®®.

Exemplo 9.2. Seja P = {(x,0,z) e R®|x > 0} e seja V = (0,00) x (0,7) x (0,27). Entao, a
aplicagao & : V — R3 — P definida por
E(r,p,0) =(rsen@cosB, rsenpsend, rcos @),

é um sistema de coordenadas de classe C*® no aberto R3 — P.

De fato, se P = (x,y,z) = &(r, ¢, 0), entdo r € a distancia de P a origem, ¢ € 0 angulo que o raio
OP faz com o semi-eixo positivo dos z e 6 € o angulo que (x,y,0) faz com o semi-eixo positivo
dos x.

Com isto, é facil verificar que & é injetora e £(V) = R3 — P. Além disso, como
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sen@cosO rcosecos® —rsen@send
detJ&(r, ¢,0) =det [ senpsend rcos¢send rsengcosf | =r?seng >0,
CoS @ —Trsen @ 0

temos que & é um difeomorfismo de classe C*.

Se P = (x,y,z) = &(r, ¢,0), 0s niUmeros r, ¢, 6 sao chamados as coordenadas esféericas do
ponto P € R* — P

P=(x,y,z)

s

o (z,9,0)

Fig. 5: Coordenadas esféricas (r, ¢, 8) do ponto P = (x,y, z)

Observacao 9.1. Aintrodugéo de um novo sistema de coordenadas numa regido do espaco
euclidiano tem por objetivo simplificar a descricao de certos conjuntos ou fungdes. Por exemplo,
em coordenadas esféricas, a fungao f(x,y,z) = \/m torna-se fo &(r,0,0) = r e a
esfera x* +y? + z> = ¢? é descrita pela equacéo r = c.

O Lema de Morse diz que numa vizinhanga de um ponto critico ndo-degenerado € possivel
obter um sistema de coordenadas que simplifica bastante a forma da fungao.

Lema 9.1. (Lema de Morse)

Seja a um ponto critico ndo-degenerado de uma fungdo f : U — R de classe C, k > 3, definida
num aberto U C R™. Entdo existe um sistema de coordenadas &, : V — W de classe C*2, com
aeWcCcU0eVeg0)=a, tal que
f(&(y)) — fla) = Z aij YiYj,
i,j=1

2
1af().

paratodoy = (y1,...,yn) €V, 0nde ay = 5 -———(a
1 )

Prova.
Seja 6 > 0 tal que B(a;8) ¢ U. Como f é de classe C? e [a,x] C U para todo x € B(a;9),
temos, pela Férmula de Taylor com resto integral, que
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x € B(a;0) = f(x) = f(a)-l—f(]—t)dzf(a-l—t(x—a))(x—a)zdt
0

= f(a) + Z aij(X)(Xi - Cl)(Xj - (1) )

i,j=1

onde,
! o%f .
aij(x) = J0(1 —t)axiaxj(a%—t(x— a))dt, i,j=1,...,n.
2
Como as fungoes 5. O sdo de classe C*2, k — 2 > 1, temos, pela Regra de Leibniz, que as
10%j
fungdes ai; : B(a;8) — R sdo de classe C 2, para todos i,j = 1,...,n. E, pelo Teorema de

Schwarz, a matriz A(x) = (ay(x)) € simétrica para todo x € B(a; ).

Assim, podemos escrever
f(x) =fla) + (A(x)(x —a), (x — a)).

2
Como Ay = A(a) = % (axa ;X (a)) e a & um ponto critico ndo-degenerado, temos que A, €
i 0X;

uma matriz simétrica invertivel.
Seja C(x) = Ay A(x). Entéo C : B(q;5) — R™ é de classe C*2, A(x) = A, C(x) para todo
x € B(a;6) e C(a) = Id.

Pelo exemplo 8.5, existem abertos V;,V, ¢ R™ taisque Id € V;, Id € Vo e ¢ : Vi — Vs,
@(X) = X2, é um difeomorfismo de classe C*. Como C : B(a;5) — R™ é continua e C(a) = Id,
existe 0 < &’ < 6 tal que C(B(aq;d’)) C Va.
Logo B = ¢ "o C éde classe C*2, B(x)? = C(x) para todo x € B(a;5’) e B(a) = Id.
Entao, como A(x) = A,C(x) = AgB(x)% e A(x) é simétrica para todo x € B(a;$), temos, tomando
transpostas, que:

Ax) = AgB(x)? = (B(x)")* Ao = B(x)2 = A;" (B(x)")? Ag = (A;'B(x)TAo)”

Como A, 'B(a)TA, =1d, B(a) = Id e as aplicagbes
B:B(a;8') — R™ e A;'B(x)TA¢:B(a,8') — R™

sao continuas, existe 0 < 6” < &’ tal que

x € B(a;0") = A(j]B(x)TAO e VieB(x)e V.
Logo B(x) = A, 'B(x) A, para todo x € B(a;8"), pois ¢ : Vi — V, € um difeomorfismo.
Assim, AoB(x) = B(x)TAp e A(x) = AoB(x)? = B(x)"A,B(x) e, portanto,

f(x) —fla) = (AX)(x—a),(x—a)) = (B(x)TA¢B(x)(x — a), (x — a))
= (AoB(x)(x —a),B(x)(x —a)).
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Seja P : B(a;8”) — R™ a aplicagcdo de classe C¥2 dada por P(x) = B(x)(x — a).
Se ¢ : LIRMR™) x R™ — R™ é a aplicacao bilinear dada por ¢(B,y) = B -y entao, pela
Regra da Cadeia, para todo x € B(a;8"”) e v € R™, temos que

P(x)v = ¢'(B(x), (x —a)) (B'(x)v,V)

= ¢(B'(x)v, (x —a)) + ¢(B(x),V)

0B
= R(x)(x— a) + B(x)v.

Logo, para x = a, Y’(a) -v = B(a) -v = v para todo v € R™, ou seja, P'(a) : R* — R™ € a
aplicacao identidade.

Entao, pelo Teorema da Aplicacao Inversa, existe 0 < 6" < 6” e um aberto V C R™ tais que
0=1(a) e Ve : W — V & um difeomorfismo de classe C¥2, onde W = B(a;8").

Assim, se £ =V ': V — W, temos que & é um sistema de coordenadas de classe C*2 no
aberto Wtalque {(0) =ae

f(E(y) —fla) = (Aoy,u) = ) ayviy;- m
i,j=1
Corolario 9.1. Seja a um ponto critico ndo-degenerado de uma fungdo f : U — R de classe
Ck, k > 3, definida num aberto U C R™. Entdo existe um sistema de coordenadasn : Vo — W
de classe C¥2, comac W,0€ Vy,n(0) =ae
fn(z)) —fla) =—zf — ... —zf+ 28, +... + 22.

Prova.
2
Seja Ay = (ay;) a matriz simétrica de entradas ay; = %%(a), dada pelo Lema de Morse.
10%j
Entéo existe uma base ortonormal {u;, ..., u,} de R™tal que Aou; = Aju; paratodoj =1,...,m.
Como A, é invertivel, \; # 0 paratodoj = 1,...,m. Sejam A; < 0,..., Ay < 0 € A1 >

0,...,Amn > 0, os autovalores negativos e positivos de A,.

W; . w;
Paraj <i,sejav;=——e,paraj >1i,sejav; = ——.
Entdo {vy,...,vn} € uma base ortogonal de R™ tal que
0 sej#k
(Aovj,vi) = ¢ —1 sej=k e j<i

1 sej=k e j>1i.
Consideremos agora a transformacao linear invertivel T : R™ — R™ tal que Te; = v; para todo

j=1,...,m. Sendo V, = T-1(V), onde V é o aberto que contém a origem obtido no Lema de
Morse, temos quen = & o T : V, — W é um difeomorfismo de classe C*¥2 tal que
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fon(z) —f(a) = (fo&)(T(z)) —fla) =(AcT(2),T(z))

(£ £

= Z Zj Zk<Ao\)j N Vk)

jk=1

— 2 24,2 2
= —Z1—...—zZi+zi 1+ ...+ 2z,

concluindo a prova do corolario. g

Observacao 9.2. O namero i que aparece no corolario acima chama-se o indice do ponto
critico a. Quando i = m, a € um ponto de maximo local para f; se i = 0, a € um ponto de minimo
local. Para 0 < i < m, a € um ponto de sela de indice i.

Observacao 9.3. No caso m = 2, seja a € U um ponto critico ndo-degenerado da fungéo

f: U — R de classe Ck, k > 3, definida no aberto U ¢ R?. Pelo Lema de Morse, existe um

sistema de coordenadasn : V, — W de classe C*¥2,com 0 € Vy, a € W C U, n(0) = a, tal que
fon(z) —f(a) = £(z§ +23) ou fon(z) —fla) = —zF+z3.

Quando a é um ponto de maximo ou de minimo local de f, temos que fon(z) = f(a) — (z% + z3)
e fon(z) = f(a) + z# + z3, respectivamente. Logo as curvas de nivel de f préximas de a sao
imagens pelo difeomorfismo n dos circulos z4 + z5 = const., tendo, portanto, a forma dada pela
figura 6. E quando a é um ponto de sela, temos que f on(z) = f(a) — z§ + z3. Logo, as curvas
de nivel de f proximas de a sdo imagens pelo difeomorfismo n das curvas —y? + y3 = const.,
tendo a forma dada pela figura 7.

Fig. 6: Curvas de nivel de f préximas do ponto critico a Fig. 7: Curvas de nivel de f préximas do ponto critico a

Observacao 9.4. Os trés paragrafos seguintes tém objetivo semelhante ao deste: a partir de
hipéteses sobre a derivada, obter sistemas de coordenadas convenientes, em relagdo aos quais
a aplicacao se exprime por meio de formulas simples.
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10 Forma Local das Imersoes

Definicao 10.1. Uma imersdo do aberto U ¢ R™ no espago euclidiano R™ é uma aplicagéo
diferenciavel f : U — R™ tal que a derivada f'(x) : R™ — R™ é uma transformacao linear
injetora para todo x € U. Em particular m < n.

Observacao 10.1. A composta de duas imersdes é uma imersao.

Observacao 10.2. Ja vimos que a derivada f’ : U — £(R™ R™) é continua no ponto a se,
e sO se, f é fortemente diferenciavel no ponto a. E, neste caso, se f'(a) : R™ — R™ é injetora
entao, pelo teorema 7.2, existe 6 > 0 tal que f: B(a;84) — f(B(a;8)) € um homeomorfismo. Em
particular, flg (s € injetora.

Exemplo 10.1. Seja f: R™ — R™ x R™ a aplicagao de inclusdo dada por f(x) = (x,0).
Como f é linear, f'(x) = f para todo x € R™. Logo f € uma imersao C™.

Mostraremos que toda imerséo de classe C¥, k > 1, coincide localmente, apés uma mudancga
do sistema de coordenadas, com a imersao f acima.

Exemplo 10.2. Seja I c R um intervalo aberto. Um caminho diferenciavel f : I — R™ é uma
imersao se, e so se, seu vetor velocidade f'(t) # 0 paratodo t € I.

Entdo, paratodo t € I, L = {f(t) + sf'(t)|s € R} é uma reta tan-
gente a imagem f(I) no ponto f(t). Como uma imersao pode nao
ser injetora, entao, quando f(t;) = f(t,), as duas retas tangentes
Ly = {f(ty) +sf'(t1)[s € R} e L, = {f(t2) + sf'(t2) |s € R} podem
(ou nao) ser distintas.

Mas, pelo teorema 7.1, existe & > 0 tal que f(t) # f(t;) para todo
te] =t -5t +686) CIt+#t;. Assim, L; é a Unica reta

Fig. 8: Retas L; e L, tangentes a curva

tangente no ponto f(t;) para o caminho fl;.

Por exemplo, f : R — R?, f(t) = (t3> — t,t?), é uma imersio de classe C* da reta no plano tal
que f(1) =f(—1) = (0,1). Como (1) = (2,2) e f'(—1) = (2,—2), temos que

Li ={(0,1) +s(1,1)|s e R} AL, ={(0,1) +s(1,=1) [s € R}.

Exemplo 10.3. Sejaocaminho g : R — R?de classe C* dado por g(t) = (t—sent, 1—cost).
Como g’(t) = (1 —cost,sent), temos que g nao é imersao, pois g’(t) = 0 para t = 27k, k € Z.
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Fig. 9: Cicloide

A imagem deste caminho € a curva chamada cicloide. Ela possui uma infinidade de pontos
angulares (cuspides), nos quais o vetor velocidade é igual a zero.

Observacao 10.3. Nem sempre podemos identificar os pontos onde a derivada de uma
aplicacao nao € injetora pela forma geométrica de sua imagem. Por exemplo, a imagem do
caminho f: R — R?, f(t) = (t3,t3), € uma reta. Para t = 0, o vetor velocidade f'(0) = (0,0), o
gue nao se deve ao aspecto de f(R), mas a maneira como a reta esta parametrizada por f.

Teorema 10.1. (Forma Local das Imersées)

Sejam U Cc R™ um aberto e f : U — R™™ uma aplicagdo fortemente diferenciavel no ponto
a € U. Seaderivadaf’(a) : R™ — R™™ é injetora, existe um homeomorfismoh:Z — VxW,
fortemente diferenciavel no ponto f(a), de um aberto Z em R™™ que contém f(a) sobre um
abertoV x W emR™ x R™ que contém (a, 0), tal que

hof(x) =(x,0),

para todox € V e h.

Se f é de classe C¥, k > 1, é possivel restringir V, W e Z, se necessario, de modo que h seja
um difeomorfismo de classe C*.

! \ .
h

V xW R"

( V. (a,0) 0
\ R™ a \/’

ho f 1%
&7{ 4
Rnu\' V a )

Fig. 10: Representagao esquematica do Teorema da Forma Local das Imersdes
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Prova.

Seja E = f'(a)(R™). Como f'(a) é injetora, dimE = m. Sejam {wy,...,w,,} uma base de E,
v1,...,vn vetores linearmente independentes tais que {wi,...,wu,vi,...,v.} € uma base de
R™™ e F 0 subespaco gerado pelos vetores vq,...,v,. Entdo R™™ =E ¢ F.

Seja ¢ : U x R* — R™™ a aplicagao definida por
(P(X,y) = f(X) + ZUW%
i=1

ondey = (y1,...,yn). Entdo,seve Rmew = (B4,...,Bn) € R,

©'(a,0)(v,w) =f'(@)v+ Y Bvi. (1)
i=1

Afirmacao: ¢ é fortemente diferenciavel no ponto (a,0).
De fato,

e(xy) = f(x)+ ) yvi=0(a,0)+¢'(a,0) (x—a,y) + 1o (x,U)
i=1

= fla)+f(a)(x—a)+ ) vivi+1d, (%)

i=1
— 1 0%, y) = f(x) = f(a) — f'(a) (x —a) = 1(x).
Como f é fortemente diferenciavel no ponto a, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
x,x" € B(q;8) CR™ = ||rf(x) —rf(x)| < elx —%/||s.
Entao,
(%, 9), (x,y) € B(a;8) x R = ||rf, (%, y) =1 /(s y))[| = Iri(x') =i ()]l < ellx —x'[s

< el =xlls+ v —ylls)
= ell(x,y) = (", y')|s-

Logo ¢ é fortemente diferenciavel no ponto (a, 0), concluindo a prova da afirmacao.

Além disso, como f’(a) : R™ — R™™ ¢ injetora e R™™ = f’(a)(R™) @ F, temos, por (1), que
¢'(a,0) : R™m — R™™ & um isomorfismo.

Pelo Teorema da Aplicagao Inversa, existem um aberto contendo (a,0), o qual podemos supor
daformaVx W,onde0 e W C R ea €V C U, eum aberto Z c R™™, com f(a) € Z, tais que
@:VxW — Zéumhomeomorfismoeh = ¢ ':Z — V x W é fortemente diferenciavel no
ponto f(a). Como ¢(x,0) = f(x), temos que hf(x) = he(x,0) = (x,0) para todo x € V.

Quando f é de classe C*, k > 1, entdo ¢ também ¢ de classe C¥. Pelo Teorema da Aplicagdo
Inversa, V, W e Z podem ser tomados de modo que ¢ : V x W — Z seja um difeomorfismo de
classe C¥, cujo inverso h é também de classe C*. g
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Exemplo 10.4. Seja f: U c R? — R3, f = (f;, 5, f3) uma aplicagdo de classe C, k > 1, tal
que f'(a) : R? — R3 é injetora no ponto a = (a;, a,) € U, ou seja, a matriz Jacobiana de f no

ponto a,
of3 ot
aafx(a) a{y (a)
Jf(a) = [ 32(a) :
X Qy
M) 2
0x ay
tem posto 2.
Entao Jf(a) possui um menor de ordem 2 nao-nulo.
Se, por exemplo,
ofy af1
w4 5y
det T ]}4 #0,
0x ay
entdo {f'(a)e;,f'(a)e,, €3}, onde e; = (0,0,1), é uma base de R3. Nesse caso, deinimos

©: UxR— Rs por (P(X,y,Z) - (f](X,y),fz(X,y),fg(X,y) —I_Z) .

Observe que

ofq 6f1

nw @ Bl 1) 2N

of» F x a

o LET

%5(q) aé(a} 1 (@ 5y

ox dy
Pela forma local das imersdes, existem abertos V ¢ R, I C R, Z C R3taisque a € V, 0 € I,
f(a) € Z, @ : V x I — Z é um difeomorfismo de classe C* e ho f(x,y) = (x,y,0) para todo

x,y€V,ondeh=¢':Z—V xIétambém de classe C*.

Corolario 10.1. Seja f : U — R™ definida no aberto U c R™, fortemente diferencidvel no
ponto a € U, com f'(a) : R™ — R™™ jnjetora. Entdo, existe um abertoV, coma € V C U,
tal que f : V. — f(V) é um homeomorfismo e o homeomorfismo inverso f~' : f(V) — V é a
restricdo de uma aplicacdo continua &, : Z — V definida num aberto Z em R™™, f(V) C Z,
fortemente diferenciavel no ponto f(a). Se f é de classe C¥, k > 1, entdo & pode ser tomada de
classe C*.

Prova.

Sejah:Z — V x W a aplicagao obtida no teorema acima. Entao f(V) C Z. Seja&:Z — Va
aplicacao definida por &(z) = moh(z),onde t: V x W — V, 1t(x,y) = x, & a projecao sobre a
primeira coordenada.
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Entao & é continua, pois h € continua e 7t € de classe C*. Além disso, ¢ é fortemente dife-
renciavel no ponto f(a).

De fato,
&(f(a)) =moh(f(a)) = a, &'(f(a))(w) = 7'(h(f(a))) o h'(f(a))(w) = m(h'(f(a)) (W),
e, portanto,
£(z) = m(h(z)) = &(f(a)) + &/ (f(a)) (z— f(a)) + 15 (2)
= n(h(f(a) + (k' (f(a))(z — f(a))) + 1§, (2) .
Entao ri(a)(z) = n(r?(a)(z)). Como h é fortemente diferenciavel em f(a), dado ¢ > 0, existe 6 > 0

tal que
z,w € B(f(a);8) = [y (2) = iy (W)ls < ellz—w]|.

Logo, como
I7tl] = sup{[I7c(x, Y)lIs| |(x,y)lls = 1} = sup{|Ix[Is| Ix[ls + lulls =1} =1,
temos que
2w € B(f(a);8) = ||, (2) — 150, (Wlls = I7(rfig)(2) =T ()]s
< g (2) =Ry (W)]ls
< ellz—w

Portanto & é fortemente diferenciavel no ponto f(a).

Se f é de classe C¥, temos, pelo teorema acima, que h é de classe C*. Logo & = moh é de
classe C*.

Como &f(x) = mh(f(x)) = mt(x,0) = x para todo x € V, temos que f: V — f(V) € uma bijecao
e &livy=f1:1(V) — V.

Entao f: V — f(V) é um homeomorfismo, pois, pela observagao 7.6, podemos tomar V C R™,
a € V, de modo que f : V — f(V) seja continua, uma vez que f é fortemente diferenciavel em
a. [}

Observacao 10.4. Como consequéncia deste corolario, temos que se f é de classe C¥,
k > 1, e f'(a) : R™ — R™™ ¢ injetora, entdao f'(x) : R™ — R™™ & injetora para todo x
num aberto V de R™ que contém a.

De fato, como & o f(x) = x para todo x € V, temos que &'(f(x)) o f'(x) = Id : R™ — R™. Logo
f’(x) € injetora para todo x € V.

Este resultado pode ser provado diretamente.
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De fato, seja T : R™ — R™*™ uma transformagao linear injetora.

Entdo a matriz A = (ay;) de T em relagéo as bases canbénicas de R™ e R™™ tem m colunas
linearmente independentes e, portanto, m linhas linearmente independentes, pois posto-linha
de uma matriz = posto-coluna da matriz.

Sejam Ay, = (ai, 1,..., i, m)y---,Aq, = (Qiy1,--., 04, m) 08 M vetores-linha de A linearmente
independentes, i;,...,im €{1,...,m+n}

Como A;, € R™paratodok =1,...,m,{Ay,...,Ay, } € uma base de R™ e, portanto, o deter-
minante da matriz m x m cujas linhas séo A;,, ..., A;,, é diferente de zero.

Sendo a aplicacao ¢ : L(R™ R™™M) — R, que associa a cada transformacao linear S o deter-
minante da matriz m x m cujas linhas sao as linhas 14, ..., 1., da matriz de S em relagao as bases
candnicas de R™ e R™™, é continua e ¢(T) # 0, existe e > 0talque ||S—T|| < ¢ = @(S) #0.

Além disso, como f': U — L(R™ R™*™) é continua, tomando T = f'(a), existe & > 0 tal que
x—all <& = [f'(x) —f'(a)]| <e.

Logo ¢(f’(x)) # 0 para todo x € B(a;), ou seja, f'(x) tem posto m e, portanto, € injetora para
todo x € B(aq;d).

11 Forma Local das Submersoes

Definicao 11.1. Uma aplicagdo diferenciavel f : U — R™ definida num aberto U ¢ R™, é
uma submersao quando f'(x) : R™ — R™ é uma transformacéao linear sobrejetora para todo
x € U. Em particular, m > n.

Observacao 11.1. Como um funcional linear é sobrejetivo ou nulo, temos que uma fungéo
diferenciavel f : U ¢ R™ — R é uma submersao se, e so6 se, df(x) # 0 para todo x € U, ou
seja, se, e so se, grad f(x) # 0 para todo x € U.

Observacao 11.2. A composta de duas submersdes é uma submerséo.

Definicao 11.2. Uma decomposicdo em soma direta do tipo R™™ = R[* @ RT significa que

se fez uma particao {1,..., m+n}=1U]J,onde [ ={iy,...,in} €] ={j1,...,in} SA0 disjuntos.
Dada a particdo, consideramos R* ¢ R™™ como o subespago gerado por {ei,,...,ei .} €
R} € R™™ como o subespago gerado por {e;j,, ..., €;,}.
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Entdo todo vetor z € R™™ se escreve, de modo Unico, como z = x +y, onde x € Rf* e y € Ry.
Assim, R™™ = R{* @ R} € a soma direta dos subespagos RT* e R}

Uma vez dada a decomposigdo em soma direta R™™ = RT* @ R}, escrevemos os elementos de
R™*™ como pares z = (x,y), onde x € R* e y € R}.

Por exemplo, seja R3 = R? ® Ry, onde I = {1,3} e ] = {2}, ou seja, R? é gerado por {e7, e3} e R; é
gerado por {e,}. Entéo todo z = (z1,z;,z3) € R3 se escreve como z = (x,y), onde x = (z1,0, z3)
e Y= (O>Z2)O)'

Observacao 11.3. Dada uma transformagcéo linear sobrejetora T : R™™ —; R™, existe uma
decomposigao em soma direta do tipo R™™ = R & RY tal que a restrigao T|R}1 (R} — R™ €
um isomorfismo.

De fato, como os vetores {Tey, ..., Ten ) geram R™, existe | = {j1,...,jn} C {1,...,m + n} tal
que {Te;j,, ..., Te;, } € uma base de R™.
SeI={i;,...,in} € 0 conjunto dos indices restantes, a particao {1,...,m+n} =1U]J fornece a

decomposi¢ao em soma direta R™™ = R* @ R}

Entao T|R? : R} — R™ & um isomorfismo, pois transforma a base {e;,, ..., e;,} de R} na base
{Te]-] y oo ,Te]-n} de R™

Seja A = (ay) a matriz n x (m + n) da transformacao linear T em relagéo as bases candnicas
de R™™ e R™

Entao Tlry € um isomorfismo se, e sé se, a submatriz n x n da matriz A cujas colunas sao as n
colunas da matriz A cujos indices pertencem ao conjunto ] tem determinante diferente de zero.

Exemplo 11.1. Dada uma decomposicdo em soma direta do tipo R™™ = R* @ RT, seja
f: R™™ — R™ a projecdo sobre a segunda coordenada, ou seja, f(x,y) =y = (Uj,,-- -, Yjn)-

Como f é linear, temos f'(x,y) = f para todo z = (x,y) € R™™. Logo f € uma submersao e a
matriz Jacobiana de f tem como linhas os vetores e;,, ..., e;, da base canonica de R™™.

Definicao 11.3. Seja f : U — R™ definida no aberto U ¢ R™ e seja E ¢ R™ um subespago
vetorial. Dizemos que f € diferenciavel ao longo de E no ponto a quando existe uma transformacgao
linear 0gf(a) : E — R™, chamada a derivada de f ao longo de E no ponto a, tal que

veE, a+vel= fla+v)="~(a)+ 0ef(a) - v+r(v),

. TV

com lim ™ _o.
v o v
veE
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Observacao 11.4. Se f é diferenciavel no ponto a, entdo f é diferenciavel neste ponto ao
longo de qualquer subespaco E ¢ R™ com 0¢f(a) = f'(a)l.

Definicao 11.4. Dadas uma decomposi¢do em soma direta do tipo R™™ = R* @ R e uma
aplicacao f : U — RP definida no aberto U ¢ R™™, a derivada de f no ponto a ao longo de
RTY, caso exista, é indicada por 0:f(a) e a derivada de f no ponto a ao longo de R}, caso exista,
é representada por 0,f(a). Estas sdo as derivadas parciais de f no ponto a relativamente a
decomposigdo R™™ = R{* @ Ry

Observacao 11.5. Se f : U — RP é diferenciavel no ponto a, entdo 9:f(a) = f'(a)lgp,
0,f(a) = f’(a)!R}m e, para qualquer u = (v,w) € R[* & RT,
f'la)u="f'(a)(v+w) =f(a)v+f'(a)w = 0:f(a)v+ df(a)w.

Observacao 11.6. Mesmo no caso da decomposi¢do usual R? = R @ R, uma fungéo
f: U c R? — R pode ser diferenciavel ao longo de cada um dos subespagos R sem ser
diferenciavel em R2.

O teorema abaixo diz que, dada uma submersao f de classe C', é possivel obter novas
coordenadas em torno de cada ponto do seu dominio de modo que f seja a projecao sobre
as n Ultimas coordenadas, ou seja, o exemplo 11.1 é, localmente, 0 caso mais geral de uma
submersao.

Teorema 11.1. (Forma Local das Submersoes)

Seja f : U — R™ uma aplicacdo definida no aberto U ¢ R™™ e fortemente diferenciavel no
ponto a € U. Se f'(a) : R™™ — R™ é sobrejetora ou, mais precisamente, se é dada uma
decomposicao em soma direta do tipo R™™ = R* © R} tal que a = a; + a; = (aj,az) e a
derivada parcial 9,f(a) = f’(a)lR? : R} — R™ € um isomorfismo, entao existem abertos V, W e
Z,comacZCcUCR™™" a; €V cCR™f(a) e WcCR"™eumhomeomorfismoh:VxW — Z
fortemente diferenciavel no ponto (a;,f(a)) tal que

foh(x,w)=w,

para todo (x,w) € V x W, onde a; = (ai,,...,a;,). Sef é de classe C*, k > 1, podemos
restringir V, W e Z, se necessario, de modo que h seja um difeomorfismo de classe C*.

Prova.
Seja ¢ = f(a) e consideremos a fungao ¢ : U — R™ x R™ definida por
(P(X»U) - (%f(xﬂﬁ) - ((Zi1 yooee )Zim)vf(x)y)) ’

onde z = x +y. Entao,
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¢'(a)(v,w) = (v, f'(a)(v,w)) = (v,0:f(a)v + 9:f(a)w) , onde v = ikaeik ev=Vi,...,vm).
k=1

(%, ¢)—] foh:(z,w)—w fla)=e¢
TN
——— (a1, ¢) W
n
i V \ N
Y pe P 7 Rm

Fig. 11: Representacao esquematica do teorema da forma local das submersoes
Afirmacao: ¢ é fortemente diferenciavel no ponto a = (ay, az) = a; + as.
De fato, como
o(x,y) = (x,f(x,y)) = (a1, f(a)) + ((x — a1), f'(a)(x + y — (a1 + a2))) +7& (x,y),
temos que
T8 (%, y) = (0,75(x +y)).
Como f é fortemente diferenciavel no ponto a = a; + a,, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

z=x4vy,z =x'+y €B(a;d) = [[ri(x+y) —ri(x'+y)|ls < ellx+y—(x'"+v')]

= ¢elz=2

= Ir (,y) =& (<, ¥ )ls = ([0, 7i(x +y) = ri(x" +y"))|s
= |Iri(z) —va(2)lls < eflz— 2]
Logo ¢ é fortemente diferenciavel no ponto a = (a;, a;).g
Além disso, ¢’(a) : R™™ — R™ x R™ é um isomorfismo, pois dado (v,z) € R™ x R™ e,
considerando os vetores
v=) viey, €ER e  w=(3:f(a))(z— df(a)v) €R],
k=1
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temos, para u = (v,w) =v +w, que:
@'(a)u = (v,0:f(a)v+ 0>f(a)w) = (v, 0:f(a)v+z — 0:f(a)v) = (v,z).
Logo ¢’(a) : R™™ — R™ x R™ é sobrejetora e, portanto, um isomorfismo.
Pelo Teorema da Aplicacao Inversa, ¢ € um homeomorfismo, com inverso h fortemente
diferenciavel no ponto ¢(a) = (a7, f(a)) = (a7, ¢), de um aberto Z ¢ R™™ contendo a sobre um

aberto contendo (a7, ¢), o qual pode ser tomado da forma V x W, com V aberto em R™, a7 € V,
e W aberto em R™, c € W.

Entao
h(,)Z,W) =hy (/)Z,W) + hZ(%/aW) - (h'] (;(/,W),hz(’)z,W)) ’

onde hi:VxW -—R™e h;: VxW-— R

Como (X, w) = @h(X,w) = @(hi(X,w) + ha(X,w)), temos que hy(X,w) = Y xie;, ©
k=1
f(h(x,w)) =w para todo (x,w) € V x W, onde x = (x1,...,Xm)-

Se f é de classe C¥, entdo ¢ é de classe C*. Pelo Teorema da Aplicagdo Inversa, V, W e
Z podem ser tomados de modo que ¢ seja um difeomorfismo de classe C* de Z sobre V x W
e, portanto, seu inverso h também é de classe C*.

Corolario 11.1. Sejaf : U — R™ uma aplicacdo definida no aberto U c R™™, fortemente
diferenciavel no ponto a € U. Se f'(a) : R™™ — R" é sobrejetora, entao existe um aberto Z
contendo a em R™™ tal que f|; é uma aplicagdo aberta, ou seja, para todo A C Z aberto, f(A)
€ aberto em R™. Em particular, f(a) € intf(U).

Prova.
Sejah: V xW — Z o homeomorfismo dado pelo teorema acima, e seja A C Z um con-
junto aberto. Entao

f(A)=fohoh '(A)=moh '(A).

Como h é continua, h~'(A) é um conjunto aberto e, portanto, t(h~'(A)) é aberto, pois a projecéo
mm:V x W — W é uma aplicacao aberta.

Logo f(A) é aberto para todo aberto A C Z. g
Corolario 11.2. Toda submersao de classe C*, k > 1, é uma aplicacdo aberta.

Observagao 11.7. Na decomposigdo R™™ = RT™ & RT, R} é 0 subespaco de R™™ gerado
pelos vetores e;, j € ] = {j1,...,jn} da base canbnica de R™™™. Entédo a derivada parcial
d0>f(a) : R} — R™ € um isomorfismo se, e so se, a matriz
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of; . . . .
( (a)) ,16{1,...,“«},]E{]],...,)n},

0%
obtida da matriz Jacobiana de f no ponto a escolhendo as n colunas cujos indices pertencem a
J, tem determinante diferente de zero.

Observacao 11.8. Sef: U c R™" —; R" é de classe C* e f/(a) : R™™ — R™ é sobre-
jetora para algum a € U, entdo f'(z) : R™™ — R" é sobrejetora para todo z num aberto Z
contendo a.

De fato, seja h : V x W — Z o difeomorfismo de classe C* dado pela forma local das sub-
mersdes. Como f o h = 7, temos, pela Regra da Cadeia, que para todo (x,w) € V. x W,

f'(h(x,w))h(x,w) = '(x,w) = .

Logo f’(z) é sobrejetora para todo z € Z, pois Z = h(V x W) e it € uma transformacao linear
sobrejetora.

Este resultado também pode ser provado diretamente como no caso das imersdes, pois
f'(a) : R™™ — R" & sobrejetora se, e s6 se, a matriz Jacobiana Jf(a) tem um menor de
ordem n com determinante # 0 (ver observagao 10.4).

Teorema 11.2. (Teorema da Aplicacao Implicita)

Segja f : U — R™ uma aplicacdo definida no aberto U ¢ R™™, fortemente diferenciavel no
ponto a € U, com f(a) = c¢. Se f’(a) : R™™ — R"™ é sobrejetora ou, mais precisamente,
se R™™ = R* @ R} € uma decomposicdo em soma direta tal que a = (a;, az) e a derivada
0:f(a) : R} — R™ € um isomorfismo, ent&o existem abertos V.C R™ contendo a; e Z C U C
R™*™ contendo a, com a seguinte propriedade: para cadax € V ha um unico &(x) € R} tal que

(x,E(X)) € Z e f(x,E(X)) =c, ondeX = (x1,...,%m) €X = ) Xye;, .
i=1

A aplicagdo & : V — R} assim definida é fortemente diferenciavel no ponto a; e sua derivada
neste ponto é
&' (ar) - v =—(0:2f(a)) " o (0:f(a)) v,

m
para todov = (vi,v2,...,vm) € R™, ondev =) vie;,.
k=1

Se f é de classe C*, k > 1, entdo & é de classe C* e sua derivada num ponto qualquerx € V é
&'(x) = —[02f(x, &(x))] " o [01f(x, &(x))] .

Em resumo: f~'(c) N Z é o grafico da aplicagdo & : V — R} fortemente diferenciavel no ponto
a;. Sef é de classe C¥, entdo & é de classe Ck.
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A aplicacao & diz-se definida implicitamente pela equagéo f(x,y) = c.

Observacao 11.9. Se ¢(x Zae X)e;,, entao

Graf(§ :{Zxkelk+zae x)e;, x1,...,xm)€V}.

Prova.
Sejah:V x W — Z o homeomorfismo fortemente diferenciavel no ponto (a7, f(a)) = (a, ¢),
dado pela forma local das submersoes, onde h(aj, f(a)) =ae

(X, W) = (x, ha(X, W) = ) xxeq, +ha(X, ).
k=1

Defina a aplicagéo & : V — R} por &(x) = hy(x, ¢). Entao,
=) xe, +EX) €Z e f(x,EX) =f(h(Xc) =c,
=1
para todo x = (x1,...,xx) € V.

Reciprocamente, se (x, y) Z Xx€i, + Zyeen €eZ,x=(x1,...,xx) € Ve f(x,y) =c, entao
(x,y) = ho ¢(x,y) = h(x c) = (x,ha(x,¢)) = (x, &(x)) .

Logoy = &(x).

Entao, para cada x € V existe um unico &(x) € R} tal que (x, §(x)) € Z e f(x, &(x)) =

Como &(x) = ha(x,c) paratodo x € Ve h,: V x W — R} é fortemente diferenciavel no ponto
(a7, c), temos que & é fortemente diferenciavel no ponto aj.

Além disso, se f é de classe C¥, entdo & é de classe C¥, pois h, é de classe C*.

Finalmente, derivando a igualdade f(x, (X)) = c, quando f é de classe C*, obtemos, pela Regra
da Cadeia, que:
= f'(x, &(x)) (v, &' (X)v) = 01f(x, &(X))v + 02f(x, &(X)) - €' (X) v,

paratodov € R™ onde v = vie; €V = (vy,..., V), OU S€fa,
k=1

&' (x)Vv = —[02f(x, £(X)) 7" [01f(x, E(X))] - v

Se f é apenas fortemente diferenciavel no ponto a = (a;, a,), temos que & é fortemente dife-
renciavel no ponto aj e (ar,&(a7)) = h(ay,¢c) = a.

Logo, pela regra da cadeia, para todo v € R™:

g (an)v =—[0,f(a)] " [0:f(a)]v. g
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Exemplo 11.2. Seja f: U c R® — R?, f = (f;,f,), uma aplicagdo de classe C¥, k > 1, tal
que, no ponto a = (aj, as, az) € U, f'(a) : R> — R? é sobrejetora.

Suponhamos que R* = R; ¢ Rj é uma decomposi¢ao de R?, onde I = {2}, ] = {1, 3}, ou seja, R;
€ gerado por {e,} e IR%% € gerado por {e, e3} €, além disso, f’!R% (a) € um isomorfismo.

Definimos ¢ : U — R x R? por
(p(X,y,Z) = (U)f1(X)y)Z))fZ(X)y)Z)) .

Entao ¢(a) = (ay,f(a)) e

oo oy g
Tpla) =det | X1(a) 21(q) Mgy | =—det| & 22| o,
o A q) 22
L]CZ(G) Lﬁ(a) Lﬁ(a) ox 0z
0x dy 0z

pois estamos supondo que {f’(a)e;, f’(a)es} € uma base de R2.

Logo, pela forma local das submersodes, existem abertos Z C R3, 1 c R, W C R?, taisque a € Z,
a,el, fla)eW, ¢:Z — I x W éum difeomorfismodeclasse CX, h=¢ ': IxW — Z,
h(x,y,2) = (R (x,1,2),%, 7y (x,y,2))

é também de classe C*, f o h(x,y,z) = (y, z), ou seja,
f(hy(x,v,2),x,hy’ (x,u,2)) = (y,2)

para todo (x,y,z) € I x W.

Entao, se f(a) = c = (cy, c2), temos que

f(hY(x, c1,¢2), %, WP (x,¢1,¢2)) = (c1,¢2) = ¢,

para todo x € I. Logo f~'(c) N Z é o gréfico da aplicagéo de classe C* &:1— R7, dada por

1 2
£(x) = h(x, ¢1,c2)er + Wi (x, ¢1, ca)es,
ou seja,

fc)NnZ= { (h;”(x,chez),x,h(zz)(x,c1,cz)) ‘ X € I}. O

12 O Teorema do Posto

Definicao 12.1. O posto de uma transformacéao linear T : R™ — R™ é a dimens&o da ima-
gem T(R™), ou seja, o nUmero maximo de vetores LI entre os vetores T(eq),...,T(en), ou,
equivalentemente, o numero maximo de colunas LI da matriz de T. Portanto, o posto de T &
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também o nimero maximo de linhas linearmente independentes da matriz de T.

Observacao 12.1. Opostode T éigual ar se, e s6 se, a matriz de T possui um determinante
menor r x r nao-nulo, mas qualquer determinante menor de ordem r + 1 é igual a zero.

Definicao 12.2. O posto de uma aplicacéo diferenciavel f : U — R™ num pontox € U C R™
é o posto da sua derivada f'(x) : R™ — R™.
Observacao 12.2. O posto de f nopontox ¢ < me < n.

e Umaimersao f : U — R", definida no aberto U C R™, tem posto m em todos os pontos x € U
em<n.

e Uma submerséao g : U € R™ — R™ tem posto n em todos os pontos x € U e m > n.
Portanto, imersdes e submersdes sao aplicagcoes de posto maximo.

Observacao 12.3. O posto de uma aplicagdo diferenciavel f : U ¢ R™ — R™, em geral,
varia de ponto para ponto.

Quando n =1, o posto de f € 1 nos pontos regulares e zero nos pontos criticos de f.

Se f: U c R? — R? é holomorfa e f = u+ iv, entdo seu posto em um ponto (x,y) € U sé pode
ser 2 ou 0.

De fato, pelas equacgdes de Cauchy-Riemann

ou ou
a(xyy) @(va)
Jf(x,y) = ou ou
_@(X)y) a(xvy)
Logo
ou 2 ou 2
detfl,) = (S0u)) + (St =0
, ou ou . , , .
se, e sO se, a—x(x,y) = @(x,y) =0, ou seja, se, e sb se, Jf(x,y) é a matriz nula.
Finalmente, a aplicagdo f : R> — R?, dada por f(x,y) = (x3,y?), tem matriz Jacobiana
3x* 0
Jfix,y) = :
b 0 2y
Logo:

o f tem posto 2 nos pontos (x,y), comx £ 0 ey # 0;
o f tem posto 1 nos pontos (x,0), com x = 0 e nos pontos (0,y), comy # 0;

e f tem posto 0 na origem.
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Observacao 12.4. Sef: U c R™ — R™ é uma aplicacéo de classe C', o posto de f é uma
funcao semi-continua inferiormente com valores inteiros. Isto €, se posto f(a) = r, entao existe
d > 0tal que B(a;4) Cc U e o postode femx é > rparatodo x € B(q;d).

De fato, como o posto de f em a € igual a r, existe um determinante menor r x r da matriz Jf(a)
que é diferente de zero.

Logo, como ' : U — L(R™R™) é continua, existe 4 > 0 tal que este menor é ndo-nulo em
todos os pontos da bola de centro a e raio 9.

Entao, pela observagao 12.1, o posto de f em x é > r para todo x € B(q;6).

Definicao 12.3. Dada uma decomposigdo R™™ = RI™ @ RT, dizemos que um conjunto
X c R™™ é verticalmente convexo quando
(x,y'), (x,y") € X=[(x,¥'), (x,y")] C X,

ouseja, x+ (1 —t)y’+ty” € Xparatodo t € [0, 1].

Exemplo 12.1. SeX=VaeW ={x+yl|x € V,y € W}, onde VC R[*e W C R} é convexo,
entdo X é verticalmente convexo.

Lema 12.1. Sejau c R™™ = R* @ R} um aberto verticalmente convexo. Se f: U — RP
possui segunda derivada parcial 9,f, a qual é identicamente nula em U, entao f independe da
segunda variavel, isto é, f(x,y1) = f(x,y2) para quaisquer (x,y1), (x,yz) € U.

Prova.
Sejam (x,y1),(x,y2) € U, e seja A : [0,1] — RP o caminho A(t) = f(x + (1 — t)y; + ty2).
Entao, como y, —y; € R%,

AN(t) = |irrz)f(x+y‘+(t+5)(92—y1i)—f(x+y1+t(yz—y1))

= 0 f(x+yi1+tly2—u1)) (y2—y1) =0,

para todo t € [0,1]. Logo A é constante em [0,1]. Em particular, A(0) = A(1), ou seja,
f(X>U1) = f(X,Uz)- [ |

Lema 12.2. SejaE c R™* um subespaco vetorial de dimensdo m. Entdo existe uma decom-
posicdo em soma direta R™? = RI* @ R} tal que a projegdo sobre a primeira coordenada
m: R™P — RTY, nt(x,y) = x, aplica E isomorficamente sobre RT™.
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A E

m
R1

Fig. 12: A projegao 7t € um isomorfismo de E sobre RT*

Prova.

Seja {uy,...,un} uma base de E. Se E = R™", ndo ha nada a demonstrar. Se E # R™P,
existe j; € {1,...,m+ p} tal que e;, ¢ E. Entdo {u,,...,um,e; } sdo LI e geram um subespago
E; de R™® de dimensdo m + 1. Se E; # R™®, existe j, € {1,...,m + p} tal que e;, ¢ E;.
Entéo {u,...,um, e, e} sdo LI e geram um subespaco de R™'? de dimensdo m + 2. Pros-
seguindo desta maneira, obtemos p vetores e;,,...,e;, , da base candnica de R™'? tais que
{ur,...,Um, &,,...,ej,} € uma base de R™P.

Sejam R} o subespago gerado por {e;,, .. ., ej, } € R{* 0 subespago gerado por {e;,, ..., ei, }, onde
i, i ={1,...om+p} =01, ip)

Assim, R™P =R © R} e R™P =E © R}”.

Seja 7t: Ri* ® R} — RY" a projecéo sobre a primeira coordenada, ou seja, se z = x +y, x € R["*
ey € RY, entdo n(z) = x.

Seja x € RT™. Entdo existemx; € Eey; € R‘f tais que x = x7 + ys.

Logo x = 7t(x) = 7t(x1 + y1) = 7t(x1) e, portanto, /E : E — R™ é sobrejetora.

Como dimE = m = dimRT", temos que 7t/¢ : E — R € um isomorfismo. g

Teorema 12.1. (Teorema do Posto)

Seja f : U — R™P uma aplicacdo de classe C¥, k > 1, e posto constante m em cada ponto
do aberto U C R™™. Ent4o, para cada ponto a € U, existem um difeomorfismo o« de um aberto
V x W emR™ x R™ sobre um aberto Z C U contendo o ponto a e um difeomorfismo 3 de um
aberto Z' ¢ R™"P, tal que f(Z) c Z’, sobre um aberto V x W' em R™ x RP, ambos de classe
CX, tais que, para todo (x,y) € V x W:

pofoualx,y)=I(x0).

Descricao do Teorema do Posto: Cada uma das fibras da vizinhanga Z de a é transformada por
f num Unico ponto, do mesmo modo que cada segmento vertical x x W em V x W é transformado
por 3 o f o @ no ponto (x, 0).
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U C R:’?? +n Rpl ‘
Z ; 7z [(U)
=0

RIH
o 3
. L _»V (]:H'j(_,l'(Z))
W CR" l Bofoa: (x,w) -—>(:r:.0)_ yd )
W'cR?
V CR)F&

V C R?Ti

Fig. 13: Representagao esquematica do Teorema do Posto

Prova.
Seja E = f'(a)(R™M) c R™P,

Como dimE = m, pelo lema 12.2, existe uma decomposi¢do em soma direta R™"? = R[* @ R}
tal que a projegao sobre a primeira coordenada 7t : R™"? — RTY, 7t(x, w) = x, € um isomorfismo
quando restrita a E, ou seja, w: E — RT* € um isomorfismo.

Seja T: R™P — R™*P a transformacédo linear tal que T(ex) = ey, k=1,...,me T(ex) =¢;_,,,
k=m+1,....m+p,esejan=LoT 'omondeL:R™x {0} — R™ é dada por L(x,0) = x.

Logo (o f)'(a) = mo f'(a) : R™™ — R™ é sobrejetora. Entado, pela Forma Local das Sub-
mersodes, existe um difeomorfismo « de classe C* de um aberto Vo x W C R™ x R™ sobre um
aberto Z, contendo a em R™™ tal que 7to f o a(x, w) = x.

Assim, fo a(x,y) = ) xue;, + Alx,y), onde a aplicagdo A : Vo x W — R, dada por
k=1

P
A% y) =Y Ailx,y)ej,, € de classe C*.
=1

Observe que T-' o fo a(x,y) = (x1,%X2, - -+, Xmy A1(%,Y), - -+, Ap(x,Y))-
Afirmagao: 0,A = 0.

ITT‘LXTT\. Omxn

De fato, a matriz Jacobiana de T~' o f o « tem a forma ( , onde I m

Apxm BP><“> (Mm+p)x (Mm+nm)

. N . : oA
€ a matriz identidade m x m, Oxn € @amatriznulamxneB = (ay ) .
k
pXm
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Como posto(T~' o f o ) = posto(f o &) = posto(f) = m, temos que B = 0, ou seja, 9,A = 0,
provando a afirmagao.

Além disso, como W pode ser tomado convexo, temos que V, x W é verticalmente convexo e,
portanto, pelo lema 12.1, A(x,y) nao depende da variavel y.

Seja «(aj, az) = a e consideremos a injegao i: Vo — Vo x W dada por i(x) = (x, az). Entao a

aplicagdo foxoi:Vy — R™P foxoi(x) = Z xrei, +A(x, az), € de classe C* e sua derivada
k=1
no ponto aj, (foaoi)'(ay): R™ — R™ & injetora, pois

(foa)(i(ar))(i'(ar))v = (fo ) (a1, az) (v,0) = > vies, + A (a1, a2) (v,0).
k=1
Além disso, como A independe de y, para todo (x,y) € Vo x W:

foxoi(x) =foua(x,a) =foua(x,y).

Pela Forma Local das Imersdes, existe um difeomorfismo B : Z/ — V x W'’ de classe C* tal
que Z’ é um aberto contendo f(a) em R™ V C V, aberto de R™ com a; € V, W’ aberto de
RPcom0e W' epfofoxoi(x)=(x,0) paratodox € V. Logo, o fo a(x,y) = (x,0) para todo
(x,y) eVxW.nm

Corolario 12.1. Sejaf : U — R™ de classe C', com posto constante no aberto U c R™.
Entéo:

(a) f é localmente injetora se, e so se, f é uma imersao.

(b) f é aberta se, e soO se, f é uma submersao.

Prova.
(a) (<) Se f é uma imersao de classe C', entdo f é fortemente diferenciavel no ponto a e
f'(a) : R™ — R™ é injetora para todo a € U. Logo, pelo teorema 7.2, f € localmente injetora.

Ou ainda, pela Forma Local das Imersoes, para cada a € U, existe um aberto V C R™, com
V CcUeaceV,eumdfeomorfismo : Z — V x W tal que 3 o f(x) = (x,0) para todo x € V.
Logo fly é injetora.

(=) Suponhamos que posto(f) = p < m. Entao, pelo Teorema do Posto, a aplicacao  ofo «:
(x,y) — (x,0), definida no produto V x W dos abertos V C R? e W C R™ P ndo € injetora.

Como B e « sao difeomorfismos, temos que f ndo € injetora em aberto algum contendo a, um
absurdo.

Logo posto(f) = m, ou seja, f € uma imersao.
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(b) (<) Segue do corolario 11.2.

(=) Suponhamos que posto(f) = p < n. Sejam os difeomorfismos 3 e « dados pelo Teorema
do Posto. Entdao B o f o a(x,y) = (x,0) paratodo x € V,y € W, onde V é um aberto de R?, W &
um aberto de R™ P, (x,0) € RP x R™P,

Logo Bofoua(Vx W) =pof(Z) =V x{0}, onde Z &€ um aberto de R™ que contém a, mas
f(Z) = B~ (V x {0}) ndo é um aberto de R™, uma contradigao.

Assim, posto(f) = n, ou seja, f € uma submerséo. g
Teorema 12.2. Sejaf: U — R™ uma aplicacdo de classe C' no abertol C R™ e, para cada

r=0,1,...,p = min{m, n}, seja A, o interior do conjunto dos pontos de U nos quais f tem posto
r. Entdo o conjunto aberto A = Ao UA;U...UA, é denso em L.

Prova.
Seja V ¢ U um aberto nao-vazio.

Afirmagao: VN A # @.

De fato, como o posto de f s6 assume um numero finito de valores, existe a € V tal que
r = posto(f(a)) = max{posto(f(x))|x € V}.

Entao, pela observagao 12.4, existe 6 > 0 tal que B(qa;6) C V e posto(f(x)) > r para todo
x € B(a;d). Logo posto(f(x)) = r para todo x € B(aq;0) e, portanto, B(a; ) C A..

Assim, o #B(a;r) CA,NVCANV. g
Observacao 12.5. Emgeral, A, = @ para alguns r =0, 1,...,p.

Observacao 12.6. O conjunto A, (que éiguala A, sem <neigualaA,sen <m)éo
conjunto dos pontos x € U nos quais o posto de f’(x) € igual a p, pois tal conjunto é sempre
aberto, pela observagao 12.4. Portanto, no caso r = p, ndo precisamos tomar o interior.

Corolario 12.2. Sejaf : U — R™ uma aplicacdo de classe C' no aberto U ¢ R™. Entdo
existe um subconjunto aberto e denso A C U tal que f tem posto constante em cada componente

conexa de A.

Prova.

Seja o conjunto aberto e denso A = Ay U...UA,, dado pelo teorema anterior. Como os abertos
Ao, A1, ...,A, sdo dois a dois disjuntos, temos que se C € uma componente conexa de A e

CNA;#w@paraalgumj=0,1,...,r,entdo C C A;, pois, caso contrario,
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P
C=(ANC)U U Ac|nc

k=1
k#j

seria uma cisao nao-trivial de C. Logo f tem posto constante j em C. g

Corolario 12.3. Se a aplicacdo f : U — R™ de classe C' no aberto U c R™ é localmente
injetora, entdo m < n e o cojunto dos pontos x € U nos quais f'(x) : R™ — R™ é injetora é
aberto e denso em 1.

Prova.

Seja a decomposigdo A = Ay U ... U A, dada pelo teorema 12.2. Em cada aberto A; # o,
i=0,...,p, f € localmente injetora e tem posto constante. Logo, pelo corolario 12.1, f|5, € uma
imersdo. Entiom < ne A; =@ paratodoi=0,....,m—1,ouseja,p=meA =A,,. Além
disso, pela observacao 12.6, A, = {x € U|f’(x) € injetora}.

Portanto, o conjunto dos pontos x € U nos quais f'(x) : R™ — R™ € injetora € um conjunto
aberto e denso em U. g

Corolario 12.4. Se a aplicacdo f : U — R™ de classe C' no aberto U C R™ é aberta, entdo
n < m e o conjunto dos pontos x € U nos quais a derivada f'(x) : R™ — R™ é sobrejetora é
aberto e denso em 1.

Prova.

Seja a decomposicao A = Ay U ... U A, dada pelo teorema 12.2. Como em cada aberto
Ai # @, fla, € uma aplicagcdo aberta de posto constante temos, pelo corolario 12.1, que f|A, €
uma submersao. Logon < me A; = @ paratodoi=0,...,n—1. Ouseja,p=neA =A,.
Entdo, pela observagao 12.6, A,, = {x € U|f’(x) é sobrejetora}.

Assim, o conjunto {x € U|f’(x) é sobrejetora} &€ aberto e denso em U. g

Observacao 12.7. Quando m = 1, o corolario 12.3 pode ser demonstrado sem a ajuda do
Teorema do Posto.

De fato, se f : I — R™ & um caminho diferenciavel, dizer que f’(x) € injetora equivale a dizer
que o vetor velocidade € # 0 no ponto x € 1.

Como f é de classe C', o conjunto A = {x € I|f’(x) # 0} é aberto.

Além disso, como f é localmente injetora, nao pode existir um intervalo aberto J C I tal que
A NJ = @, ou seja, ndo pode existir ] I tal que f'(x) = 0 para todo x € J, pois, neste caso, f
seria constante em J, e assim, f nao seria localmente injetora.
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No caso n = 1, o corolario 12.4 também pode ser provado diretamente.

De fato, se f : U ¢ R™ — R € uma funcao diferenciavel, entdo f'(x) & sobrejetora se, e sé
se, df(x) # 0. Logo, como f € de classe C', temos que A = {x € U|df(x) # 0} € um conjunto
aberto.

Além disso, se A nao fosse denso em U, seu complementar conteria uma bola aberta B. Como
df(x) = 0 para x € B e B é conexo, f seria constante em B e, portanto, f(B) seria um conjunto
formado por apenas um ponto, logo nao poderia ser aberto. Assim, A é denso em L.

Apéndice |

Ja vimos que o Teorema da Aplicacao Implicita pode ser obtido a partir do Teorema da
Aplicagao Inversa. Vamos provar que a reciproca também é verdadeira.

Prova.
De fato, seja f : U ¢ R™ — R™ uma aplicacao fortemente diferenciavel no ponto a € U
(ou de classe C*) tal que f’(a) : R™ — R™ é um isomorfismo.

Como f é fortemente diferenciavel no ponto a e f’(a) € injetora, existe, pelo teorema 7.2, um
aberto Uy C U, com a € Uy, tal que f: Uy — f(Uy) € um homeomorfismo.

Consideremos a aplicagao F: R™ x Uy — R™ dada por F(x,y) = x — f(y).

Se f é de classe C* entdo F é de classe CK, e se f é fortemente diferenciavel no ponto a entao
F € fortemente diferenciavel no ponto (f(a), a).

De fato, como
Fx,y) = x — f(y) = F(f(a), a) + (x — f(a)) — f'(a)(y — a) + g o (6, 1),

temos que
Ty, 6 Y) = —f(y) + fla) + f'(a)(y — a) = =4 (y).
Logo, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
x,x €B(q;8) = [rily) =i <ely’ —ylls
= "li.a) XY =T W= TG — 1)l < elly’—ylls
<e(ly'—ylls+Ix" —xs)
=ell(y',x") = (y,x)|ls,

para todos y,y’ € R™.
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Andlise

Além disso, como ¢’(f(a),a)(v,w) = v — f'(a)w, temos que F'(f(a),a)(0,w) = —f'(a)w e,
portanto, 9,F(f(a),a) : R™ — R™ é um isomorfismo, uma vez que f'(a) : R™ — R™ é um
isomorfismo.

Pelo Teorema da Aplicagao Implicita, existem um aberto V. C R™ e um aberto
ZCR™x Uy, f(a) € Ve (f(a),a) € Z, com a seguinte propriedade: para cada x € V existe um
anicoy = @(x) € R™tal que (x, ¢(x)) € Z e F(x, p(x)) =x —f(o(x)) = F(f(a),a) = 0, ou seja,
para cada x € V existe um unico y = @(x) € Uy tal que (x, @(x)) € Z e f(@(x)) = x.

Entdao V c f(Uy) e, como f: Uy — f(Uy) € um homeomorfismo, U; = f!al(V) € um aberto que
contém o ponto a. Assim, f : U; — V € um homeomorfismo do aberto U; sobre o aberto V,
cuja inversa ¢ = f~' é, pelo Teorema da Aplicagdo Implicita, fortemente diferenciavel no ponto
f(a). E se f é de classe C¥, ¢ = f~' é de classe C* e, portanto, f : U; — V é um difeomorfismo
de classe C*. g

Apéndice Il

Lembremos os enunciados dos Teoremas da Aplicacao Implicita (simplificado) e da Aplicacao
Inversa.

Teorema. (da Aplicacdo Implicita)

Sejag:U C R™x R™ — R™ uma aplicacéo de classe C¥, (k > 1). Suponha que g(x,,y,) =c €
029(X0,Yo) : R™ — R™ seja um isomorfismo para um certo (x,,y,) € U. Entdo existem abertos
Z C U, com (xo,Yo) € Z, € V C R™ com x, € V, tais que g~ '(c) N Z é o grafico de uma
aplicacédo ¢ : V — R™ de classe C¥, ou seja, para todo x € V existe um Ginico y = ¢(x) € R™ tal
que (x, ¢(x)) € Ze g(x, o(x)) =c.

Teorema. (da Aplicagéo Inversa)

Seja f: U Cc R™ — R™ uma aplicacdo de classe C*, k > 1. Suponha que f'(a) : R* — R™ seja
um isomorfismo para um certo a € U. Entdo existem abertos Ve W em R™, coma € V C U,
tais que f: V — W é um difeomorfismo de classe C*.

Provaremos o Teorema da Aplicacao Inversa usando duas vezes o Teorema da Aplicacao Implicita.
Seja F: R™ x U — R™ a aplicagao dada por F(x,y) = x — f(y).

Entao F é uma aplicacéo de classe C¥ e 9,F(b,a) = —f’(a) : R™ — R™ é um isomorfismo,
onde b = f(a) e F(b,a) = f(a) — f(a) =0.
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O Teorema do Posto

Pelo Teorema da Aplicacao Implicita, existem abertos V; ¢ R" e Z; € R™ x U, com
b € V; e (ba) € Z;, tais que F'(0) N Z; é o grafico de uma aplicagdo ¢ : V; — R™ de
classe C¥, isto é, para cada x € V; existe um Unico y = ¢(x) € U tal que (x,¢(x)) € Z; e
F(x, @(x)) =x —f(p(x)) = 0. Observe que ¢(b) = a.

Como f(@(x)) = x para todo x € Vi, temos que ¢ é injetora e f'(p(x) - ’(x) -v = v para
todos x € V; e v € R™ Logo ¢’(b) : R™ — R™ é um isomorfismo.

Considere agora a aplicacao G : U x V; — R™ dada por G(z,w) = z — ¢(w). Entdao G é
uma aplicacao de classe Cke 9,G(¢(b),b) = —¢’(b) : R™ — R™ é um isomorfismo.

Pelo Teorema da Aplicacao Implicita, existem abertos V. R e Z C U x V7, com ¢(b) =
ac Ve (p(b),b)=(a,f(a)) € Z, tais que G '(0) N Z é o gréfico de uma aplicagéo & :V — R"
de classe C¥, isto é, para cada z € V existe um Unico w = &(z) € R™ tal que (z,&(z)) € Z e
G(z,&(z)) =z — (&(z)) =0.

Assim, &(a) = f(a), &(z) € Vi e o(&(z)) =z, paratodo z € V. Logo f(@(&(z))) = f(z), para
todoz € V.

Como f o @(x) = x, para todo x € Vi, temos que &(z) = f(z) e portanto, ¢(f(z)) = z, para
todoz e V.

Afirmacao: f: V — f(V) é um difeomorfismo de classe C* sobre o aberto f(V).
De fato, sendo ¢(f(z)) = z, para todo z € V, temos que f € injetora em V.

Como (f(V) =V, f(V) C V; e ¢ : V; — R™ &€ uma aplicacao continua e injetora, temos
que ¢ (V) = f(V) é um aberto de V; e, portanto, de R™.

Além disso, como ¢ : f(V) — V éainversade f:V — f(V)e ¢ : f(V) — V é uma
aplicacao de classe C¥, temos que f: V — f(V) é um difeomorfismo de classe C* do aberto V,
qgue contém a, sobre o aberto W = f(V). [J

A versao “fortemente diferenciavel” do Teorema da Aplicacao Inversa se prova de modo
analogo, usando a versao “fortemente diferenciavel” do Teorema da Aplicagdo Implicita. Ne-
cessitamos apenas provar que a aplicagad F, definida na demonstracao acima, é fortemente
diferenciavel em (f(a), a) (ver Apéndice I).

Assim, a aplicacao ¢ : V; — U, neste caso, é fortemente diferenciavel em b e, portanto, V;
pode ser tomado de modo que ¢ seja continua em V;.

FIM
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