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Parte 11
Numeros reais - operacoes e ordenacao

Introdugao

Um dos objetivos do nosso estudo dos reais é consolidar o conhecimento adquirido até aqui sobre os reais,
com uma visdo mais aprofundada, fazendo uso do que aprendemos em nocgoes de logica. A aplicacdo natural
das propriedades dos reais é na resolucao de equacoes e inequagoes, que surgem nos problemas de diversas areas
de conhecimento.

Nas simplificagoes das equacoes e inequagoes sao usadas fortemente as propriedades dos reais. Infelizmente,
é muito comum o aluno aplicar as propriedades de forma equivocada, ora porque sao aplicadas sem os devidos
cuidados de verificar as hipdteses em que é possivel aplicar, ora porque no afa de simplificar, surgem propriedades
que nao existem.

Espera-se que ao final do estudo o aluno seja capaz de identificar corretamente quais propriedades podem
ser usadas em simplificagoes de equagoes e inequagoes.

Como essa disciplina é oferecida apenas para os alunos do curso de Fisica, nao hé preocupagao em provar
todas as propriedades, mas caso o aluno tenha curiosidade de ver todas elas, pode consultar as notas de aula
da disciplina Matematica Bésica, oferecida para os alunos do curso de Matematica.

Historicamente os conjuntos numéricos, que sao os naturais, os inteiros, os racionais, os irracionais, os reais
e os complexos surgiram na mesma ordem em que sao estudados nas escolas de Ensino Bésico, Fundamental
e Médio. A necessidade de estudo de um novo tipo de conjunto numérico sempre esteve de alguma forma
vinculada a necessidade de ampliar as propriedades dos niimeros para que pudessem resolver novos problemas.

Essa é a ordem natural de estudo e ja foi vista por todos os alunos que entram na Universidade.

Agora vamos construir axiomaticamente os nimeros reais, isto é, os nimeros reais serdo definidos como
0s numeros que satisfazem um determinado nimero de axiomas ou postulados, aceitos sem demonstracao.
Os outros conjuntos sao subconjuntos dos reais e alguns axiomas dos reais nao se aplicam nos subconjuntos,

destacaremos quais nao se aplicam.

Muitas vezes os axiomas também sao chamados de propriedades ou propriedades basicas. E muito importante
que tenhamos em mente esses axiomas, sao eles que nos permitem encontrar novas defini¢cdes e propriedades.

2 Operacgoes, axiomas e propriedades dos reais

2.1 As operagoes Soma e Produto e os Axiomas Algébricos

Seja R um conjunto, chamado conjunto dos nimeros reais ou conjunto dos reais.
Soma e Produto sao operagoes aplicadas sobre quaisquer dois elementos a,b € R.

Unica notacao usual da soma de a e b: a+b (leia-se a mais b)
Notagoes usuais do produto de a por b: axb, a-b e ab. (leia-se a vezes b)

Para V a,b,c € R admitem-se verdadeiros os axiomas algébricos descritos a seguir.

Axiomas da Soma Axiomas do Produto
Lei do fechamento AS1: a+beR APl: axbeR
Lei associativa AS2: (a+b)+c=a+(b+c¢) AP2: (axb)xc=ax(bxc)
Lei comutativa AS3: a+b=b+a AP3: axb=bxa
Lei do elemento neutro AS4: 3 0€R; a+0=a AP4: 3 1€eR, 1#£0; axl=a
Lei do elemento simétrico AS5: Va, 3 —a€R; a+(—a)=0 (diz—se: —a é o simétrico de a)
Lei do elemento inverso AP5: Ya#0, 3 2 eER; ax é =1 (diz—se: % é o inverso de a)

Axioma da Soma e Produto
Lei distributiva ASP: ax(b+c)=axb+axc
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Observagoes:

e Foram atruibuidas letras (AS1, AS2, AP5, etc) apenas para facilitar, quando for preciso citar referéncias
aos axiomas.

Qualquer outra propriedade algébrica dos reais pode ser deduzida ou provada a partir desses axiomas.
Listaremos algumas importantes, algumas sao triviais de demonstrar, outras nao.

e Os numeros reais, que sao os elementos do conjunto dos reais, satisfazem esses axiomas, mas apenas esses
axiomas nao caracterizam os numeros reais, isto é, ndo sdo apenas os numeros reais que satisfazem esses
axiomas. Os numeros racionais e os nimeros complexos também satisfazem esses axiomas.

e Os numeros naturais surgiram historicamente com o objetivo de contar objetos, onde poderia juntar
objetos e contar, isto é, somar, poderia juntar por grupos, isto é, multiplicar. Isto é, nos nimeros
naturais, poderiam definir as operactes soma e multiplicacdo. A lei de formacao dos naturais comecou
com o nimero 1, depois, somando 1 ao 1, obtém o 2, somando 1 ao 2, obtém o 3, depois foi estabelecido
que todo ntimero natural pode ser obtido como a soma de um outro nimero natural com o niimero 1 ,
isto é, todo nimero natural tem um sucessor, logo 8 é o sucessor de 7, 1001 é o sucessor de 1000, assim
por diante.

E assim, o conjunto dos naturais é {1,2,3,4,5,---}, como j& sabemos é denotado por N.

No conjunto N dos naturais nao existe o elemento neutro da soma, nem o elemento simétrico, mas existe
o elemento neutro do produto, o inico elemento que possui elemento inverso é o proprio elemento neutro
1.

e O conjunto Z dos numeros inteiros é formado pelos niimeros naturais, pelo zero e pelos simétricos dos
naturais. Isto é, Z = {0,1,—1,2,—2,3,-3,--- }.

No conjunto Z dos inteiros, os Unicos niimeros que possuem elemento inverso sao o 1 e o —1.

e Agora vamos ver que a subtracao, a divisdo e as poténcias naturais podem ser definidas usando os axiomas
algébricos.

e Outra notacdo para o elemento inverso de a é a™!, isto é, a=! = —.

a

2.2 Definicao das operacgoes subtragao e divisao e da poténcia natural

Defini¢ao (Subtragio)  Sejam a,b € R.

A subtragao b de a é denotada por a — b e definida como a soma de a com o simérico de b.
Em sfmbolos, a—>b :=a+(-b). (lela-se a menos b)

Defini¢ao (Divisdo)  Sejam a,b€R e b#D0.

A divisao de a por b é denotada por a + b e definida como o produto de a pelo inverso de b.

(leia~se a dividido por b) Outras notagoes: a+b= - a/b

Em simbolos, a+b :=ax 5

S| =

Observacao sobre a divisao por 0: como 0 nao possui inverso, a divisao por zero nao é definida.

- , A . .~
Observacao sobre os simbolos " := " e ” = ”, conhecidos como "por defini¢ao”.

Esses dois simbolos tém exatamente o mesmo significado: a expressao do lado esquerdo do simbolo é nova,

. . ~ . . . . A .
estéd sendo definida pela expressido do lado direito, que usa algo conhecido previamente. O simbolo ” = " é

mais usado em textos matemé&ticos, o simbolo ”/ := ' também é usado em textos matematicos mais recentes,
é o mesmo simbolo usado em programas computacionais.

Definicao (Poténcia natural)  Sejam a,b € R e n e N.

A poténcia de a elevada & n é denotada por a™ e a” ;= aXaXaX---Xa.

n vezes
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2.3 Transitividade da igualdade

Uma afirmacao de carater mais geral é usada nas demonstragoes das propriedades:

e Transitividade da igualdade: a=b e b=c=a=rc.

2.4 Propriedades algébricas
2.4.1 Propriedades algébricas basicas

Assim denominadas porque sao bastante usadas, junto com os axiomas e as defini¢cbes, para demonstrar outras
propriedades também importantes.

Nas provas dessas propriedades sao usados apenas os axiomas, mas isso nao significa de forma alguma que
é facil descobrir como provar todas elas. Tente provar, provavelmente vocé percebera a dificuldade em algumas
delas.

Propriedade PA 1 A igualdade nao se altera quando soma-se ou multiplica-se o mesmo niumero
nos dois lados da igualdade.

Sejam a,b,c € R.  Valem as seguintes propriedades:
i)a=b=a+c=b+c (preservagao da igualdade na soma)
iil) a=b=a-c=b-c (preservagao da igualdade no produto)

Prova: nessa prova so é usada a légica e os axiomas de fechamento da soma e do produto.

i)aeR e ceR pelalei do fechamento da soma, a + ¢ € R, e sabemos, pela légica, que a + c=a + c.

Por hipétese, a =0b, logo, por légica, a=b e a+c=a+c g a+c=b+ec |

(¥) Como b=a, o valor ado lado direito da igualdade foi substituido pelo valor b.

ii) a € R e c€R pela lei do fechamento do produto, a - ¢ € R, e sabemos, pela légica, que a-c=a - c.

Por hipétese, a =b, logo, por légica, a=b e a-c=a-c g a-c=b-c |
(¥) Como b=a, o valor ado lado direito da igualdade foi substituido pelo valor b.

Propriedade PA 2 Unicidade do elemento neutro da soma

Primeira propriedade de unicidade do 0: S¢ existe um nimero real que satisfaz o axioma de existéncia
de elemento neutro da soma.
Escrita em simbolos: O tnico elemento b € R que satisfaz a4+ b=a,Va € R é o elemento 0.

Prova:

Suponha, por absurdo, que a tese é falsa, isto é, suponha que existe outro elemento neutro 0’ € R; 0" # 0.
Por um lado, 0 é elemento neutro da soma = 0’ +0 = 0.

Por outro lado, 0/ é elemento neutro da soma = 0+ 0’ = 0.

Mas, pela lei comutativa da soma, temos que 0" +0 =0+ 0 pransitivvidade da dgualdade

Mas 0=0" e 0 0 nao podem ocorrer simultanecamente,

portanto nao é possivel negar a tese, isto é, o elemento neutro 0 € R é tinico. [ |

Segunda propriedade da unicidade do O0:

a+b=a paraalguim cae€R — b=0.

Prova: PA AS2 AS3 AS2

a+b=a2t (a+b)+(—a)=a+(—a) = a+(b+(—a)=a+(—a) = a+ ((—a)+b) =a+ (—a) =
(a4 (—a)+b=a+(-a) 22 04+b=022p10=022p=0
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Propriedade PA 3 Unicidade do elemento neutro do produto

Primeira propriedade de unicidade do 1: S6 existe um nimero real que satisfaz o axioma de existéncia
de elemento neutro do produto.

Escrita em simbolos: o unico elemento b € R,b# 0 que satisfaz a-b=a,Va € R é o elemento 1.

Prova:

Suponha, por absurdo, que existe outro elemento neutro 1’ e R; 1" #0, 1’ #1.
Por um lado, 1 é elemento neutro do produto = 1"-1=1".

Por outro lado, 1’ é elemento neutro do produto = 1-1" = 1.

Mas, pela lei comutativa do produto, temos que 1'-1=1-1/ pransitivvidade da igualdade 4, _
Mas 1=1" e 14# 1’ ndo podem ocorrer simultaneamente.
portanto nao é possivel negar a tese, isto é, o elemento neutro 1 € R é tnico. [ |
Segunda propriedade da unicidade do 1:
a-b=a, paraalgima€ceR, a#0 = b=1
Prova:
5 1 1 1 1 1 1
a-b=a, a#OPAl:e>APO(a-b)-:a-%cw(b-) za-Anga-(-b) =q — 222
a a a a a a
1 1
(a~) b=a- — 2 p =1 Ay o1 AR,
a a

Propriedade PA 4 0+4a=a, VYa€eR.
Propriedade PA5 1.-a=a, VYaeR .

Propriedade PA 6 Unicidade do elemento simétrico

S6 existe um numero real que satisfaz o axioma de existéncia de elemento simétrico.

Propriedade PA 7 Unicidade do elemento inverso

Sé existe um numero real que satisfaz o axioma de existéncia de elemento inverso.

- Observagao sobre notacao de existéncia e unicidade.

O sfmbolo " 3! significa "existe um tnico”. Pelas propriedades acima,

e Podemos escrever F'0ER; a+0=a,VaeR e também F1€R; a-1=a,VaeR.
e Dado a € R, podemos escrever, 3! —a € R, esea#0 podemos escrever ! % eR.
Propriedade PA 8 —a+a=0, VaeR.
Propriedade PA 9 % ca=1, VaeR ea#0.
Propriedade PA 10 —(—a)=a, Ya€R (leia-se: a é o simétricode —a).

1
Propriedade PA 11 =a, YaeRea#0 (leia—se: a é o inverso de )
a

Propriedade PA 12 (b+c¢)-a=b-a+c¢-a, Va,b,c€R.
Propriedade PA 13 a¢-0=0=0-a, VYaeR.

Propriedade PA 14

—~
I
—_

)ra=—-a=a-(—-1), VaeR.
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2.4.2 Outras propriedades algébricas importantes

As demontragdes dessas propriedades sdo mais simples do que as demonstragoes das propriedades bésicas,
vamos provar apenas algumas, outras serdao deixadas como exercicio. Antes de ver a demonstracao de cada
propriedade, tente provar sozinho.

Para provar cada propriedade podemos usar as defini¢oes, axiomas e propriedades disponiveis, por esse
motivo a maneira de provar nao é unica. Quanto mais propriedades ficam disponiveis, maior é o nimero de
maneitas diferentes de provar.

. v e ..

Quando aparecer o simbolo ” := ", significa que usamos alguma defini¢ao.

Propriedade PA 15 —(a-b)=(—a)-b=a-(-b), Va,beR.

Prova da primeira igualdade:  —(a - b) Pal4 (=1)-(a-b) assogiativa ((=1)-(a))-b = (—a)-b [ |
Prova da segunda igualdade: —(a-b) = (=1)-(a-b) comtativa (a-b)-(—1) assoglativa a-(b-(-1)) = a(-d)m

Propriedade PA 16 (—a)-(-b)=a-b, Va,beR.

Prova: (—a)-(-b) PALS —(a - (=D)) PAIS_ —(—(a-b)) PAIO b [ |
. a-b b a
Propriedade PA 17 =aq-—=—"'b, Va,b,ce€R, ¢c#£0
c c
b 1 assoctativa 1 b
Prova da primeira igualdade: 20 = (a-b) - — clative g, <b~ ) =a-— [ |
c c c c
Prova da segunda igualdade: a0 (a-b) - — assodativa . (b~ ) comutativa., . ( . b)
c c c c
associativa 1
ciat (a.)b::a.b i
c c
. 1 -1 1
Propriedade PA 18 ——=—=— VaeR, a#0
a a —a
-1 elemento neutro —-1-1 1 1
Prova da primeira igualdade: —— : to neut PAIT . PAM_ ]
a a a a
Prova da segunda igualdade: pela lei do elemento inverso, — ¢é o elemento inverso de —a.
1 1 etemento neutro
Por outro lado, (—a)- (—) Pa16 (a) - () : to neutro
a a
1 1
Logo — e —— sao os inversos de —a. Como o inverso é tnico, — = —— |
— a —a a
. 1 1 1
Propriedade PA 19 POl Ya,be R, a#0, b#0.
a- a
1 1
Prova:  Primeiro vamos verificar (a-b)- | — - >
a

1
1 1)\ aps 1 1Y ap2 1 1 aps 1 Aps4 1 aps
D)= ) 2 = )Yy — ) (1) ey 2P
(ab)<a b) ab(b a) a(b b) a- (1) a "

a
Assim, provamos que ( e é o elemento inverso de (a - b).
a

temos qu¢ — = — - — |

(a-b)’ a-b a b

Como o elemento inverso de (a - b) é tnico e é igual a

Q
c~

Propriedade PA 20 —— -2 —, Va,b,c,deR, ¢#0, d#0.
c

C-
PA19 1 1 AP2 1 1 ap3 1 1
— (a . b) . (C . 7d ) = q- (b . 70 ) . 7d = a- (C . b) . 7d

=) 6yt -

b

Prova: —— (a-b)-

ﬁ@
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b b
Propriedade PA 21 oty _ o + —, Va,b,ceR, c#0.
c c c

Prova: exercicio.

Atencao: como esta propriedade é muito util em simplificacoes, alguns pensam que basta trocar os nume-

radores com os denominadores e a propriedade continua valendo. Isso nao é verdade.
;. ~ . c c c .
Exercicio: dé um contra-exemplo para mostrar que a igualdade P = — 4+ 7 é falsa.
a a

Propriedade PA 22 —(a+b)=—-a—-b, Va,beR.

Prova: exercicio.

b —a—0b
Propriedade PA 23 — atb _ —a , VYa,b,ceR, c¢#0.
c c
Prova: exercicio.
. 1 b
Propriedade PA 24 — = —, Va,beR, a,b#0.
el a
b
Prova: exercicio.
a
. b a d
Propriedade PA 25 i e Ya,b,c,d € R, b,c,d# 0.
= c
d

Prova: exercicio.

2.4.3 Leis de cancelamento

Propriedade PA 26  Leis de cancelamento da soma e do produto (implicagcées)

Sejam a,b,c € R.  Valem as seguintes propriedades:

i) a+c=b+c=a=0D (é a reciproca da preservacao na soma)
ii) a-c=b-¢c e c#£0=a=0 (ndo é a reciproca da preservacao no produto)
Prova: PA AS AS4
i)a—!—c:b—l—c:;a—&—c—l—( c) = +c+(—c)z5a+0—b+02>a—b |
1 1
iiya-c=b-c e c#Oga e —=bc — 2 1=p. 1252y |
c c

Observacao. Essa propriedade é conhecida como a "corta corta”, mas é preciso tomar todo o cuidado no
produto, sé pode cortar se tem certeza que o termo cortado é nao nulo e a outra igualdade é verdadeira.

Veja esse exemplo:

4-x =3z, aplicando o "corta corta”, 4 £ = 3 4, concluimos que 4 = 3. Ué? o que houve?

Resposta: a igualdade 4z = 3z é verdadeira apenas quando z = 0, isto é, a hipétese da lei do cancelamento
(4-2 =3 -z ex+#0) 6 falsa, ndo podemos aplicar a propriedade.

Lembre sempre

S6 podemos aplicar uma propriedade quando

forem verdadeiras as hipéteses da propriedade.

Propriedade PA 27  Lei de cancelamento da soma (equivaléncia)
Sejam a,b,c € R.  Vale a seguinte propriedade: a=b<=a+c=b+c.
Prova: (releia as propriedades PA1 i) e PA26 i) )

(=) J4 estd provada, é a propriedade PA1 i).
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(<) J4 estd provada, é a propriedade PA26 i).

Observagdo: no cancelamento do produto vamos precisar acrescentar ¢ # 0 na hipétese para
que seja verdadeira a equivaléncia.

Isto é, sejam a,b,c € R, a seguinte afirmagdo, a=b<=a-c=b-c E FALSA,

E FALSA PORQUE (<) E FALSA.

Contra-exemplo:
a=10, b=2, ¢c=0, a,b,c R, ahipdtese 10 x 0 = 2 x 0 é verdadeira e a tese 10 = 2 é falsa.

Propriedade PA 28  Lei de cancelamento do produto (equivaléncia)
Sejam a,b,c € R, ¢# 0. Vale a seguinte propriedade: a=b<=a-c=b-c.
Prova: (releia as propriedades PA1 ii) e PA26 ii) )

(=) J4 estd provada, é a propriedade PA1 ii).
(«<=) J4 estd provada, é a propriedade PA26 ii).

2.4.4 Lei do anulamento do produto

Propriedade PA 29  Lei do anulamento do produto
Para a,b € R vale a seguinte equivaléncia: a-b=0<=a=0 ou b=0

Prova:

(<) Por hipétese, a=0 ou b=0. Analisando cada um dos dois casos,
casoa=0=a-b=0-b=0

oucasob=0=—=a-b=a-0=0

(=) Pela l6gica, dado a € R, a=0 ou a#0. Por hipdtese, a-b=0. Assim, temos
a-b=0=a-b=0¢€ (=0 ou a#0)=(a-b=0e a=0)ou(a-b=0ea#0)
Analisando cada um dos dois casos,

caso (a-b=0¢ a=0)=a=0

1
oucaso (a-b=0¢e a#0)= —-a-b=—-0=1-b=0=0b=0
a a
Propriedade PA 30 Para a,b€ R wale a sequinte equivaléncia: a-c=b-c<a=b ou c=0

Prova: é simples entender que é uma consequéncia da lei do anulamento.
a-c=bc<=act+(-b-c)=b-c+(-b¢)<=a-c—bc=0 (afb)~c:0F<)A:2$>3

<—a—-b+b=0+b ou c=0<=a+0=b ou c=0<=a=0b ou c=0.

a—b=0ouc=0

2.4.5 Igualdade de fragoes
Propriedade PA 31 Teste da igualdade de fracgoes.

Para a,b,c,d € R, b,d# 0 é verdadeira a seguinte equivaléncia: % = % <a-d=b-c

Vocé prestou atengao nas hipoteses b,d # 07 Sem essas hipdteses nao vale a equivaléncia porque as ex-
pressoes da igualdade do lado esquerdo nao estariam definidas se tivessem denominadores nulos.

Prova: Exercicio. Sugestao: use a propriedade PA28.

Propriedade PA 32 Simplificagées em somas de fracgées (redugdo ao mesmo denominador).

Para a,b,c,d,p,q € R, b,d,p,q # 0, valem as seguintes igualdades:
< ad bc ad+bc

4 bd T b

i)+
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ii) i_i_aid_g_ad—bc
b d bd bd  bd
@, c_a o _apte

b+gibp dg  m

iii) Quando m=bp=dq,
Provas: Exercicio.
Obs. Se b,d,p,q € N, m serda um multiplo comum de b e d.

2.4.6 Produtos notaveis

Propriedade PA 33 Principais produtos notdveis.

Sejam a,b € R, n € N. Valem as seguintes igualdades.

i) (a+b)%? = a® + 2ab + b? v) a®> —b* = (a—b)(a+b)
ii) (a+0b)® = a3+ 3a?b + 3ab® + b3 vi) a® —b® = (a — b)(a® + ab + b?)
iii) (a —b)? = a® — 2ab + b? vii) a® +b® = (a +b)(a® — ab + b?)
iv) (a—0b)3 =a®— 3a%b + 3ab? — b® viii) a"—b" = (a—b)(a" " 1+a""2b+- - -+ab? 24" 1)

Prova: exercicio. Provar da i) até a viii).

H& um produto notavel importante que serd estudado mais adiante, é o produto denominado Binomio de
Newton. O Binémio de Newton estabelece uma férmula para (a + b)™.

2.5 Implicagoes e equivaléncias em expressoes e em equagoes

Agora temos por objetivo justificar o uso das propriedades algébricas para simplificar expressoes e equagoes.
Primeiro vamos precisar responder as seguintes perguntas:

2.5.1 O que é uma expressao? o que é uma equagao? o que é uma solugao de equagao?

A palavra expressao em matemaética é usada quando conectamos elementos de um conjunto por operacoes entre
esses elementos. Exemplos de expressoes sao:

3

(@) 2x(@d=m); (b) 55 m g6 g

(c) 44 logyp3; (d) sz € R (e) m+logign;m,n € Q.

2 x 22— 32
No exemplo (a) podemos avaliar a expresssao, o resultado é um numero real bem definido. No exemplo
(c) podemos avaliar a expressao, o logaritmo de um nuimero na base 10 pode ser avaliado em qualquer nimero
positivo, o resultado serd um ndmero real. J4 no exemplo (b) ndo é possivel avaliar a expressao porque para
avaliar a expressao o denominador tem que ser nao nulo, isto é o resultado da expressao nao esta definido.

Quando sao colocadas letras na expressao, as letras sao chamadas de varidveis ou constantes e sempre é
preciso ficar claro em que conjunto universo podemos escolher elementos para substituir no lugar da(s) letra(s)
para avaliar a expressao, ou seja encontrar um resultado bem conhecido para a expressao. A letra é chamada
de varidvel quando podemos escolher mais que um elemento do conjunto universo para substituir no lugar da
letra e é chamada constante quando podemos atribuir apenas um elemento.

Uma expressdo algébrica na varidvel x € U, que podemos denotar por E(x) ou por qualquer letra no
lugar de E, é uma expressao em que aparecem uma ou mais das seguintes operagoes algébricas: soma, produto,
subtracao, divisao, potenciagao ou radiciagao entre valores de um conjunto e a variavel x.

Exemplos de expressoes algébricas em = € R:
x

E(m):4x2—|—2x—1+71; F(z) =z +2V/x — 1.
-2
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Denominamos dominio de defini¢cao da expressao ou simplesmente dominio da expressao, o maior
subconjunto do conjunto universo U em que a expressao estd bem definida, ou seja, em que € possivel avaliar a
expressao.

Numa expressdo E(x) podem aparecer vdrias expressoes, neste caso o dominio da expressdo E(x) é a in-
tersegdo dos dominios de cada expressao contida em E(x).

Chamamos de restrigoes de F(z) as condigdes que devem ser satifeitas para que as expressdes que aparecem
em E(x) sejam bem definidas.
. U 1
No exemplo E(z) acima, as restrigdes sdo: x—2#0 e x— p— £ 0.
T —
Para encontrar os valores possiveis de z, precisamos aplicar propriedades algébricas e resolver equagoes,

falaremos sobre isso na préxima secao.

No exemplo F'(z) acima, as restricoes séo: x>0 e x—12>0.

Ainda nao fizemos a revisao da operacao algébrica radiciagao, serd feita mais adiante. Para encontrar os
valores possiveis de x, teremos que aplicar propriedades de ordem e resolver inequagoes, que serao vistas nas
proximas segoes.

Existem expressoes em x que nao sao expressoes algébricas.
Exemplo de expressoes nao algébricas em x:  E(x) = 2sen (x)+4cos(2x); E(x) = 3log((2z) + 3logy(3z).

As expressoes trigonométricas e logaritmicas serao revisadas com detalhes em Matemética Bésica 1.

Uma equacdo em x é uma igualdade entre duas expressoes distintas E(x) e F(x) definidas em U, ou seja

E(z)=F(x), z€U

O dominio da equagéo é a interse¢do dos dominios de E(z) e F(x).
Dado um valor fixo ou constante a diz-se que z = a é uma solu¢do da equagdo E(x) = F(x), ou simples-
mente a é uma solugdo da equagdo E(x) = F(z) se substituirmos x pelo valor fixo a em E(z) e em F(z), os

resultados forem iguais.

Exemplo: na equacao 42° — 10z =12+6z, € R, temos que E(z)=42%—10zxe F(r)= 12+ 6x.

Para x = —1 avaliamos:
E(-1)=4(-1)>-10(-1) =4(-1)+10=-4+10=6 e F(-1)=12+6(—1)=12—-6=6.
Resultados iguais implica que x = —1 ¢ solugao da equacao.

Para x = 1 avaliamos:
E(1)=4(12-10(1)=4—-10=6 e F(1)=12+6(1)=12+6 = 18.
Como os resultados s@o diferentes, z = —1 néao é solucao da equacao.

2.5.2 O que sao expressoes equivalentes?

Diz-se que duas expressoes sao iguais ou equivalentes em x € A quando para todo x € A, se subtituirmos
o valor x nas duas expressoes, os resultados obtidos nas duas expressoes sao iguais.

Quando transformamos uma expressdo F(z) em outra expresssdo através da aplicagdo sucessiva de pro-
priedades algébricas sobre os termos constantes e sobre o termo varidvel = da expressao E(z), obtemos uma
nova expressao F'(x) na varfavel x.

Alguns casos de aplicacao de propriedades das operacoes algébricas em que obtemos expressoes equivalentes:
e Se somarmos e subtrairmos uma mesma expressdo G(x) a qualquer expressao H(x) que faga parte da
expressao original F(z) entdo serd obtida uma nova expressao igual ou equivalente & original.
Justificativa
Sendo H(z) uma expressao que faz parte da expressao original FE(z).
Somando e subtraindo uma expressdo G(z) a H(x), obtemos H(x)+ G(z) —G(z) = H(z)+0 = H(x).



UFF/GMA - Matemdtica Bésica I - Parte II - Notas de aula - Marlene - 2011-1 26

Assim nao alteramos a expressdo H(x), consequentemente nao alteramos a expressao E(z).

Exemplo 1  E(x) =422 +8r —1 e vamos somar e subtrair 4 a E(z).
Fz)=E(@)+4—-4=42>4+8r—1+4—4=42>+8r+4—-1—-4==4(2?+22+1)-5=4(z+1)* - 5.

Assim, as expressdes F(r) =422 +8r—1 e F(z)=4(z+1)2 -5 sao iguais ou equivalentes.

-2
Exemplo 2 E(x) = z 1 e vamos somar e subtrair 1 a z —2.
LXCIPO & T —
-241-1 -1-24+1 -1-1 -1 1 1
Flo)= 22 _ L _r-- —1- ,
z—1 r—1 r—1 r—1 x-1 r—1
-2 1
Assim, as expressbes E(x) = z T F(:r)zl—i1 s@o iguais ou equivalentes.
x— x—
® +1 . 2
Exemplo 3 F(z) = ————— e vamos somar e subtrair = a z°+ 1.
E—— v +x+1
?+r—-2+1 2*+z+l-z 2P+z+1 T T
Fa) = - _ _ PR A
?2+x+1 ?+r+1 2?+x+1 a24zx+1 ?2+x+1
Assi ses B(a) = ot 1 Flz) =1 i f0 iguai ivalent
ssim, as expressoes r)=—F5——"— x) =1— ———— sao iguais ou equivalentes.
’ P 2+z+1 2+z+1 & d

e Se multiplicarmos e dividirmos uma mesma expressdo G(z) nio nula em 2 € A por qualquer expressao
H(z) que faga parte da expressao original E(z) entdo serd obtida uma nova expressao igual ou equivalente
a expressao original em x € A .

Justificativa
Se H(x) ¢é uma expressdo que faz parte da expressao original FE(x).

Multiplicando e dividindo H(z) por uma expressao G(x), onde z é tal que G(z) # 0, obtemos:
G(x)

H(x)w =H(z)-1=H(z), ondex étal que G(z) #0

Assim nao alteramos a expressao H(x), consequentemente nao alteramos a expressao FE(z) para z tal

que G(z) # 0.

x—1
VZ+1’
Flz) = z-1) (z-1) @-1HNHz-1) @-1)Hz-1)
(Vz+1) (Vz-1) ((\/5)2—12) (z—1)
z—1

NEE!

Exemplo FE(z) =

vamos multiplicar e dividir por (y/z —1), para z # 1.

=yr—1 para z#1.

Assim, as expressdes FE(x) = F(z) =+/x —1 s&o iguais ou equivalentes para x # 1.

Vale a pena observar que algumas operagoes algébricas aplicadas sobre uma expressao, nao conduzem a uma
nova expressao igual ou equivalente a expressao original, isto é, conduzem a uma nova expressao que nao €
equivalente a expressao original.

e Somar a mesma expressao ao numerador e ao denominador de uma expressao nao conduz a uma expressao
equivalente.
r+a ,rx+a+a
Exercicio 1:  Verifique que + 7é rat , Va#0.
r—a —a+ta
Exercicio 2:  Sejam P(z),Q(x), H(x) express()es emz taisque H(z)#0 e Qx)+ H(x)#0.
x)

A~ Qe P =)
e Elevar uma expressao ao quadrado nao conduz a uma expressao equivalente.
xz—1 (x —1)2
Vet

Prove que

Exercicio:  Verifique que nao sao equivalentes.
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2.5.3 O que sao equagoes equivalentes?

Considere duas equagbes em z € A, F(z) =G(z) e K(x)= L(z).
Essas equagoes sao ditas equivalentes em = € A quando
x € Aésolucio de F(x) =G(z) <= =€ Aésolugdode L(z)=K(z).

Isto significa que:

x € Aésolucdo de F(x)=G(z) = =z € Aésolucdode L(x)=K(x)
e

x € A ésolugdo de L(x)=K(x) — x€ Aésolugdode F(z)=G(x)

2.5.4 Simplificar expressoes é o mesmo que simplificar equagoes?

A resposta é nao.

Simplificar wma expressio E(x), x € A significa aplicar sucessivamente propriedades algébricas sobre a
expressdo F(x), x € A para obter uma nova expressao F(z), z € A igual ou equivalente & expressao original
E(z), z € A.

Simplificar uma equacdo E(x) = F(x), x € A significa aplicar sucessivamente propriedades algébricas sobre
as expressdes E(z) e F(x), + € A para obter uma nova equacdo K(z) = L(x), = € A.

Observacoes importantes sobre simplificagao de equagao:

e As expressoes K(z) e L(x) obtidas da simplificagdo da equacdo F(x) = F(x) ndo sdo equivalentes as
respectivas expressoes E(x) e F(x).
Exemplo
F(x) = 422 e G(x) = 8z — 4 na equacao original 412 = 8z — 4.

Podemos aplicar a propriedades de cancelamento da soma a = b <= a+ ¢ = b+ c e da multiplicagao para
c#0,temos a =b<=a-c="b-c. Etambém a propriedade a*> = 0 <= a = 0 (ndo foi dada, prove).
Aplicando as propriedades para simplificar,

42 =8 —4 T EEY 402 1 ((8r 4 4) =8z A+ (—8r+4) = d2® 8r+d=0<=4(22 22 +1)=0
ﬁQZ(IQ—Zz—&—l):i<:>x2—2x—|—120<:>(x—1)2:()<:>:c—1:0<:>:z::1.

Assim na simplificagdo obtivemos como ultima equagdo x = 1, isto é, temos K (z) =z e L(z) = 1.
F(r) = 42% e K(z) = x ndo sdo equivalentes.

G(z) = 8x — 4 e L(x) = 1 ndo sao equivalentes.

e Porque as solugoes da tltima equagao simplificada sao as unicas candidatas a solugoes da primeira equagao?
Isso é uma questao de légica.

Ao resolver equagoes, nas simplificages estaremos usando propriedades. E muito comum escrevermos
uma equagcao embaixo da outra, sem explicitar se a propriedade usada na simplificacao é uma propriedade
de equivaléncia ou se é uma propriedade sé de implicacao, isto é, ndo vale a reciproca da simplificacao.

Veja, tanto nas propriedades de equivaléncia quanto nas propriedades de implicagao usadas nas simpli-
ficacoes, temos:

x € A é solucao da equagao E(z) = F(x) = x € A é solucao da equagao K(x) = L(z).
Sabemos que p => ¢ é 0 mesmo que ~ g =>~ p.

Aplicando essa propriedade de l6gica, temos que:

x € A néo é solugao da equacdo K(z) = L(x) = = € A nao é solucdo da equagdo F(z) = G(x).

Isto é, para ser solugdo da equacdo original F(x) = G(z) é necessdrio ser solugao da equagao simplificada
K(z) = L(x).
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e Quando podemos afirmar que todas as solugoes da ultima equacao simplificada sao exatamente as solugoes

da equagao original?

Resposta: quando todas as propriedades usadas nas simplificagoes foram propriedades de equivaléncia,

garantimos que as solugoes da ultima equacao sao todas as solucoes da primeira equagao.

Exemplo

No exemplo anterior, todas as simplificagoes foram de equivaléncia. Logo, como a tnica solugao da tltima

equacdo é r = 1 entdo a tnica solucdo da equacio original 422 = 8z — 4 serd = = 1.

e Quando é preciso testar se as solugoes da tltima equacgao simplificada sao exatamente as solucoes da

primeira equacao?

Resposta: Quando nas simplificagoes foi usada pelo menos uma propriedade em que s6 vale a implicagao,

isto é, nao vale a reciproca da propriedade usada.

Exemplo: Queremos resolver a equagao /x = 6 — x.

Para resolver, vamos usar a propriedade a = b = a? = b%. Exercicio: prove que a reciproca é falsa, isto

é, a®=0b>#=a="0.

Ve=6—z = (\/:5)2 =(6-2)?2<=2=36-122+2%> <22 -122+36—2=0<= 22— 132+36 =0

13 + /169 — 144 13+5

T = S r=—
2 2

Testando as solugoes na equagao original,

r=9 ou x=4.

Para z = 4, temos V4 =2 e 6 —4 =2. Logo a equacdo \/z = 6 — = é verdadeira para z = 4.

Para z =9, temos V9 =3 e 6—9= —3. Logo a equacdo \/z = 6 — = ¢ falsa para z = 9.

Assim, a tnica solugao é = = 4.

Lembre sempre

Para resolver equagoes é preciso saber bem

as propriedades algébricas.

2.6 Axiomas e propriedades de ordem

2.6.1 Axiomas de ordem

Os seguintes axiomas (ou propriedades) sdo aceitos, sem demonstragao.

Axioma da ordem 1. Dado a € R, uma e s6 uma das trés possibilidades é verdadeira:

(i) a é positivo (i) a=0 (iii) —a é positivo

Conhecido como "propriedade de tricotomia da ordem”.
Quando —a ¢ positivo, diz-se que a é negativo.

Axioma da ordem 2. Dados a, b € R vale as afirmacao:
a é positivo e b épositivo = a+b é positivo e a-b é positivo.

Conhecido como " propriedade de fechamento da ordem ", na soma e no produto.

Consequéncia imediata dos axiomas: 1 é positivo e —1 é negativo.

Prova: sabemos que 1 # 0 porque 0 é o tnico elemento neutro da soma e 1 é o inico elemento neutro do

produto, logo pelo axioma 1, temos dois casos excludentes:

caso (i) 1 é positivo.
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caso (iii) —1 é positivo.

Neste caso, pelo axioma 2, concluimos que (—1)(—1) é positivo.  (*)

Il
—~
—_
~—
—~
—_
~—

|
—_
—~
*
*
~—

Por outro lado, por propriedades algébricas, sabemos que (—1)(—1)
Por (*) e (**), concluimos que o nimero 1 é positivo.

Essa conclusao contradiz o axioma 1, pois nao é possivel as duas afirmagoes serem verdadeiras simultanea-
mente: —1 é positivo e 1 é positivo.

Logo, nao é possivel supor —1 positivo.  Sé restou o caso (i) 1 é positivo.

Nessa prova vimos que —1 nao é positivo.

Como sabemos que —1 # 0, s6 resta a possibilidade —(—1) é positivo, isto é, —1 é negativo.
Definicao. Ordenacao dos numeros reais. Dados quaisquer a,b € R,

Diz-se que a € maior do que b se a—b é positivo e denota-se por a > b.

Diz-se que a é menor do que b se b—a é positivo e denota-se por a < b.

Consequéncia da defini¢ao: caso particular, a€R e b=0:
Diz-se que a é mator do que 0 se a— 0= a é positivo, isto é, se a ¢é positivo e denota-se por a > 0.

Diz-se que a € menor do que 0 se 0—a = —a é positivo, isto é, se a € negativo e denota-se por a < 0.

2.6.2 Propriedades de ordem

A partir dos axiomas da ordem, prova-se outras propriedades de ordem. Aqui estdo listadas algumas delas.
Outras, que nao estao listadas, podem ser demonstradas a partir dos axiomas e das propriedades listadas aqui.
S6 veremos a demonstragoes de algumas delas, as outras o aluno curioso pode ver no texto ”“Notas de aula” da
disciplina Matematica Basica oferecida para os alunos do Curso de Matematica.

Propriedade PO 1 Dado a € R, uma e s6 uma das trés possibilidades é verdadeira:
(i) a>0 (i) a=0 (iii) a < 0

Também é conhecida por "tricotomia da ordem”.

Propriedade PO 2 Dados a, b, c € R, vale a implicacao: a<b=a+c<b+c

Conhecida como "propriedade de monotonicidade da adi¢ao” ou "lei de preservagio da ordem na adigio”.

menor do que
—

Prova: a < b b—a>0=b—a+0>0=b—-—a+c+(—c)>0=b+c—a—c>0
=b+c—(a+c)>0=b+c>a+c=a+c<b+ec n

Propriedade PO 3 Dados a,b,c € R e ¢ >0, vale a implicagao: a<b=a-c<b-c.

Conhecida como "propriedade de monotonicidade do produto” ou ”lei de preservacao da ordem no produto”.

axioma 2

Prova: a<b e ¢c>0=b>a e ¢c>0=b—a>0¢ ¢c>0 = "(b—a)-¢>0
bc —ac > 0 = bc > ac = ac < bc. ]

Propriedade PO 4 Dados a,b,c € R e ¢<0, valeaimplicaggo: a<b=a-c>b-c.

Conhecida como "lei de inversao da ordem no produto”.

b—a>0e 0—c>0=b—a>0 ¢ —c>OaXiO£>aQ(b—a)~(—c)>0

maior do que
—

menor do que

Prova: a <b e ¢<0
b-(—¢c)—a-(—¢)>0= —bc+ac>0= ac—bc>0 ac > be. "
Propriedade PO 5 Dados a,b,c € R, vale a implicacao: a<b e b<c=a<ec.

Conhecida como "propriedade transitiva da ordem”.

axioma 2

Prova: a<b e b<c=—=b—-—a>0¢ ¢c—-b>0"= "b—a+c—-b>0=—=c—a+b—-0>0
c—a+0>0=c—a>0=c>a=—a<c [
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Propriedade PO 6 (outra tricotomia). Dados a,b€ R, uma e sé uma das possibilidades é verdadeira:
(i) a<b (i) a=b (iii) a > b
Prova: Dados a,b € R, podemos calcular b — a.

Aplicando a propriedade PO 1 (segunda tricotomia) em a —b, temos 3 casos distintos:

(Ja—-b<0 (i) a—b=0 (iii) a—=b>0
Mas, aplicando as defini¢oes de maior do que e menor do que, a cada um deles, temos respectivamente:
(i)a<bd (ii) a="b (i) @ > b "

Propriedade PO 7 Dados a, b, c € R, vale a equivaléncia: a<b<=a+c<b+ec.

Prova: Vamos separar em ida (=) e volta (<=).
(=) E aprépria PO 2.
(«<=) a+c<b+clg>2a+c+(—c)<b+c+(—c):>a+0<b+0:>a<b. n

Propriedade PO 8 Dado a € R; a # 0, valem as equivaléncias:

1 1
(1) a>0<:>;>0 (ii)a<0<:>7<0

Propriedade PO 9 Dados a,b,c € R, ¢ >0, vale a equivaléncia: a <b <= ac < bc.
Prova: Vamos separar em ida (=) e volta («<=).
(=) E a propria PO 3.
PO 3

1 1 1
(<) ac<bc e >0 ac<be e - >0 acs <be-=a-1<b-1=>a<Db. "
c c c
Propriedade PO 10 Dados a,b,c € R, ¢ <0, vale aequivaléncia: a < b <= ac > bc.

Prova:  Exercicio.

Propriedade PO 11 Dados a,b € R, valem as equivaléncias:
(la<0<= —-a>0 () a>0<= —a<0 (ili)a<b<= —-a>-b ({v)a>b<= —a< b

Propriedade PO 12 Dados a,b € R, valem as equivaléncias:
(i)ab>0<= (a>0eb>0) ou (a<0eb<0)
(ii)ab<0<=(a>0eb<0) ou (a<0eb>0)

Provas:  Vamos provar (i). Exercicio: provar (ii)
(i) (<) Hipétese: (a>0eb>0) ou (a<0eb<0)

Analisando cada um dos dois casos,
axioma2

Casol (a>0eb>0) "= a-b>0.

Caso 2 (a<Oeb<0)PO:;1—a>0 e —b>0axm:m>32(—a)(—b)>0za-b>0.

(=) Hip6tese: ab > 0.
Pela tricotomia da ordem, sabemos que a =0 ou a < 0 ou a > 0.
Analisando cada um deles,

Caso 1 a=0=ab=0-b=0. Logo o caso a =0 e ab > 0 é falso.

Caso2 a>0cab>0"2f L o0 o a>0"2 L sl omips0—=0s0

Logo, nesse caso, a > 0e b > 0. “ “ “

Caso3 a<0e ab>0"2f =~ coeav>022 L e lo—1b<0—=0b<0.

Logo, nesse caso, a < 0 e b < 0. ¢ ¢ ¢ n

Propriedade PO 13 Dado a € R, wvale a implicacdo: a > 0= a? > 0.

Outra forma de escrever essa propriedade é: para todo @ € R; a > 0 temos que a? > 0.

Prova: Exercicio. Sugestdo: use a? =a-a e o axioma 2.
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Propriedade PO 14 Dado a € R, ndo vale a reciproca da propriedade anterior, isto é, a? > 0 #= a > 0.

Prova: Exercicio. Sugestao: apresente um contra-exemplo.

Propriedade PO 15 Dado a € R, wvale a implicacdo: a < 0= a® > 0.
Outra forma de escrever essa propriedade é: para todo a € R; a < 0 temos que a? > 0.

Prova: Exercicio. Sugestdo: use a? =a-a = (—a)(—a) = (—a)?, a propriedade PO11 e o axioma 2.

Propriedade PO 16 Dado a € R, vale a equivaléncia: a # 0 <= a? > 0.
Outra forma de escrever essa propriedade é: para todo a € R; a # 0 se e s6 se a® > 0.
Prova: Exercicio. Sugestdo: para a # 0 separe nos dois casos possiveis e excludentes, a >0 e a < 0.

Propriedade PO 17 Dado a € R, valem as equivaléncias: (i) a > 0<=0a®>0 (i) a <0< a? <0.

Prova: Exercicio. Sugestdo: use a>®=a?-a, axiomas e propriedades anteriores.

2.6.3 Podemos trocar "< ” por "< " e ">" por ">" 7

A resposta é SIM, em todos os axiomas e propriedades podemos trocar.
Mas é preciso entender o que isso significa. Lembre que a < b significa a = b ou a < b, sdo casos excludentes.

Quando escrevemos a < b= c¢<d significa que:

a=b=c<d=c=douc<d Istoé, a=b=c=douc<d (ouexclusivo)
ou (exclusivo)

a<b=c<d=c=douc<d Istoé, a<b=c=douc<d (ouexclusivo)

Ou ainda, a<b=c=douc<d (ou exclusivo)

Exemplo. Vamos verificar que a seguinte afirmagao é verdadeira z < 2 =— z < 3.
Prova: 2 <2=zr=20ouz<2=(r=2o0ouzr<2) e2<3=(@x=2¢e2<3)ou (z<2e2<3)
= (r<3) ou (z<3)=2<3=2<3.

Propriedade PO 18 Vale a seguinte implicacio: a € R = a? > 0.

Prova: Exercicio. Sugestdo: para x € R considere os 2 casos possiveis e excludentes z=0 e z #0
e use propriedades anteriores.

Preste atengao para a grande importancia dessa propriedade.

Como é uma implicagao, podemos afirmar: para todo nimero real, o seu quadrado é positivo ou nulo. Ou
dito de outra forma, o quadrado de qualquer nimero real é positivo ou nulo.

Podemos pensar em um outro conjunto que satisfaga todas as propriedades algébricas apresentadas até aqui,
mas que nao satisfaca essa propriedade, isto é, um conjunto onde o seu quadrado pode ser um nimero negativo.

E justamente pensando nisso que historicamente surgiram os ntmeros complexos. Isto é, existem outros
ndmeros que nao sao os reais, cujo quadrado é um nimero negativo. Estudaremos os nimeros complexos no
final desse periodo.

2.7 Representacao geométrica dos reais

Quando ha uma correspondéncia entre os elementos de dois conjuntos A e B, de forma que a todo elemento
de A corresponde um e s6 um elemento de B e a todo elemento de B corresponde um e s6 um elemento de A, diz-
se que hd uma correspondéncia um a um entre A e B ou ha uma correspondéncia biunivoca entre A e B.

H& uma importante propriedade que diz que a todo ponto da reta corresponde um e sé6 um nimero real e
a todo numero real corresponde um e sé6 um ponto da reta, isto é, existe uma correspondéncia um a um ou
biunivoca entre os pontos da reta e os nimeros reais. A prova dessa propriedade requer conceitos vistos apenas
em um curso mais avangado de Matemética. Os nimeros reais sdo representados nos pontos de uma semireta
especial descrita na proxima secao.
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2.7.1 A reta numérica ou reta orientada

Os numeros reais sao marcadas sobre uma semireta denominada reta numérica ou reta orientada da seguinte
forma:

- escolhe-se um ponto para representar o niimero 0;

- escolhe-se um ponto a direita do ponto que representa o niimero 0 para representar o ntmero 1;

- a unidade de medida é a distancia entre os pontos que representam os nimeros 0 e 1;

- se b > a, o ponto que representa o numero b estd situado a direita do ponto que representa o ntmero a e
dista b — a unidades do ponto que representa o nimero a; ou, escrito de outra forma, o ponto que representa
o nimero a estd situado a esquerda do ponto que representa o ntimero b e dista b — a unidades do ponto que
representa o nimero b.

Observe que:

- se x > 0 entao o ponto que representa x esta situado a direita do ponto que representa o niimero 0 e dista
x — 0 = z unidades do ponto que representa o ntimero 0;

- se ¢ < 0 entao o ponto que representa x esta situado a esquerda do ponto que representa o nimero 0 e
dista 0 — z = —z unidades do ponto que representa o ntimero 0.

- como existe uma correspondéncia um a um entre pontos da reta e nimeros reais é usual nos referirmos a
ponto = da reta ou nimero = da reta, ou seja, nao sera feita distingao entre ponto ou ntimero da reta numérica.

R
2.7.2 Intervalos <0 >0
Intervalos sao subconjuntos especiais dos nimeros reais e hd uma correpondéncia um a um com subconjuntos
de pontos da reta numérica. A seguir listamos os intervalos com suas correspondéncias em trés formas distintas,

simbdlica, descricao usando-se a notagao de conjunto e simbolos de maior ou menor ou igual e represetacao
geométrica. Também listamos a classificagao de cada um deles.

Considere a, b€ R, a#b, onde a e b sdo constantes.

Simbolo Descrigéo Representagdo geométrica Classificagéo
(a,b) {zreR; a<z<b} W aberto e limitado
a
[a, b] {reR; a<x<b} WWT» fechado e limitado
a
[a,b) {reR; a<z<b} Wﬁfvo[)—’ limitado (nem aberto, mem fechado)
a
(a, b] {zreR; a<x<b} Wﬁﬂb—» limitado (nem aberto, nem fechado)
a
(a,00) {zr €R; z>a} —oororerororora> aberto e ilimitado
a
(—00,b) {r eR; z <b} Wwwﬁ@b—» aberto e ilimitado
[a, o0) {r eR; x> a} —eorororororora> fechado e ilimitado
a
(—00, ] {r eR; z <b} Wﬂf’ fechado e ilimitado
—00, 00 x € Adaiariaiaasiaia te s aberto, fechado e ilimitado
R bert had . limitad
a,a reR a<z<a}={a . > echado e limitado
[a;a]  {z €R; a<z<a}={a} fechado e limitad
a

(degenerado, reduzido a ponto)
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2.7.3 Analise de sinal de expressoes

Analisar o sinal de uma expressao E(x) significa:

1. Encontrar todos os niimeros reais, isto é, todos os valores de x € R, tais que é possivel calcular F(z).
Nesse caso os possiveis valores de x formam um conjunto, é o dominio da expressao.
Dependendo da expressao, esse conjunto é um intervalo ou uma unido de intervalos disjuntos (intervalos
disjuntos sao intervalos que nao tém nenhum ponto em comum).

2. Encontrar todos os nimeros reais, isto é, todos os valores de = € R, tais que E(x) = 0.

Dependendo da expressao, esse conjunto é o conjunto vazio ou um conjunto de pontos isolados.

3. Encontrar todos os ntimeros reais, isto é, todos os valores de = € R, tais que E(z) > 0.

Dependendo da expressao, esse conjunto é o conjunto vazio ou um intervalo ou uma uniao de intervalos
disjuntos.

4. Encontrar todos os nimeros reais, isto é, todos os valores de = € R, tais que E(x) > 0.

Dependendo da expressao, esse conjunto é o conjunto vazio ou um intervalo ou uma uniao de intervalos
disjuntos.

Visualizagcao da andlise de sinal

Suponha que o resultado da andlise de sinal de uma expressao E(x), é o seguinte:

1. O dominio é o conjunto (—oo,a)U[b,c], onde a<b<ec.

2. E(z) =0 para os seguintes valores de z: 1, x9, b, z3, onde z1<z3<a e b<uzz<ec
3. E(x) >0 para para os valores de x tais que x<z; ou z<z<a ou b<uz<uxs.

4. E(z) >0 para para os valores de z tais que 21 <x <z ou z3<zx<ec

A visualizagao da andlise de sinal na reta numérica pode ser feita da seguinte forma:

Primeiro identificamos o dominio: marcamos na reta numerica os extremos dos intevalos do dominio da
expressao, onde os extremos que fazem parte do dominio sao marcados com "bola cheia” e os que nao fazem
parte do dominio sdo marcados com "bola vazia”. A seguir, marcamos com a sigla nd” (significa nao definido)
os pontos que nao fazem parte do dominio.

Depois identificamos os sinais: primeiro marcamos os pontos onde a expressao se anula escrevendo cada
ponto e o nimero 0 logo acima desse pontos. Por ltimo escrevemos sinais "+ nos intervalos onde a expressao
é positiva e escrevemos sinais ”/—"" nos intervalos onde a expressao é negativa.

Se estivermos analisando mais de uma expressao, vamos precisar de uma reta para cada expressao, nesse
caso, é bom escrever a expressao ao lado da reta em que esta representada a analise de sinal.

A seguir estd representada a andlise de sinal na reta numérica correspondente ao resultado da analise de
sinal, descrito acima.

—|—+P——p—|——|——|— nd O+++—|—p—— nd
E(z) | i = . l . -
X1 T2 a b T3 c

A visualizagao da andlise de sinal em tabela pode ser feita da seguinte forma:

Na primeira linha estarao representados os seguintes valores de x, os extremos dos intervalos do dominio
e os pontos onde a expressao se anula, escrevemos também cada intervalo entre esses pontos, ver abaixo. Na
segunda linha escrevemos a andlise de sinal marcando nd, 0, + e —, na mesma coluna dos correspondentes
valores escritos na primeira linha.

x <z | X1 | mm<x<xTa | X2 | z2<x<a| a |a<zx<b|b|b<zx<zs | T3 |aT3<T<C| C|XT>C

E(x) + 0 — 0 + nd nd 0 + 0 — — nd

OBS. Nao ha como dizer o que é mais simples, usar a reta numérica ou a tabela para analisar o sinal, isso
depende de cada expressao que estamos analisando.
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A seguir vamos ver um exemplo onde vamos usar apenas a tabela, nesse caso é mais simples.

A(z)B(x)
C(z)D(x)’
conhecemos a andlise de sinal de cada uma das expressoes que aparecem no numerador e no denominador de

Podemos analisar o sinal de cada expressao e aplicar a propriedade PO12 para analisar o sinal do produto ou
quociente de duas expressoes. E f4cil entender que quando temos o produto ou quociente de varias expressoes,
se for par o nimero de expressoes negativas, o resultado é positivo e se for impar o resultado é negativo.

Como na expressao dada temos o produto ou quociente com quatro termos, fica menos trabalhoso se fizermos
a analise de sinal em uma tinica tabela, com a anélise de sinal de cada expressao em uma linha, no final colocamos
a expressao E(x) e aplicamos a regra do produto de termos positivos e negativos.

Temos que ter o cuidado de colocar os valores de z na primeira linha de forma que aparecam os extremos
dos intervalos do dominio de cada expressao e os valores de x onde cada expressao se anula, e esses valores
devem estar ordenados.

Exemplo Suponha que queremos analisar o sinal de E(z) = Suponha também que ja

T T <X T T < T < T2 o To < x < XT3 T3 r3 < xr < T4 T4 Ty < x < T s xTr > s
A0 | = | = - - - 0 ¥ 0 - g p—
B(x) nd 0 + + + + + 0 + + +
Co | - o - - - - - - - S R
D) | - | - - 0 ¥ + + + + 0| -
E(zx) nd nd — nd + 0 — 0 + nd —

2.8 Implicagoes e equivaléncias em inequagoes

Da mesma forma que observamos no item 2.4, vamos responder algumas perguntas.

2.8.1 O que é uma desigualdade? O que é uma inequagao?

Dados dois ntimeros a,b € R, sabemos que a=0>0 ou a # b. Como a # b significa quea >b ou a <b,
nos dois casos, diz-se que ha uma desigualdade entre a e b.

Considere A € R.
Uma inequagao em = € A é uma desigualdade entre duas expressoes E(z) e F(x) definidas em x € A.

Assim, FE(x) < F(z), €A e E(x)>F(z), ©€ A saoinequagdes em x € A.

Observamos que E(z) < F(z), x € A é na verdade uma forma de escrever uma equagio e inequacao
simultaneamente, mas é usual nos referimos apenas como inequacao. Idem para E(x) > F(z), x € A.

1 2 —
Exemplo de inequacéo algébrica: 7 >4 — 7137 reA={zeR; z#1, x#4}.
x— x—
Exemplo de inequagao néo algébrica: 1— sen?(2z — 3m) < cos?(2z), v € A=R.

2.8.2 O que é uma solugao de inequagao?

Um valor fixo a € uma solugao de uma inequag¢ao em x se ao atribuirmos o valor fixo a a varidvel x, a
desigualdade da inequagao é verdadeira.

A solugdo de uma inequacdo é o conjunto de todas as solucoes da inequacao.

A solugao de uma inequagao é um subconjunto dos nimeros reais, que pode ser o préprio conjunto dos reais,
um subconjunto préprio e nao vazio dos reais ou o conjunto vazio.

2.8.3 Como representar as solugoes de uma inequagao?

A solucao pode ser apresentada como um tnico intervalo ou como uma uniao de dois ou mais intervalos disjuntos.

e Usar as notagoes de maior, igual ou menor, por exemplo, {x € R; -3 <z <4 ou z > 10}.

e Usar os simbolos de intervalos, por exemplo, [—3,4) U (10, c0).

e Representar na reta numérica, por exemplo, LASdadaiade c Siadaciacacie ae
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2.8.4 Podemos simplificar inequagoes exatamente da mesma forma que simplificamos equagoes?

A resposta é ndo. Motivo: as propriedades das equagdes e das inequagbes nem sempre sdo as mesmas.

~ x r+4 ) - x rz+4

Exemplo:  Resolver a equacao = e a inequacao < .
Tz —2 T z—2 z
a ¢
Para resolver a equagao, vamos usar a propriedade: para c¢,d # 0, 7= 4 <= ad = bc.
Assim, paraz #0 e x — 2 # 0, temos que
r r+4
r—2 =z

2= (x—2)(z+4) =
=22 +41 — 8 =
0=2x—-8 <= 8=2r <= 4=z

Solucao da equagao: x=4
Agora, imaginando que existe uma propriedade andloga para resolver a inequagao, vamos substituir " =
por " < " em tudo.

Assim, para x 20 e x — 2 # 0, temos que

T T+ 4
<
xr — 2 T

22 < (z—2)(z+4) =
<2 -2 +4r — 8 =
0<2xr—8 <= 8<2r <= 4<zx

Solugao da inequagao: x >4

Agora, vamos testar se a solu¢do da inequacdo estd correta em alguns valores arbitrarios de x.

6 3 6+ 4 10 5 3 5
bstituindo x = 4 dois lados da i do original, —— = - ¢ —— De fato, — < —.
Substituindo x = 6 > 4 nos dois lados da inequagao original, 6_3- 1 e 5 5 =3 e fato 1 < 3
_ . . - .. 1 144
Substituindo z = 1 < 4 nos dois lados da inequagdo original, 13— -1 e =5. Vemos, —1 < 5.

Mas, x = 1 < 4 nao faz parte da solugao encontrada. Logo, a solugao da inequagao esta errada.

Isto significa que foi cometido algum erro na resolugao da inequacdo. Antes de ler a observagao abaixo, tente
descobrir onde foi cometido o erro.

Aqui estd o erro.  Foi dito, imaginando que existe uma propriedade analoga, essa propriedade nao existe !!!.

Contra-exemplos:

Em dois exemplos numéricos vamos verificar que a propriedade ¢, d # 0, % < g <= ad < bc éFALSA,
isto é, vamos verificar que nesses exemplos a expressao do lado esquerdo da desigualdade é verdadeira, mas, no
entando, a expressao do lado direito da mesma desigualdade é falsa. Feito isso, concluimos que a implicagao é
falsa, portanto a equivaléncia é falsa.

Primeiro contra-exemplo: a=1, b=-1, ¢=2, d=3.

a 1 1 c 2 1< a < c dadei
—=—=- e —=—, como -— -, — < - ¢ verdadeira.

b -1 d_ 3 37 b d

ad=1-3=3 e be=(-1)-2 2, como 3> -2, ad<bc éfalsa.
Segundo contra-exemplo: a=3, b=6, ¢c=-2, d=—1.

a 3 1 c -2 1 a ¢ .

—- - e —=—=2 como =<2, —<- ¢éverdadeira.

b~ 6 2 d -1 7 2 "7 b o d
ad=3-(-1)=-3 e bc=(6)-(—-2)=-12, como —-3>-12, ad<bc é falsa.
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x x+4 . . ) .
5 < vamos resolvé-la, agora corretamente, isto é, usando propriedades

algébricas para simplificar expressées e usando as propriedades de implicacao ou de equivaléncia relativas a
ordem dos nimeros reais.

Voltando a inequagao,

T z+4  po2
< <
r—2 T
T r+4 r+4 x+4
— < —
xr — 2 T T x

. Usando propriedades algébricas para simplificar cada lado,

2?2 — (x —2)(z +4)

0
z(x — 2) <
2 (22 4 Ay — 9p —
x? — (z° + 4z — 2z 8)<0
x(x —2)
2 (2 _
x? — (2% + 2z 8)<0
z(x — 2)
8—2
7x<0
z(x — 2)

Para resolver essa inequagao podemos analisar o sinal de cada uma das trés expressoes e depois usar tabela
de sinais.

Analisando o sinal de 8 — 2z, o dominio é o conjunto dos reais e
8§—2z=0 <= 2x=8 <= z=4
8—2x>0 <= 8-2x+2r>0+2r <= 8>2r <= x<4

Analisando o sinal de = —2, o dominio é o conjunto dos reais e
r—2=0 << z=2
T—2>0 <= z-242>042 <= z>2

T z <0 0 0<z<?2 2 2<x<4 | 4 | xz>4
8 — 2z + + + + + 0 -
T . 0 + + + + +
r—2 - — — 0 + + +
8— 2z
_— d — d 0 —
z(x —2) + " " +

Logo a solugao da inequagao ¢ {z €R; 0 <z <2 ou x >4} = (0,2)U (4,00).

Quando podemos afirmar que a solugao da ultima inequagao simplificada é exatamente a
solugao da inequacao original?

Resposta: quando todas as propriedades algébricas e de ordem usadas nas simplificagoes foram propriedades
de equivaléncia, garantimos que a solugao da tultima inequacao é a solugao da primeira.

Lembre sempre
Para resolver inequagoes é preciso saber bem

as propriedades algébricas e as propriedades de ordem.




