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Introducao

* O objetivo é apresentar as nogoes basicas
de duas ferramentas fundamentais para o
projeto de sistemas digitais:

- Transformada de Laplace
- Transformada Z

e Referéncias:

- Curso de Equacoes Diferenciais 18.03 - Prof.
Arthur Mattuck - MIT OpenCourseWare

- Katsuhiko Ogata - Discrete-Time Control
S Stems - 2nd Edition - Prentice Hall Int. -
1995

- Gene F. Franklin, J. David Powell, Abbas Emami-
Naeini - Feedback Control of Dynamic
Systems - Sixth Edition - Chapter 8 -
Digital Control - Pearson 2011



Introducao

Where the Laplace Transform comes from (Arthur Mattuck, MIT)

Lec 19 | MIT 18.03 Differential Equations, Spring 2006
Introduction to the Laplace Transform; Basic Formulas.
https://www.youtube.com/watch?v=sZ2qull6 GEk

Lec 20 | MIT 18.03 Differential Equations, Spring 2006
Derivative Formulas;

Using the Laplace Transform to Solve Linear ODE's.
https://www.youtube.com/watch?v=qZHseRxAWZ8

View the complete course: http://ocw.mit.edu/18-03506



Introducao

e Como simular computacionalmente um
sistema dinamico? Como implementar
um controle?

1) Representacao matematica do sistema:
modelo matematico.

mmmmm) Transformada de Laplace

2) Transformar a representacao do sistema
para um sistema de tempo discreto

mmm) Transformada Z

3) Implementacao através de uma formula de
recorréncia



Introducao
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Introducao

* Exemplo: sistema massa-mola

Z m
A —
_ X
* Duas forcas atuam: m.a = m% ek.x.

e Temos entao:
d?x

mdt2 Fk.x = f(t)




Introducao

Utilizando Laplace:
ms?X(s) + kX(s) = F(s)

ou:
(ms?+k)X(s) = F(s)

ou:

X(s) 1

F(s) ms2+k
ou:

1
i e = (s)

Obs: considerando condig¢des iniciais nulas



Introducao

A solucao requer a transformada
Inversa-

yE = £ l




Introducao

 Tabela da Transformada de Laplace:

fit),t = 0 F(s)
1. &(1) |
5 1
. ult) -
2 1
b S By
¥ I!,'Z
M fI!_
4. ! _.;"+|
1
Sy 1 '} —
>. € § + a

f(t),t = 0 F(s)
]
{"_ :E__l:TI =
: (s + a)’
Fi!
.u'r. r.]'l - i ) P
‘ (s + a)'!
b
8. sin bt 245
5
9. cos bt =
=+ b
b

10. ™ sin bt




Introducao

e Sistemas de tempo discreto

- E quando o sistema é representado por um ou
mais sinais quantizados.

* A transformada Z permite obtermos uma
egquacao qgue discretiza o sistema
representado por Laplace.

x(t) |
vin |

yle)

\(/ x{t)

N
\.

N |



Introducao

xir) k x{n L

(a) /\ {c) I 1 |
= | |
0 r o "t
xir) | xit) |
—r——'I_ % o
{b) (d} i B ) |
I * A -

-
0 r 0 '—;

(a) Sinal analdgico; (b) sinal quantizado e
continuo no tempo; (c) sinal amostrado;
(d) sinal digital



Introducao

tempo continuo
e Sistemas de controle —

~ tempo discreto

* Sistemas de controle de tempo discreto
possuem sinais amostrados ou digitais que sé
mudam em instantes discretos do tempo. Sao
descritos por equacoes de diferengas (formulas
de recorréncia), apos a discretizacao apropriada.

 Sistemas de controle de tempo continuo
possuem apenas sinais analogicos e continuos.
Sao descritos por equacoes diferenciais.



Introducao

 Vamos continuar com o exemplo do sistema
massa-mola. Podemos procurar em uma tabela
qual a transformada Z para a fungao sen(at):

z.sen(aT)
E(z = > S(z
() z2 —2.z.cos(aT) + 1 > )
SMz) z.sen(aT)

E(z) z2—2.z.cos(aT)+1

e T éo periodo de amostragem.



Introducao

 Apds aplicarmos a transformada Z
inversa, obtém-se a expressao:

s(k)y= 2.cos(aT).s(k — 1)+ sen(aTl).e(k — 1) — s(k— 2)

 Que é uma formula de recorréncia
facilmente implementavel em um
computador.

* Ver simulacao no Excel.




Transformada de Laplace

De onde vem a Transformada de Laplace?
resposta: vem das séries de poténcias, cuja

aparéncia é:
oD

Z o N = M)

0

usando uma notacao computacional;

L

Z a(n)x™ = A(x)

0



Transformada de Laplace

Desejamos associar uma funcdo A(x), que é a
soma da série de poténcias, com a sequéncia de

valores definida por a(n). Vejamos dois
exemplos conhecidos:

a(n) A(x)
i 1
—, Se-1<x<1
1—x
1 g™
n!

Para uma funcdao em n associa-se uma funcao
em Xx.



Transformada de Laplace
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Ex_ponential function

Formal definition |[edit]
Main artficle: Characterizations of the exponential function

The exponential function e* can be characterized in a variety of equivalent ways. In particular it may be defined by the following power
series: 4!

™ 2 g gl

o0
I
£ = =L T e e
E n! 20 31 4l
n=>0
Using an alternate definition for the exponential function leads to the same result when expanded as a Taylor series.
Less commonly, &% is defined as the solution y to the equation
df
1t

It is also the following limit:[*]

&= (1+ 3)

n—+o0 T

=



Transformada de Laplace

* E se quisermos tudo isso em modo continuo e
analdgico, nao no dominio discreto?

m=012 ..
1
t:0<f< oo

Lma(t)xtdt = A(E)

* Vamos tornar a expressao mais conveniente
colocando a base ¢, fazendo:

2= E,iﬂ (x)

xt = (Eiﬂ(x})t



Transformada de Laplace

Para que a integral tenha 2
convergéncia, x deve ser
menor que 1.

Também x ndo pode ser
negativo, para evitarmos
numeros complexos.

Entao na pratica teremos
0 < x < 1, intervalo no qual
In(x) < 0.

Sendo assim, —In(x) > 0. 7 In(x)




Transformada de Laplace

e VVamos entdo adotar uma variavel s = —In(x) que sera
sempre positiva.

 Por ultimo, substituindo a(t) por f(t), teremos a
expressao conhecida como transformada de Laplace:

f FO(enD) de = A)
0

f Oof (t)e Stdt = F(s)
0




Transformada de Laplace

* Laplace é uma transformada linear, que vem
do fato de que a propria integral € um
operador linear, ou seja:

L(f+g) =L(f) +L(g)

L(c.f) = c. L(f)



Transformada de Laplace

Exemplos de Calculo
1. Calcule F(s) para f(t) = 1.

f " restdt = F(s)
0

F(s) =f 1.e75tdt
0
R

F(s) = lim | e Stdt
R—ocoo 0
R ~ e—st R e—sR —1
f e Stdt = =
0 —s |0 —S

e SR—-1 0-1 1
F(s) = lim = = —
R-o  —§ —S S

1
F(s)=g, s>0



Transformada de Laplace

2. Calcule F(s) para f(t) = e®
Vamos calcular o caso mais genérico para f(t).e®

-I*OO at f(t) e—stdt —
f f().el* 9t =
f f(t) e —(s— a)tdt_

= F(s—a), ses>a
A transformada de Laplace de e®. f(t) é F(s — a). Isso é

chamado deslocamento exponencial na frequéncia.

1
Portanto, para f(t) = e%, temos F(s) = —, s>a



Transformada de Laplace

3. Calcule F(s) para f(t) = sen(at) e para f(t) =
cos(at)

Para funcdes com senos e cossenos, basta observar que o
resultado obtido para f(t) = e*' também funciona se a
for um numero complexo.

Assim a transformada de Laplace para senos e cossenos
pode ser derivada da formula de Euler:

el = cos(at) + isen(at)

e~ = cos(at) — isen(at)



~Transformada de Laplace

elat + e—tat
2

1 1 1
Lleos(at)] = 2\s—ia * s+ ia

cos(at) =

1 2S S
Leos(a)] = S\ Gz )| =7 >0

iat _ e—iat

2i

1 1 1
2i\s—ia s+ia

e

sen(at) =

L[sen(at)] = —

1 2ia a
Lsen(ad)l = S\ Gz | =y >0



Transformada de Laplace

Transformada Inversa
* E um pouco mais dificil calcular a transformada inversa.

* Geralmente utiliza-se o método da decomposicao em
fracoes parciais para reduzir a expressao em casos mais
simples encontrados em tabelas.

* Um exemplo:

1 _£+‘1/3 L
s(s + 3) S s+3



Transformada de Laplace

Solucao de equacoes diferenciais

¥+ Ay + By = h(t)
y(0) =y, ¥(0)= yo

L

A 4

Equacado algébrica
em Y(s)

Resolver

y = y(t)

para Y (s)




Transformada de Laplace

Formulas derivativas

LI )] = f F (©estde

0

Com a integracdo por partes (uv = [uv'dt + [u'vdt), fazendov = f (t) e
udt = e °'dt, obtemos:

| r@esa=re [~ | srwe
0 0

foof’(t)e—“dt =0—f(0).1+ sfwf(t)e—stdt =
0 0

=0—-f(0).1+s f Oof(t)e_“dt
0

LI (0)] = sF(s) — £(0)



Transformada de Laplace

Formulas derivativas
Analogamente obtém-se para a derivada segunda. Porém nao é necessario

resolver novamente a integral por partes. Podemos escrever f”(t) = [ff(t)] :
Ou seja, seja g(t) = f'(t):

LIf"(®)] = L[g' ()] = sG(s) — g(0)
LIf"®] = s*F(s) —sf(0) — f'(0)

Portanto, as formulas para a transformada de Laplace da primeira e da
segunda derivadas sao:

LIF )] = sF(s) = £0)
LIf'®) = s?F(s) = sf(©@ — £ (0)



Transformada de Laplace

Exemplo 1
Resolva a equacao diferencial:
y'—y=eF, y(0)=1  y'(0)=0
UL

1
SY(s) = sy(0) = f'(0) =Y () = ——~

S2Y(s) —s—Y(s) =

s+ 1

1 _Sz+s+1
+1  s+1

Y(s)(s?—1)= s+ ;

s+s+1
s+1

Y($)(s+1)(s—1) =

s24+s+1
(s+1)%(s—1)

Y(s) =



Transformada de Laplace

Vo) = s?+s+1
&) = D26 -1)
E agora?
st+s+1 -1/, C 3/,

G+12Gs-1) G+1Z s+1ts-1

O termo do meio nao pode ser obtido pela técnica do curto-circuito. Substituindo
s=0:

Portanto:




Transformada de Laplace

Finalmente:
-1 1 3
Y(s) = /2 + /4 + /4
(s+1)?2% s+1 s-—1
$ L1
Sabemos que para f(t) = e*, temos F(s) = L e para f(t) =t,

temos F(s) = = (tabelas) obtemos:

1 1 3
y(t) = —Ete_t+ze_t +Zet



Transformada de Laplace

Exemplo 2: Encontre v.(t) no circuito abaixo apds o

fechamento da chave em t = 0. Considere v.(0) = 0.
R

pesar 7)) == C

As equacgodes do circuito sao:

. v
v.+R.i =E, lzcdt
dv
v.+RC——=E v.(0)=0

dt ’



Transformada de Laplace

Primeira solucao: por variaveis
separaveis
dv, E—v, (

dt RC

dve 1 p
(UC—E)_ (_R) ‘
[ = [(Sh)a
w5 = | \"ke

ve(t) r‘t 1
fvc(o) (x —E) ax = Jo (_E) 4
v (t) _ Y|t
v:(0) ( )

In(x — E)




Transformada de Laplace

In(vy(t) — E) — In(v,(0) — E) = ——

RC
l ve(t) —E\ t
n(vc(O) —E) - "RC
vc(t)_E _ _%
v.(0)—E ©
t
v.(t) —E = (v.(0) —E)e RC
0.(6) = E + (1,(0) — E)e” e, 2,(0) = 0

t
v.(t) =E — Ee RC



Transformada de Laplace

Solucao usando Laplace:

* Vamos considerar desde o inicio que
v.(0) = 0.

* A analise do circuito usando Laplace nao
requer a escrita das equacoes diferenciais.

e Basta considerar o elemento capacitor como
uma impedancia de 1/, ohms.



Transformada de Laplace

* QO circuito pode ser visto como um divisor de tensao:

h

E(s)

V(s)

Al

V.(s) = E(s)—L

R+S_C



Transformada de Laplace

Como E(t) = E, entdo E(s) = £/s. Substituindo, obtemos:

1
E —
VC(S) - . SCl
> R+==
sC
Ve(s) = ——r
e\s) = s(sRC + 1)
Separando em fracdes parciais:
v (s) = E N —ERC
)T ST SRC+ 1
v .(s) E E
S — ——
C s s+ 1/pe

Resultado:



A Transformada Z

e A transformada Z € uma ferramenta matematica
frequentemente usada na analise e sintese de
sistemas de controle de tempo discreto.

 Permite a representacao de um comportamento
dinamico em um ambiente computacional, pois a
modelagem baseia-se em uma sequéncia de
valores discretos.

e Tal situacao ocorre porque, para que o
computador leia uma variavel analdgica continua
de um processo, € preciso converté-la para um

formato digital amostrado periodicamente.



A Transformada Z

* Por esse motivo um sistema de controle
digital € tambéem chamado de sistema de
controle de tempo discreto.

ffk}—_@ﬂi—bﬂantmladﬂr ulk) ) oa LU, G(s) > y{f)




A Transformada Z

Um sinal amostrado X (t) é representado por uma
sequéncia de valores discretos

X(t) Amostragem do smal X(t)
x(n)
x(4) *0)
_,,.-"'"FH -"““-u.h__x
x(0) ) E@ng)f A

tempo



A Transformada Z

Erro de quantizacao

Quanto menor o periodo de amostragem e maiores as resolugoes
dos conversores A/D e D/A, menor sera o erro de quantizacao

xir)
L xit)
vit)

A\

Se um sistema estiver representado pelas suas equacgoes de
Laplace, as férmulas de recorréncia que representam seu
comportamento podem ser obtidas pela transformada Z



A Transformada Z

Definicao da Transformada Z:

A transformada Z de uma func¢ao do tempo x(t) considera
apenas os valores amostrados de x(t), isto é, x(0), x(T),
x(2T), ...,onde T é o periodo de amostragem.

A definicao da transformada Z é:

CO

X(2) = 2[x(0)] = Z[x(kT)] = Zx(kT)z‘k

k=0
A expansao do somatadrio resulta na sequéncia:

X(z) = x(0) + x(T)z™1 + x(2T)z~% +
+x(3T)z 3 + x(4T)z % + -+



A Transformada Z

A definicao implica que a transformada Z de qualquer
funcao continua no tempo pode ser escrita na forma de
uma sequéncia por simples inspecao.

O termo z~ % na série indica a posicao no tempo em que
ocorre a amplitude x(kT).

Reciprocamente, se X(z) for dado como uma sequéncia, a
transformada Z inversa pode ser obtida por inspecao como
uma sequéncia da fungao x(kT) que corresponde aos

valores da fungao x(t) nos respectivos instantes do tempo.

Se tivermos a formula fechada como a razao de dois
polindbmios em z, podemos calcular a sequéncia de valores
através da formula de recorréncia resultante.



A Transformada Z

* Na transformada de Laplace temos a
importante propriedade em que L[f'(t)] =
sF(s) (considerando condicdes iniciais nulas).

* Para os sistemas discretos, a definicao da
transformada Z permite uma propriedade
semelhante e de igual importancia:

ZIf(k— D] = 27 'F(2)



A Transformada Z

Significa que a transformada inversa da transformada Z
multiplicada por z~! resulta na amostra do instante k — 1. A
prova vem da definigao:

CO

Z[x(8)] = Z[x(kT)] = Z x(kT)z*

k=0

CO

Z[x(t — nT)] = Z (kT — nT)z"*

k=0

o

=z " Z x(kT — nT)z~ (k™)
k=0



A Transformada Z

Definindom = k — n, a equacao fica:

(00]

Zlx(t—nT)] =2z"" Z x(mT)z™™

m=—n

Como x(mT) = 0 param < 0, o limite inferior do somatdrio pode ser
zZero:

(00]

Zlx(t—nT)|=2z"" Z x(mT)z™™ = z7"X(z)

m=0

Com esse resultado, se temos uma funcao de transferénciaem Z,
podemos facilmente obter a formula de recorréncia que a implementa.



A Transformada Z

Vejamos dois exemplos:
1. Funcdo x(t) = e~ %

E(z) > T > 5(2)

5(2) Z B 1
E(z) z—e T {_,1,7

S(z) ( 1— Z_le_aT) = E(2)



A Transformada Z

S5(z) — Z_lS(Z)e_aTz E(z)
VZ

s(k) — s(k — e = e(k)

s(k) = e(k) +s(k—1De




A Transformada Z

2. Funcdo x(t) = sen(at)

z.sen(aT)
z% —2.z.cos(aT) + 1

E(z) >

> S(z)

S(2) z.sen(aT)
E(z) z?—2.z.cos(aT) +1

S(z) z~ 1. sen(aT)
E(z) 1-2.z71.cos(aT) + z72

S(z)(1 — 2.z Y. cos(aT) + z72) = E(z)(z L. sen(aT))



A Transformada Z

S(z) —2.z2718(2).cos(aT) + z725(z) = E(2)z '.sen(aT)
Lz

s(k) —2.s(k—1).cos(aT) + s(k—2) = e(k— 1).sen(aT)

s(k) = 2.cos(aT).s(k—1) +sen(aT).e(k—1) — s(k—2)




Relacao entre a transformada
de Laplace e a transformada Z

Como vimos, a transformada Z permite modelar sistemas
dinamicos, tal como a transformada de Laplace.

Normalmente os sistemas usam a Transformada de Laplace
para a modelagem dinamica.

Entao, se tivermos uma maneira de converter uma equacao
de Laplace para uma equacao em Z, teremos um
procedimento para a implementacao digital desse sistema
dinamico.

Isso pode ser usado para simulacao de sistemas fisicos,
implementacao de controle digital e filtros ativos.

E uma ferramenta bastante usada na area de
processamento digital de sinais.



Relacao entre a transformada
de Laplace e a transformada Z

 Considere o sinal continuo f(t) = e;“t, cuja
transformada de Laplace é F(s) = —
* A equacao possui um poloem s = —a.

e A tzransformada Zde f(kT), comovimos, é F(z) =

z—e—al
* O poloestaemz =e"
* Dai pode-se inferir uma relacao entre Laplace e Z, pois

essa equivaléncia entre os polos é geral, com T sendo o
periodo de amostragem:

aT

z=eS



Relacao entre a transformada
de Laplace e a transformada Z

 Uma outra forma de ver essa relacao é no
deslocamento exponencial no tempo da
transformada de Laplace.

* Essa propriedade diz que a transformada
inversade e “F(s)é f(t—a)parat = a.
 Ou seja, multiplicar por e !, fazendoa = T,

significa multiplicar por z—!
* |sso atrasa a funcao em T, tal como foi

demonstrado nas propriedades da
transformada Z.



Relacao entre a transformada
de Laplace e a transformada Z

Conversao de s para z:

e Aexpressdo z = e°! n3o é adequada para a

implementacao de sistemas discretos

e Existem varias aproximacoes utilizadas para
converter uma equacao em S para uma equacao
em Z.

* As duas mais simples sao as baseadas na
propriedade da transformada de Laplace com a
derivacao, chamada backward difference, e a
integracao, conhecido como método de Tustin.



Relacao entre a transformada
de Laplace e a transformada Z

Backward Difference

* O metodo baseado na derivacao leva em
conta que a transformada inversa de s. F(s) é
a derivada do sinal no tempo.

* Em um sistema amostrado com intervalo de
amostragem T:

df _ f(k)—f(k—1)
dt T




Relacao entre a transformada
de Laplace e a transformada Z

* Tirando a transformada Z dessa expressao, obtemos:

df F(z) —z 'F(2) 11— z~ 1
[dt] T =—7 @

 Entao o que em Laplace tem o mesmo efeito de
derivagao causado por s. F(s), em Z é causado por

1—z1 . N
; F(z). Portanto chegamos a relagao:




Relacao entre a transformada
de Laplace e a transformada Z

Meétodo de Tustin
* O método de Tustin é baseado na integracao

* Suponha que u(t) é aintegral de um sinal e(t). Em Laplace, isso
pode ser escrito assim:

U(s) = %E(s)

* Tomando tempos discretos, podemos escrever que:

kT—T kT

e(t)dt+f e(t)dt

kT—T

kT

u(kT) = f

0

e(t)dt = f

0

* Que pode ser reescrito como:

u(kT) = u(kT —T) + area sob e(t) no ultimo periodo T



Relacao entre a transformada
de Laplace e a transformada Z

* O método de Tustin consiste em aproximar essa area pela area de
um trapézio:

u(tk) =ulk—1) + g le(k — 1) + e(k)]

* Qu, tirando a transformada Z:

T(l + z71

U(z) = E 1—2—1)'E(Z):g(1iz—1)'

* Ent3o a equivaléncia entre Laplace e Z € dada por:

2/(1—z1
S ==
T\1+ z1




Relacao entre a transformada
de Laplace e a transformada Z

O método Backward Difference tem um maior
erro em relacao ao de Tustin, ja que este se
adequa melhor comparado ao sinal continuo

* Entretanto, para valores pequenos de T pode
ficar instavel, com grandes flutuacodes.

* Porisso o método Backward Difference é mais
usado pela sua simplicidade e flexibilidade,
embora seja menos preciso.



Implementacao de um Controlador
PID

O tradicional controle PID tem a seguinte equagao com as trés componentes
proporcional, integrativa e derivativa:

1
u(t) = Gpe(t) + ?f e(t)dt+ T,

de(t)
dt

Em Laplace:

U(s) = G,E(s) + SiTiE(S) + sT 4E(s)

1
U(s) = (Gp + T, + sTd) E(s)

L

Temos a fungao de transferéncia:

]
E(s) —> (Gp—kﬁirs?‘d) LS e




Implementacao de um Controlador
PID

Vamos aplicar a aproximagao por Backward Difference, substituindo s =

equacgao em Z:
1 1—2z1
U(z) = [ G, + = + T T, \E(2)
T )T

1—-z"HT
U(z) = (Gp+ ! +( ) d)E(Z)

- para obter a

(1-z"DT, T

G,TTi(1 = z7V) + % + T,Ty(1 - z71)°
(1—z DIT,

U(z) = E(2)

(1-zO)TTU@) = (G,TTi(1— 2z ')+ T° + TyTi(1 — 227" + z272))E(2)
(T, = TTiz YU(2) = ((GpTT; +T* + TyTy) = (GpTT; + 2TTi)z ' + TyTiz %) E(2)

TTU(z) — TTiz 'U(2) = (G,TT; + T* + TyT;)E(2) — (G,TT; + 2T4T;)z *E(2) + TyT;z *E(2)



Implementacao de um Controlador
PID

Tomando a transformada Z1:

TTu(k) — TTu(k — 1) = (G,TT; + T* + TyT)e(k) — (G,TT; + 2T4T;)e(k — 1) + TyT;e(k — 2)
TTiu(k) = TTu(k — 1) + (G,TT; + T? + TqT;)e(k) — (G,TT; + 2T4T;)e(k — 1) + T4Tie(k — 2)

TTu(k — 1)

u(k) = ——— +(

TyT;
TT,

G, TT; T?> T.T; G,TT; 2T.T;
D 1+ d:) _(P 1+ d-i e(k_Z)

k—1)+
T, T1T, T T, TT, ' TT, )e( )

B T Ty 2T, . T4 .
u(k) = u(k—l)+(Gp+ﬁ+?)e(k)—((}p+7)e( —1)+?e( - 2)




Implementacao de um Controlador PID

Trecho de cédigo em C para o Arduino:

void loop() {

currentMillis = millis();

if(currentMillis - previousMillis >= interval) {
previousMillis = currentMillis;

vel = (counter*20000)/interval;

// Velocidade em rpm; counter incrementa a cada 120 graus. Portanto

/] conter/(3T) = rotacoes por segundo; counter*20/T = rpm; interval esta em milisegundos.
counter = 0;

//PID

e2 = el;

el = e0;

e0 = setpoint - vel,

u0 = u0 + (Gp*(e0-e1))/1000 + (eO*interval)/Ti + (Td*e0 - 2*Td*el + Td*e2)/interval,
//[Equacao implementada somente com inteiros, por isso a divisao por 1000 para Kp

if(u0>12000) u0=12000;
if(lu0<0) u0=0;
pwm = map(u0, 0, 12000, 255, 0);




