
Controle Digital

Pós-Graduação em Engenharia de 
Produção e Sistemas 

Computacionais
Mestrado Profissional – PURO/UFF

Prof. Luciano Bertini



Introdução
• O objetivo é apresentar as noções básicas de 

duas ferramentas fundamentais para o projeto de 
sistemas digitais:
– Transformada de Laplace
– Transformada Z

• Referências:
– Curso de Equações Diferenciais 18.03 - Prof. Arthur 

Mattuck - MIT OpenCourseWare
– Katsuhiko Ogata - Discrete-Time Control Systems - 

2nd Edition - Prentice Hall Int. – 1995
– Gene F. Franklin, J. David Powell, Abbas Emami-

Naeini - Feedback Control of Dynamic Systems - 
Sixth Edition - Chapter 8 - Digital Control - 
Pearson 2011



Introdução
Where the Laplace Transform comes from (Arthur Mattuck, MIT)

Lec 19 | MIT 18.03 Differential Equations, Spring 2006
Introduction to the Laplace Transform; Basic Formulas.
https://www.youtube.com/watch?v=sZ2qulI6GEk

Lec 20 | MIT 18.03 Differential Equations, Spring 2006
Derivative Formulas; 
Using the Laplace Transform to Solve Linear ODE's.
https://www.youtube.com/watch?v=qZHseRxAWZ8

View the complete course: http://ocw.mit.edu/18-03S06



Introdução
• Como simular computacionalmente um 

sistema dinâmico? Como implementar um 
controle?
1) Representação matemática do sistema: modelo 
matemático.

Transformada de Laplace
2) Transformar  a representação do sistema para 
um sistema de tempo discreto

Transformada Z
3) Implementação através de uma fórmula de 
recorrência
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Introdução

A solução requer a transformada inversa:



Introdução

• Tabela da Transformada de Laplace:



Introdução
• Sistemas de tempo discreto

– É quando o sistema é representado por  um ou mais 
sinais quantizados. 

• A transformada Z permite obtermos uma equação 
que discretiza o sistema representado por Laplace.



Introdução

(a) Sinal analógico; (b) sinal quantizado e 
contínuo no tempo; (c) sinal amostrado; (d) 
sinal digital



Introdução
       tempo contínuo

• Sistemas de controle
       tempo discreto

• Sistemas de controle de tempo discreto possuem 
sinais amostrados ou digitais que só mudam em 
instantes discretos do tempo. São descritos por 
equações de diferenças (fórmulas de recorrência), após 
a discretização apropriada.

• Sistemas de controle de tempo contínuo possuem 
apenas sinais analógicos e contínuos. São descritos por 
equações diferenciais.
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Introdução

• Após aplicarmos a transformada Z inversa, 
obtém-se a expressão:

• Que é uma fórmula de recorrência 
facilmente implementável em um 
computador.

• Ver simulação no Excel. 



Transformada de Laplace
De onde vem a Transformada de Laplace?
resposta: vem das séries de potências, cuja aparência é:

usando uma notação computacional:
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Transformada de Laplace

Solução de equações diferenciais
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Polos e Zeros



Polos e Zeros
• Calculamos que se

• Em geral, polos e zeros podem ser escritos como:

• Que podem ser representados em um diagrama de polos e zeros:



Estabilidade de Sistemas
• Um objeto está em equilíbrio estável se, quando empurrado, 

ele retoma a sua posição original depois de cessado o 
impulso.

• Um sistema pode ser considerado estável se para entradas 
limitadas, gera saídas limitadas.

• Qual dos dois sistemas abaixo é estável?



Estabilidade de Sistemas
• Os polos determinam a estabilidade do sistema



Resposta ao impulso unitário
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Resposta ao impulso unitário



Exemplos com resposta ao degrau



Exemplos com resposta ao degrau



Matlab e Laplace
• Matlab possui um comando para se obter a decomposição em 

frações parciais de funções B(s)/A(s).
• Possui também comandos para o cálculo de zeros e polos de 

B(s)/A(s).
• Considere a função:



Matlab e Laplace
Em matlab, os vetores lineares num e den especificam os coeficientes 
do numerador e denominador da função de transferência.

Isto é:

O comando:

encontra os resíduos (r), polos (p) e termos diretos (k) de uma decom-
posição em frações parciais da razão de dois polinômios B(s) e A(s).



A Transformada Z
• A transformada Z é uma ferramenta matemática 

frequentemente usada na análise e síntese de sistemas 
de controle de tempo discreto. 

• Permite a representação de um comportamento 
dinâmico em um ambiente computacional, pois a 
modelagem baseia-se em uma sequência de valores 
discretos.

• Tal situação ocorre porque, para que o computador leia 
uma variável analógica contínua de um processo, é 
preciso convertê-la para um formato digital amostrado 
periodicamente. 



A Transformada Z
• Por esse motivo um sistema de controle digital é 

também chamado de sistema de controle de 
tempo discreto.



A Transformada Z



A Transformada Z
Erro de quantização
Quanto menor o período de amostragem e maiores as resoluções dos 
conversores A/D e D/A, menor será o erro de quantização

Se um sistema estiver representado pelas suas equações de Laplace, as 
fórmulas de recorrência que representam seu comportamento podem ser 
obtidas pela transformada Z
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Relação entre a transformada de 
Laplace e a transformada Z

• Como vimos, a transformada Z permite modelar sistemas dinâmicos, 
tal como a transformada de Laplace.

• Normalmente os sistemas usam a Transformada de Laplace para a 
modelagem dinâmica. 

• Então, se tivermos uma maneira de converter uma equação de 
Laplace para uma equação em Z, teremos um procedimento para a 
implementação digital desse sistema dinâmico. 

• Isso pode ser usado para simulação de sistemas físicos, 
implementação de controle digital e filtros ativos. 

• É uma ferramenta bastante usada na área de processamento digital 
de sinais.



Relação entre a transformada de 
Laplace e a transformada Z



Relação entre a transformada de 
Laplace e a transformada Z



Relação entre a transformada de 
Laplace e a transformada Z



Relação entre a transformada de 
Laplace e a transformada Z



Relação entre a transformada de 
Laplace e a transformada Z



Relação entre a transformada de 
Laplace e a transformada Z



Relação entre a transformada de 
Laplace e a transformada Z



Relação entre a transformada de 
Laplace e a transformada Z



Implementação de um Controlador PID
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Implementação de um Controlador PID
Trecho de código em C para o Arduino:
...
void loop() {      
     ...    
     currentMillis = millis();
     if(currentMillis - previousMillis >= interval) {
          previousMillis = currentMillis; 
        
          vel = (counter*20000)/interval;  
          // Velocidade em rpm;  counter incrementa a cada 120 graus.  Portanto 
          // conter/(3T) = rotacoes por segundo; counter*20/T = rpm; interval esta em milisegundos.
          counter = 0;
       
          //PID
          e2 = e1;
          e1 = e0;
          e0 = setpoint - vel;
          u0 = u0 + (Gp*(e0-e1))/1000 + (e0*interval)/Ti + (Td*e0 - 2*Td*e1 + Td*e2)/interval;
          //Equação implementada somente com inteiros, por isso a divisão por 1000 para Kp
            
          if(u0>12000) u0=12000;
          if(u0<0) u0=0;
          pwm = map(u0, 0, 12000, 255, 0);
     }
     ...
}
 


