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Capitulo 1

Probabilidade - Conceitos Basicos

1.1 Introducao

No nosso cotidiano, lidamos sempre com situacoes onde estd presente a incerteza do resultado,
embora, muitas vezes, os resultados possiveis sejam conhecidos. Por exemplo: o sexo de um
embriao pode ser masculino ou feminino, mas s6 saberemos o resultado quando o experimento
se concretizar, ou seja, quando o bebé nascer. Se estamos interessados na face voltada para cima
quando jogamos um dado, os resultados possiveis sao 1, 2, 3, 4, 5, 6, mas sé saberemos o resultado
quando o experimento se completar, ou seja, quando o dado atingir a superficie sobre a qual foi
lancado. E conveniente, entéo, dispormos de uma medida que exprima a incerteza presente em
cada um destes acontecimentos. Tal medida é a probabilidade.

No estudo das distribuicoes de freqiiéncias, vimos como essas sao importantes para entendermos
a variabilidade de um fenémeno aleatério. Por exemplo, se sorteamos uma amostra de empresas e
analisamos a distribuicao do nimero de empregados, sabemos que uma outra amostra forneceria
resultados diferentes. No entanto, se sorteamos um grande niimero de amostras, esperamos que surja
um determinado padrao que reflita a verdadeira distribuicao da populagao de todas as empresas.
Através de um modelo tedrico, construido com base em suposigoes adequadas, podemos reproduzir
a distribuicao de freqiiéncias quando o fenémeno é observado diretamente. Esses modelos sao
chamados modelos probabilisticos e eles serao estudados na segunda parte do curso de Estatistica.
A probabilidade é a ferramenta béasica na construcao de tais modelos e serd estudada nesta primeira
parte.

1.2 Experimento aleatério, espaco amostral e evento

Consideremos o lancamento de um dado. Queremos estudar a proporcao de ocorréncias das faces
desse dado. O primeiro fato a observar é que existem apenas 6 resultados possiveis, as faces 1, 2,
3,4, 5, 6. O segundo fato é uma suposi¢ao sobre o dado: em geral, é razodvel supor que este seja
equilibrado. Assim, cada face deve ocorrer o mesmo nimero de vezes e, portanto, essa propor¢ao
deve ser é. Nessas condigoes, nosso modelo probabilistico para o langamento de um dado pode ser
expresso da seguinte forma:

Face 1 2 3 4 5 6| Total
Freqiiéncia tedrica % % % % % % 1
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Suponhamos que uma mulher esteja gravida de trigémeos. Sabemos que cada bebé pode ser
do sexo masculino (M) ou feminino (F). Entao, as possibilidades para o sexo das trés criangas sao:
MMM, MMF, MFM, FMM, FFM, FMF, MFF, FFF. Uma suposicao razoavel é que todos esses
resultados sejam igualmente provaveis, o que equivale dizer que cada bebé tem igual chance de ser
do sexo masculino ou feminino. Entao cada resultado tem uma chance de é de acontecer e o modelo
probabilistico para esse experimento seria

Sexo MMM MMF MFM FMM FFM FMF MFF FFF | Total

e T I I T I T T 1
Freq. tedrica 5 R 3 g 8 8 8 8 1

Por outro lado, se sé estamos interessados no niimero de meninas, esse mesmo experimento leva ao
seguinte modelo probabilistico:

Total
1

Meninas
Freq. tedrica

ol O©
pol— o

oley —
oled DN

Nesses exemplos, vemos que a especificacao de um modelo probabilistico para um fendémeno
casual depende da especificacao dos resultados possiveis e das respectivas probabilidades. Vamos,

entao, estabelecer algumas definicoes antes de passarmos & definicao propriamente dita de proba-
bilidade.

1.2.1 Experimento aleatdrio

Um experimento aleatorio é um processo que acusa variabilidade em seus resultados, isto é, repetindo-
se 0 experimento sob as mesmas condigoes, os resultados serao diferentes. Contrapondo aos experi-
mentos aleatdrios, temos os experimentos deterministicos, que sao experimentos que, repetidos sob
as mesmas condigoes, conduzem a resultados idénticos. Neste curso, estaremos interessados apenas
nos experimentos aleatérios.

1.2.2 Espaco amostral

O espago amostral de um experimento aleatério é o conjunto de todos os resultados possiveis desse
experimento. Vamos denotar tal conjunto pela letra grega 6mega maitiscula, 2. Quando o espaco
amostral é finito ou infinito enumeravel, é chamado espaco amostral discreto. Caso contrario, isto
é, quando {2 é nao enumeravel, vamos chamé-lo de espaco amostral continuo.

1.2.3 Eventos aleatorios

Os subconjuntos de €2 sao chamados eventos aleatdrios; ja os elementos de €2 sao chamados eventos
elementares. A classe dos eventos aleatérios de um espago amostral €2, que denotaremos por F (€2) ,
¢ o conjunto de todos os eventos (isto é, de todos os subconjuntos) do espago amostral. A titulo de
ilustragao, consideremos um espago amostral com trés elementos: Q = {w,ws, w3} . A classe dos
eventos aleatoérios é

‘/,T(Q) = {@7 {wl} ) {wQ} ) {wQ} ) {wlv w2} ) {wth} ) {wQJ W3} ) {w17w27(“)3}}

Os eventos, sendo conjuntos, serao representados por letras maiusculas do nosso alfabeto, en-
quanto os elementos de um evento serao representados por letras mimisculas.
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1.3 Exemplos

Exemplo 1.1 O langamento de uma moeda é um experimento aleatdrio, uma vez que, em cada
langamento, mantidas as mesmas condi¢ées, nao podemos prever qual das duas faces (cara ou coroa)
caird para cima. Por outro lado, se colocarmos uma panela com dgua para ferver e anotarmos a
temperatura de ebulicao da dgua, o resultado serd sempre 100°C. Logo, este é um experimento
determinidstico.

Exemplo 1.2 Consideremos o experimento aleatorio “lancamento de um dado”. O espago amostral
¢Q={1,2,3,4,5,6}, sendo, portanto, um espago discreto. Os eventos elementares sio {1}, {2},

{3}, {4}, {5}, {6}. Outros eventos sao: “face par”= {2,4,6}, “face impar” = {1,3,5}, “face

tmpar menor que 57 = {1,3}, etc.

Exemplo 1.3 Consideremos o langamento simultdneo de duas moedas. Vamos representar por K
a ocorréncia de cara e por C' a ocorréncia de coroa. Um espago amostral para esse experimento
¢ Q ={KK KC,CK,CC}, que também é um espaco discreto. Os eventos simples sao { KK},
{KC}, {CK}, {CC} e um outro evento é “cara no primeiro langamento” = {KC, KK} . Para
esse mesmo experimento, se estamos interessados apenas no numero de caras, o espa¢o amostral
pode ser definido como 2 = {0,1,2}.

Exemplo 1.4 Seja o experimento que consiste em medir, em decibéis, diariamente, durante um
més, o nivel de ruido na vizinhanca da obra de constru¢do do metré em Ipanema. O espago amostral
associado a este experimento é formado pelos nimeros reais positivos, sendo, portanto, um espago
amostral continuo. Um evento: observar niveis superiores a 80 decibéis, representado pelo intervalo
(80,00), que corresponde a situagoes de muito barulho.

Exemplo 1.5 Uma urna contém 4 bolas, das quais 2 sdo brancas (numeradas de 1 a 2) e 2 sdo
pretas (numeradas de 3 a 4). Duas bolas sdo retiradas dessa urna, sem reposi¢do. Defina um
espago amostral apropriado para esse experimento e os sequintes eventos:

A :  a primeira bola é branca;
B :  a segunda bola é branca;
C :  ambas as bolas sao brancas.

Solucao:
Considerando a numeragao das bolas, o espaco amostral pode ser definido como:

Q={(ij):i=1,234j=1,234:i#j}
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Mais especificamente:

Q:{ (1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3).(2,4), }
(3,1),(3,2),(3,4),(41),(4,2),(4,3)

Os eventos sao:
A={(i,))i=1,2,;) = 1,2,3,4i # j}

ou mais especificamente
A= {(17 2) ) (1’ 3) ) (174) ) (2> 1) , (2, 3) ) (274)}
B={(i,j):i=1,234]=12i#j}

B = {(27 1), (3, 1) (4, 1) ) (1’ 2), (3>2) (4, 2)}
C={(ij) i=12j=12i+}

ou

C=A{(1,2),21}

Exemplo 1.6 Trés cartas sao retiradas, sem reposi¢ao, de um baralho que tem trés cartas de cada
uma das cores azul, vermelha, preta e branca. Dé um espaco amostral para esse experimento e liste
08 eventos:

A todas as cartas selecionadas sao vermelhas.

B uma carta vermelha, uma carta azul e uma carta preta sao selecionadas.
C : trés diferentes cores ocorrem.

D todas as 4 cores ocorrem.

Solugao:
Vamos denotar por A, V, P e B as cores azul, vermelha, preta e branca, respectivamente. Entao

S ={(z1,m9,23) : x; = A, V,P,B; i =1,2,3}
A={(V.V.V)}
B={(V,A,P),(V.P,A),(AV,P) (A, PV), (PAV),(PV A}
C =A{(zx1,29,23) : x; = A, V,P,B; i = 1,2,3; 11 # x9 # 13}

Ou

(V,A,P),(V,P,A), (A V,P), (A, P,V),(P,A V), (P, V,A),
(‘/:P7B)7(‘/’B7P)7<P7V7B)7(P7B7V)7(B’MP)7(B7P7V)7
(‘/7A7B>’(‘/’B7A)’(A7B7V)7(A7‘/;B)7(B7A’V)7(B7‘/7A)7
(P,A,B),(P,B,A),(A,P,B),(A B,P),(B,A,P),(B,PA)

Como temos 4 cores diferentes e apenas 3 extracoes, nao é possivel obter todas as cores; logo,

C:

D=g
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1.4 Operacoes com eventos aleatdrios

1.4.1 Intersecao

O evento intersecao de dois eventos A e B é o evento que equivale & ocorréncia simultdnea de A e
B (ver Figura 1.1). Seguindo a notagao da teoria de conjuntos, a interse¢ao de dois eventos serd
representada por AN B.

Figura 1.1: Intersegao de dois eventos: AN B

Note que
reANB & z2z€A e z€eB (1.1)

Exemplo 1.7 Consideremos o experimento “lancamento de dois dados” e os eventos A = “soma
das faces é um nimero par” e B = “soma das faces é um nimero maior que 9”. Calcule AN B.
Solucao:
O espaco amostral desse experimento, que tem 36 elementos, é

Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(2,6),...,(6,6)}

Para que um elemento pertenca a intersecao A N B, ele tem que pertencer simultaneamente ao
evento A e ao evento B. O evento B ¢

B ={(4,6),(5,5),(56),(6,4),(6,5),(6,6)}

Dos seus elementos, os inicos que pertencem ao evento A, isto é, que tém soma das faces par, sdo
os eventos (4,6),(5,5),(6,4) e (6,6). Logo, AN B = {(4,6),(5,5),(6,4),(6,6)}. Note que ndo

precisamos listar o evento Al Ele tem 18 elementos!
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1.4.2 Exclusao

Dois eventos A e B sao mutuamente exclusivos quando eles nao podem ocorrer simultaneamente,
isto é, quando a ocorréncia de um impossibilita a ocorréncia do outro. Isto significa dizer que os
eventos A e B nao tém elementos em comum. Entao, dois eventos A e B sao mutuamente exclusivos
quando sua interse¢ao é o conjunto vazio, isto ¢, AN B = @ (ver Figura 1.2).

Figura 1.2: Eventos mutuamente exclusivos: AN B = &

Exemplo 1.8 Consideremos novamente o experimento “lancamento de dois dados” e sejam os
eventos A = “soma das faces é impar” e B = “duas faces iguais”. Entdao, A e B sao mutuamente

exclusivos porque a soma de dois nimeros iguais é sempre um niumero par!

1.4.3 Uniao

A unido de dois eventos A e B é o evento que corresponde & ocorréncia de pelo menos um deles.
Note que isso significa que pode ocorrer apenas A, ou apenas B ou A e B simultaneamente. Esse
evento serd representado por AU B (ver Figura 1.3).
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Figura 1.3: Uniao de dois eventos: AU B

Note que
reAUB & z€A ou z€eB (1.2)

Exemplo 1.9 Consideremos o experimento do langamento de duas moedas, onde o espaco amostral
¢Q={KK,KC,CK,CC}. Sejam os eventos A = “ocorréncia de exatamente 1 cara” e B = “duas
faces iguais”. Entao A={KC,CK} e B={CC,KK}; logo, AUB=Q e ANB =@. Seja C o
evento “pelo menos uma cara”; entio C = {KC,CK, KK} e BUC =Q e BNC # @.

1.4.4 Complementar

O complementar de um evento A, denotado por A ou A°, é a negacao de A. Entdo, o complementar
de A é formado pelos elementos que ndo pertencem a A (ver Figura 1.4).

Figura 1.4: Complementar de um evento A : A
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Note que B
reAd & x¢A (1.3)
e também que _
AUA=Q (1.4)
Exemplo 1.10 Consideremos o langcamento de um dado e seja A = “face par”. Entdo, A é o

evento “face impar”. Note que A ={2,4,6} e A={1,3,5} e Q= AUA.

1.4.5 Diferenca

A diferenca entre dois eventos A e B, representada por A — B, ou equivalentemente, por AN B,
é o evento formado pelos pontos do espago amostral que pertencem a A mas nao pertencem a B
(ver Figura 1.5).

Figura 1.5: Diferenca de dois conjuntos: A — B=ANDB
Note que
r€A—-B & €A e x¢B (1.5)

e também
A=(A-B)U(ANB) (1.6)

Além disso, A — B # B — A, conforme ilustrado na Figura 1.6.
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Figura 1.6: Diferenca de dois conjuntos: B —A=BNA

Exemplo 1.11 Consideremos novamente o lancamento de dois dados e os eventos A = “soma das
faces é par” e B = “soma das faces é maior que 9”. Vamos considerar as duas diferencas, A — B
e B— A. Temos que

A:{ (1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5), }
(4,2),(4,4),(4,6),(5.1).(53),(5,5),(6,2) , (6,4), (6,6)

B ={(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5), (6,6)}
Logo,

1.4.6 Particao de um espaco amostral

Uma colecao de eventos Ay, As, ... A, forma uma particao do espago amostral €2 se

1. os eventos A; sao disjuntos dois a dois, isto ¢, se A, N A; = & Vi # j;

n
2. a uniao dos eventos A; é o espago amostral 2, isto é, |J A; = Q.
i=1

Na Figura 1.7 ilustra-se esse conceito.
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Figura 1.7: Particao do espago amostral €2

Exemplo 1.12 No experimento “lancamento de um dado”, os eventos A = “face par” e B =
“face impar” formam uma particio do espago amostral. Temos também que, qualquer que seja €2,
um evento A qualquer e seu complementar A formam uma partigao, isto é, ANA = e AUA = ().

1.4.7 Propriedades das operacoes

Sejam A, B, C' eventos de um espaco amostral (). Entao valem as seguintes propriedades.

1. Identidade

Ang = @
Aug = A
ANQ = A
AUQ Q (1.7)

(Note que 2 é o equivalente do conjunto universal da teoria de conjuntos.)

2. Complementar

N

C D

SIS RN o]
Il

2 QD Q

(1.8)
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3. Idempotente
ANA = A
AUA = A (1.9)
4. Comutativa
ANB = BNA
AUB = BUA (1.10)
5. Associativa,
(ANB)NC = AN(BNCQC)
(AuUB)UC = AU(BUCQ) (1.11)
6. Distributiva
AN(BUC) = (ANB)U(ANCO)
AUu(BNnC) = (AUB)N(AUC) (1.12)

A ilustracao da primeira propriedade estd na Figura 1.8. Na linha superior, ilustramos o
lado esquerdo da igualdade A N (BUC) : no diagrama a esquerda temos o evento A e no
diagrama do centro temos o evento B U C'. Para sombrear a intersecao desses dois eventos,
basta sombrear as partes que estao sombreadas em ambos os diagramas, o que resulta no
diagrama a direita, onde temos o evento A N (B U C'). Na linha inferior, ilustramos o lado
direito da igualdade (AN B) U (ANC) : no diagrama & esquerda temos o evento AN B e
no diagrama do centro, o evento A N C. Para sombrear a uniao desses dois eventos, basta
sombrear todas as partes que estao sombreadas em algum dos diagramas, o que resulta no
diagrama a direita, onde temos o evento (A N B)U(A N C) . Analisando os diagramas a direita
nas duas linhas da figura, vemos que AN (BUC) =(ANB)U(ANC).

A ilustracao da segunda propriedade estd na Figura 1.9. Na linha superior, ilustramos o lado
esquerdo da igualdade AU (B N C) : no diagrama a esquerda temos o evento A e no diagrama
do centro temos o evento B N C. Para sombrear a uniao desses dois eventos, basta sombrear
todas as partes que estao sombreadas em algum dos diagramas, o que resulta no diagrama
a direita, onde temos o evento AU (BN C). Na linha inferior, ilustramos o lado direito da
igualdade (AU B) N (AU C) : no diagrama a esquerda temos o evento A U B e no diagrama
do centro, o evento A U C'. Para sombrear a intersecao desses dois eventos, basta sombrear
todas as partes que estao sombreadas em ambos os diagramas e isso resulta no diagrama a
direita, onde temos o evento (AU B) N (AU C). Analisando os diagramas a direita nas duas
linhas da figura, vemos que AU (BNC)=(AUB)N(AUC).

7. Absorgao

AU(ANB) ; A (1.13)
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UAnc)

opriedade distributiva AN (BUC) = (AN B)

1.8: Tlustracao da pr

A
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&

o
(A

N(AUC)

opriedade distributiva AU (BN C) = (AU B)

1.9: Tlustracao da pr

Figura
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8. Leis de De Morgan

ANB = AUB

AUB = ANB (1.14)
Na primeira linha da Figura 1.10 ilustra-se a primeira propriedade ANB = AU B : no
diagrama a esquerda temos AN B; nos dois diagramas centrais, temos, respectivamente, A

e B; no diagrama a direita, temos AU B, que é igual ao diagrama a esquerda, ou seja,
ANB=AUB.

Na segunda linha da Figura 1.10 ilustra-se a segunda propriedade AUB = AN B : 1no
diagrama a esquerda temos AU B; nos dois diagramas centrais, temos, respectivamente, A
e B; no diagrama a direita, temos A N B, que é igual ao diagrama & esquerda, ou seja,

AUB=ANB.

Figura 1.10: Ilustragao das propriedades de De Morgan

1.5 Exemplos

Exemplo 1.13 Sejam A, B,C trés eventos de um espaco amostral. FExprima os eventos abairo
usando as operagoes uniao, intersecao e complementacao:

1. somente A ocorre;

2. A, B e C ocorrem;

3. pelo menos wm ocorre;

4. exatamente dois ocorrem.
Solugao:

1. O evento “Somente A ocorre” significa que A ocorreu e B nao ocorreu e C' nao ocorreu; em
linguagem de conjunto:
Somente A ocorre=ANBNC
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2. O evento “A,B e C ocorrem” significa que os trés eventos ocorreram; em linguagem de

conjunto,
A, B eC ocorrem=ANBNC

3. O evento “pelo menos um ocorre” significa que pode ter ocorrido apenas um, ou dois ou trés;
essa é a propria definicao de unido, ou seja, em linguagem de conjunto, temos que

pelo menos um ocorre = AU BUC
4. Os dois que ocorrem podem ser A e B ou A e C ou B e C. Ocorrendo dois desses, o terceiro
nao pode ocorrer. Logo, em linguagem de conjunto temos que:

exatamente dois ocorrem = (A NBN 6) U (A NBN C’) U (Z NBN C’)

Exemplo 1.14 Considere o lancamento de dois dados e defina os sequintes eventos:
A = soma par
B = soma >9
C = mdximo das faces é 6

Calcule ANB, AUB, A— B, B—A, BNC, B-C.
Solugao:

(4,2),(4,4) . (5.1),(5,3), (6,2)
B—A=1{(3,6),(4,5),(54),(56),(6,3), (6,5}
BNC={(3,6),(4,6),(56),(6.3),(6,4),(6,5), (6,6)}
B—C={(4,5),(54),(5,5)

Note que, de acordo com as propriedades jd vistas,
(BNC)u(B-C) = (BNC)U(BNQO) =
(BNC)UBIN[(BNC)UC] =
= Bn[(CuB)n(CuC)]=Bn|(C
BN(CUB)=(BNC)U(BNB)
= (BNC)uB=28
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1.6 Exercicios Complementares

1.1 Lancam-se trés moedas. Enumerar o espaco amostral e os eventos A = “faces igquais”; B =
“cara na primeira moeda”; C = “coroa na sequnda e terceira moedas”.

1.2 Considere os diagramas na Figura 1.11 .

1. No diagrama (1), assinale a drea correspondente a A — B
2. No diagrama (2), assinale a drea correspondente a AN B
3. No diagrama (3), assinale a drea correspondente a (AU C)N B

4. No diagrama (4), assinale a drea correspondente a (AU B)NC

04 [0 RI@

(4)

(L) (2

Figura 1.11: Exercicio 1.2

1.3 Na Figura 1.12, obtenha a expressao matemdtica para os eventos definidos por cada uma
das dreas numeradas.

aa

Figura 1.12: Exercicio 1.3



CAPITULO 1. PROBABILIDADE - CONCEITOS BASICOS 16

1.4 Defina um espaco amostral para cada um dos sequintes experimentos aleatdrios:

1. Em uma pesquisa de mercado, conta-se o nimero de clientes do sexo masculino que entram
em um supermercado no hordrio de 8§ as 12 horas.

2. Em um estudo de viabilidade de abertura de uma creche propria de uma grande empresa,
fez-se um levantamento, por funciondrio, do sexo dos filhos com menos de 5 anos de idade.
O numero mdzimo de filhos por funciondrio é 4 e a informagdao relevante é o sexo dos filhos
de cada funciondrio.

3. Em um teste de controle de qualidade da producao, mede-se a duracao de ldmpadas, deixando-
as acesas até que quermem.

4. Um fichario com 10 nomes contém 3 nomes de mulheres. Seleciona-se ficha apds ficha até o
ultimo nome de mulher ser selecionado e anota-se o nimero de fichas selecionadas.

5. Lancga-se uma moeda até aparecer cara pela primeira vez e anota-se o numero de lancamentos.

6. Em uma urna hd 5 bolas identificadas pelas letras {A, B,C, D, E} . Sorteiam-se duas bolas,
uma apds a outra com Teposi¢do, e anota-se a configuracdo formada.

7. Mesmo enunciado anterior, mas as duas boas sao selecionados simultaneamente.

1.5 Sejam A, B,C trés eventos de um espago amostral. Ezxprimir os eventos abairo usando as
operacoes uniao, intersecao e complementacao:

1. exatamente um ocorre;
2. nenhum ocorre;
3. pelo menos dois ocorrem;

4. mo mdximo dois ocorrem.



Capitulo 2

Probabilidade - Definicao Classica

2.1 Definicao classica de probabilidade

No capitulo anterior, vimos que o espaco amostral para o experimento aleatério do lancamento de
um dado é Q = {1,2,3,4,5,6}. Vimos também que ¢é usual supor que o dado seja equilibrado, o
que equivale dizer que todos os resultados sao igualmente provaveis. Entao, se jogarmos o dado
varias vezes, aproximadamente um sexto das ocorréncias resultard na face 3, bem como metade das
repeticoes resultard em um nimero par. Estamos analisando a chance de ocorréncia dos eventos
A = “face 37 e B = “face par”. O evento A é um evento elementar, enquanto o evento B é um sub-
conjunto com 3 elementos, o que representaremos por #A = 1 e #B = 3. Essa é uma terminologia
usual para representar o nimero de elementos de um conjunto, que lemos como “cardinalidade de
A ou B”. E intuitivo dizer que A ocorrers % das vezes, enquanto B ocorrera % = % das vezes.
Define-se, assim, a probabilidade de um evento A como a razao entre o mimero de elementos de A
e o nimero de elementos de 2. Vamos nos referir aos elementos de A — o evento de interesse —
como sendo os “casos favordveis”, enquanto os elementos de €2 sao os “casos possiveis”, o que nos

leva & seguinte definicao.

Definicao 2.1 Definicao classica de probabilidade
Seja A um evento de um espag¢o amostral ) finito, cujos elementos sao igualmente provdveis.
Define-se a probabilidade do evento A como

numero de casos favordveis — #A

Pr(A) = (2.1)

nimero de casos possivers #Q

Naturalmente, nesta definicao estamos supondo que #€2 > 0, ou seja, que ) tenha algum
elemento pois, se nao tivesse, nao teriamos o que estudar! Esta foi a primeira defini¢ao formal de
probabilidade, tendo sido explicitada por Girolamo Cardano (1501-1576). Vamos nos referir a ela
como a defini¢do cldssica de probabilidade. Note que ela se baseia em duas hipéteses:

1. H4 um niimero finito de eventos elementares, isto é, {2 ¢ um conjunto finito.
2. Os eventos elementares sao igualmente provéveis.

Embora essas hipoteses restrinjam o campo de aplicagao da defini¢do, veremos que ela é muito
importante e virios exercicios serao resolvidos baseados nela.

17
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2.1.1 Propriedades da definicao classica de probabilidade
A definigao classica de probabiliade satisfaz as seguintes propriedades bésicas:
1. Pr(A) > 0 para todo evento A C Q

Demonstracao:

Como #A > 0e #Q >0, Pr(A) é a razao de dois niimeros ndo negativos, entao, Pr(A4) > 0.

2. Pr(Q) =1.
Demonstracao:
Q
Por definigao, Pr(Q2) = % =1

3. Se A e B sao eventos mutuamente exclusivos, entdo Pr(AU B) = Pr(A) 4+ Pr(B).
Demonstracao:
Se A e B sao mutuamente exclusivos, resulta que A N B = &. Neste caso, #(AUB) =
#A+ #B (veja a Figura 2.1). Logo,

#AUB) _ #A+#B _#A #B _

Pr(AUB) = 70 70 —#0 T

Pr(A) + Pr(B)

A B

Figura 2.1: Cardinalidade da uniao de eventos mutuamente exclusivos

4. Pr(@)=0
Demonstracao:
%]
Como #@ = 0, resulta que Pr(@) = % = % =0

Essa propriedade pode ser obtida também utilizando-se apenas as 3 primeiras. Para isso,
note que podemos escrever
Q=QUo



CAPITULO 2. PROBABILIDADE - DEFINICAO CLASSICA

Como () e @ sao mutuamente exclusivos, podemos aplicar a Propriedade 3 para obter
Pr(Q) = Pr(QuU @) = Pr(Q) + Pr(2)

Mas

Pr(Q) = Pr(Q) + Pr(@) = Pr(@) = Pr(Q) — Pr(2) =0
. Pr(4) =1 - Pr(4)
Demonstracao:

Vimos no capitulo anterior que B
Q=AUA

Como A e A sao mutuamente exclusivos, podemos aplicar a Propriedade 3 para obter que
Pr(Q) = Pr(A) + Pr(A)
Mas, pela Propriedade 2, Pr(€2) = 1. Logo,
1 =Pr(A) + Pr(A) = Pr(4) = 1 — Pr(4)
. Pr(A— B) =Pr(A) —Pr(ANB)

Demonstracao:

Veja a Figura 2.2 para visualizar melhor esse resultado.

Figura 2.2: Diferenca de dois eventos A — B

Temos que
A=(A-B)U(ANB)
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O primeiro termo é a parte sombreada mais escura e o segundo termo é a parte sombreada
mais clara. Podemos ver que essas duas partes nao tém intersecao. Logo, pela Propriedade
3, podemos escrever:

Pr(A) =Pr(A— B)+Pr(AnB) = Pr(A— B) =Pr(A) — Pr(AN B)

Volte a Figura 2.2 para ver que o evento B — A corresponde & parte nao sombreada da figura
e que
Pr(B—A)=Pr(B)—Pr(ANDB)

7. Para dois eventos A e B quaisquer, Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B)
Demonstracao:

Note que esse resultado generaliza a Propriedade 3 para dois eventos quaisquer, ou seja, nao
estamos exigindo que A e B sejam mutuamente exclusivos. Veja a Figura 2.3.

Figura 2.3: Uniao de dois eventos quaisquer

Toda a parte sombreada representa a uniao dos dois eventos, que pode ser decomposta nas
duas partes com diferentes sobreamentos. A parte mais escura é A — B e a parte mais clara
¢ B, ou seja:

AUB=(A-B)UB

Como essas duas partes nao tém interesecao, pela Propriedade 3, podemos escrever
Pr(AU B) = Pr(A — B) + Pr(B)

Mas na Propriedade 6, vimos que Pr(A — B) = Pr(A) — Pr(A N B). Substituindo, obtemos
que
Pr(AUB) =Pr(A— B)+Pr(B) = Pr(A) — Pr(AN B) + Pr(B)
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8. Se A C B entao Pr(A) < Pr(B).
Demonstracao:

Veja a Figura 2.4. Se A C B entao AN B = A - essa € a parte sombreada da figura. Nesse
caso, usando a Propriedade 6, temos que

Pr(B — A) = Pr(B) — Pr(AN B) = Pr(B) — Pr(4)
mas, pela Propriedade 1, a probabilidade de qualquer evento é nao negativa. Logo,

Pr(B) — Pr(A) > 0 = Pr(A) < Pr(B)

)

Figura 2.4: Ilustracao da propriedade 8: A C B

9. Pr(A) <1 para qualquer evento A C €.
Demonstracao:

Usando as Propriedades 9 e 2, temos que

ACQ=Pr(A)<Pr(Q)=1=Pr(4) <1
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2.1.2 Resumo das propriedades

Vamos apresentar os resultados vistos anteriormente para facilitar o seu estudo.

Propriedades da probabilidade

Pr(A— B) =Pr(A) — Pr(AN B)
Pr(B— A) =Pr(B) — Pr(AN B)

Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(An B)
AC B=Pr(A) <Pr(B)

2.1.3 Exemplos

Exemplo 2.1 No lancamento de um dado, qual é a probabilidade de se obter face maior que 4?
Solugao:

2 1
Sabemos que #8 = 6 e também que o evento de interesse é A = {5,6). Logo, Pr(A) = 6= 3

Exemplo 2.2 Considere um baralho usual composto de 52 cartas divididas em 4 naipes: ouros,
copas, paus e espadas, cada naipe com 13 cartas. As cartas dos 2 primeiros naipes sao vermelhas
e as dos dois ultimos naipes, pretas. Em cada naipe, as cartas podem ser As, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
10, Valete, Dama e Rei. Essas trés ultimas sao figuras que representam a realeza. Retirando-se ao
acaso uma carta desse baralho, qual é a probabilidade de que seja uma figura? Uma carta preta?

Solucao:

Como hd 52 cartas ao todo, #£2 = 52. Vamos denotar por F' o evento “carta retirada é uma
figura” e por P o evento “carta retirada é preta”. Em cada um dos 4 naipes hd trés figuras. Logo,
o nimero total de figuras é 4 X 3, ou seja, #F = 12. Logo, a probabilidade de retirarmos uma figura

12 3
¢ Pr(F) = == 13 Metade das cartas é de cor preta; logo, a probabilidade de que a carta seja
26 1

preta é Pr(P) = =5
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Exemplo 2.3 Um nimero é escolhido entre os 20 primeiros inteiros, 1 a 20. Qual é a probabilidade
de que o nimero escolhido seja (i) par? (ii) primo? (iii) quadrado perfeito?

Solugao:

Vamos denotar por P o evento “nimero par”, por R o evento “nimero primo” e por Q) o evento
“quadrado perfeito”. FEntao, A = {2,4,6,8,10,12,14,16,18,20}; P = {1,3,5,7,11,13,17,19};

1 1 2 4 1
Q = {1,4.9,16}. Logo, Pr(P) = = S P = — -

5~z D) =55 = 5 20 5

Exemplo 2.4 Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e 8 bolas verdes. Uma bola é
escolhida ao acaso desta urna. Qual é a probabilidade de que (i) a bola ndo seja verde? (ii) a bola
seja branca? (iii) a bola nao seja nem branca nem verde?

Solugao:

Temos um total de 6+ 2+ 8 = 16 bolas. Logo, #£2 = 16. Vamos denotar por P, B,V o0s eventos
bola preta, branca e verde, respectivamente.

(i) Queremos a probabilidade de V', ou seja, do complementar de V. Vimos que Pr(V) =

8 8 1
1—Pr(V)=1— > =22 =
NON 3
i) Pr(B) = = — 2 _ 2,
(i) Pr(B) 4016 8

Qm) _Se a bola nao é branca nem wverde, ela tem que ser preta. Note que estamos pedindo
Pr(BNYV). Pela lei de De Morgan e pelas Propriedades 3 e 4, temos que

Pr(BNV) = Pr(BUV)=1-Pr(BUV)

:1_meHWWﬂ—%_%:%
— % = Pr(P)

Exemplo 2.5 Consideremos novamente o langcamento de dois dados. Vamos definir os sequintes

eventos: A = “soma das faces par’, B = “soma das faces maior que 97, C' = “soma das faces
impar menor que 9”. Vamos calcular a probabilidade de tais eventos.
Solucao:

A wisualizagdo do espaco amostral desse experimento pode ser vista ma tabela a sequir, onde,
para cada par possivel de resultados, apresentamos também a soma das faces:

Dado 2
1 2 3 7 5 6

11 1,1)—2(1,2)—3|1,3)—4]| (1,4 —5 | (1,5) =6 | (1,6) =7

2 21) =3 22 —4|23) =5| 24 =6 | (25 =7 | 26 —8
Dado | 3| 3,1) — 4| 3,2) —=5]|(3,3) =6 (3,4) =7 | (3,5) =8 | 3,6) —9
1 14|41 —5|42—6|43) —>T7|44)—8 |45 —9 | (46) —10
5((,1)—=6]| (2 —>T7|0,3) —8]|»,4)—9 | (55 —10]| (5,6) — 11

6| ®,1)—7|(6,2)—8]| (6,3) —9]| (6,4 — 10| (6,5) — 11 | (6,6) — 12
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Podemos ver que :

( (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), )
(2,1),(2,2),(2.3),(2,4),(2,5),(2,6),
(371)7 372 ’(373 7(3’4)7 375 7(376)7
= <4,1>,§4,2§,<4,3§,<4,4>,§4,5§,<4,6>, (= =36 (2:2)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5), (5,6)
\ (6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) )
(1,1),(1,3),(1,5),(2,2), (2,4), (2,6),
A= (3,1),(3,3),(3,5),(4,2),(4,4), (4,6), = #A=18
(5,1),(5,3),(5,5),(6,2),(6,4),(6,6)
B =1{(4,6),(5,5),(56),(6,4),(6,5),(6,6)} = #B =6
(1,2),(1,4),(1,6),(2,1),(2.3),(2,5),
C:{ (3.2),(3.4),(4.1),(4,3).(5.2),(6,1), };‘#C:”
Logo,
Pr(A)z%z% Pr(B)zS%:é Pr(C):%:%

Exemplo 2.6 Em uma urna hd 4 bolas brancas e 3 bolas verdes. Duas bolas sao retiradas dessa
urna, seqiencialmente e sem reposicdo. Qual é a probabilidade de obtermos (i) 2 bolas brancas?
(11) 2 bolas verdes? (iii) 2 bolas de cores diferentes?

Solucao:

Vamos indicar por By, By, Bs e By as quatro bolas brancas e por Vi, Vo e V3 as trés bolas verdes.
O espagco amostral para este experimento é

Q:{(Cl702)7 01702:B17827B37B47‘/17‘/27%; C’1 #02}

A primeira bola pode ser qualquer uma; logo, ha 7 bolas possiveis. Como a extragdo é sem reposi¢ao,
para a sequnda bola s6 ha 6 possibilidades. Assim, o nimero total de pares é 7 x 6 = 42.
(i) O evento A = “2 bolas brancas” é

A: B1327BIB37BlB47BQBIJB2B37BQB47
B3B17 B3B27 B3B47 B4B17 B4B27 B4B3

122
Logo, Pr(A) = yoimk,

(ii) O evento B = “2 bolas verdes” é
B = {ViVa, ViV3, VoV3, Vo Vs, V3Vy, V3 Va }

6 1

Logo, Pr(B) = B
(i1i) O evento C = “bolas de cores diferentes” é o complementar do evento D = “bolas de
cores iguais”. Por sua vez, D = AU B e como A e B sao mutuamente exclusivos, Pr(D) =

2 1 4
Pr(A) 4+ Pr(B) = = + - = % Logo, Pr(C)=1—-Pr(D)=1— % =
Note o trabalho que dd listar todos os elementos de um evento!
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Exemplo 2.7 E interessante notar o sequinte fato sobre a extra¢io das bolas: em vez de fazermos
extracoes seqiienciais, podemos retirar 2 bolas simultaneamente. Em ambos os casos, as extracoes
sao sem reposicdo, ou seja, a mesma bola nao pode sair duas vezes. O que muda, entao? Nas
extragoes simultdneas, nao podemos diferenciar a ordem das bolas; por exemplo, os pares V1Va e
VoVi sao os mesmos. Dessa forma, a cardinalidade do espaco amostral fica reduzida por 2, que € 2!,
numero de maneiras de organizar as 2 bolas. Se fossem & bolas, ficaria reduzido por 3! = 6. Para
ajudar na compreensao dessa diferenca, vamos listar o espaco amostral nos dois casos, bem como
0s eventos que estudamos.

FEvento

Extracoes seqiienciais

Evento | Extragoes simultdneas

2 bolas
brancas

BBy, B, B3, B, By,
By By, ByBs, By By,
B3 By, B3 By, B3 By,
ByB,, BBy, B,Bs,

2 bolas BlBQ,BlBg,BlB4,
brancas | BaBs, By By,
B3B47

2 bolas
verdes

‘/1‘/27 Vl‘/}n
‘/2‘/17‘/2‘[37
V3Vi, Vs,

2 bolas | V1Vo,V V3,
verdes | VoV3,

Branca
e verde

Bi\V1, B, Va, B, V3,
ByVi, ByVa, ByVs,
BsVi, B3Va, B3V,
B4Vi, B4V, B4V,

Uma By, B Vs, B, V3,
branca | BaVi, BoVa, ByVs,
e uma | B3Vy, B3Va, B3Vs,
verde By, BV, B, Vs

Verde
e
branca

‘/1317 VlB27 V1337 V1B47
VaB1, V4B, VB3, Vo By,
%Blv V3B27 V3B37 V3B4

Note que as probabilidades sao as mesmas em ambos 0s casos:

Extragoes seqiienciais

Pr(2 verdes) Pr(2 brancas) Pr(cores diferentes)
g P — Pz —

277 27 277
5es si A 3 1 6 _ 2 12 _ 4
FEzxtracoes simultineas 2] — 7 2] — 7 9] — 7

Exemplo 2.8 Prove que:

Pr[(ANB)U (AN B)| =Pr(A) + Pr(B) —2Pr(AN B)

Os dois termos da esquerda dao, respectivamente, as probabilidades dos eventos “apenas A ocorre”
e “apenas B ocorre”. Logo, a afirmacgao trata da probabilidade de que exatamente um dos eventos

A ou B ocorre.
Solugao:

Pela Propriedade 6, temos que

Pr(AﬂE) =
Pr(AnB) =

Pr(A) —Pr(ANB
Pr(B) —Pr(ANB)

~—
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Somando essas igualdades termo a termo, obtém-se que:
Pr(ANB) +Pr(AnB) =Pr(A) — Pr(AN B) 4+ Pr(B) — Pr (AN B)

Como ANB e AN B sdo mutuamente exclusivos, a soma de suas probabilidades é a probabilidade
da sua uniao, ou seja,

Pr(ANB)+Pr(AnB)=Pr[(ANB)U (AN B)]

Logo,
Pr[(ANB)U(ANB)| =Pr(A) +Pr(B) —2Pr (AN B)
Note que, pela definicao cldssica de probabilidade, isso significa que
#[(AnB)U(AnB)] #A  #B _, #(ANB)
#0Q COH#HO O #Q #Q

e, portanto,

#[(ANB)U(ANB)] =#A+#B—-2x #(ANB)

Exemplo 2.9 Em uma prova cairam dois problemas. Sabe-se que 132 alunos acertaram o primeiro,
86 erraram o sequndo, 120 acertaram os dois e 54 acertaram apenas um.

1. Quantos alunos nao acertaram qualquer problema?

2. Quantos alunos acertaram apenas o sequndo problema?

Solugao:
Vamos denotar por P, e Py 0s eventos “acertar problema 17 e “acertar problema 27 respecti-
vamente. Os dados do problema nos dao que:

#PNPk) = 120 (acertar os 2)

#P, = 132 (acertar o primeiro)
#Py, = 86 (errar o sequndo)
# [(Pl N ?2) U (PN Pg)] = 54 (acertar apenas um)

Usando o resultado do exemplo anterior, tem-se que

# [ (P mE) U (PN P)] = #Pl1+#P2—2#(P1NP2) =
54 = 1324+ #P2—-2x120 =
#P2 = 162

Logo, o nimero total de alunos é

#0 = #(P2UP2) = #P2 + #P2 = 162 + 86 = 248
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1. Pela let de De Morgan, tem-se que

Pr(PiNPy) = Pr(PUPR) =1-Pr(PLUP) =
= 1—[PI‘(Pl)+PI‘<P2)—PI'<P1QP2)]:
132 162 | 120

518 248 248
74 37

248 124

2. Pela Propriedade 6, tem-se que:

162 —-120 42 21

PI‘(PQQ?l):PI'(PQ)—PI'(PlﬁP2>: 248 —%:m

74

Figura 2.5: Espaco amostral do exemplo sobre acerto de 2 questoes

2.1.4 Exercicios

2.1 Em um arquivo hd 4 balancetes de orcamento e 8 balancetes de custos. Em uma auditoria,
o auditor seleciona aleatoriamente um destes balancetes. Qual é a probabilidade de que seja um
balancete de custos? E de orcamento?

2.2 Considere a situacao anterior, s6 que agora o auditor retira seqiiencialmente 2 balancetes sem
reposicao. Qual é a probabilidade de serem sorteados (i) 2 balancetes de custos? (ii) 2 balancetes
de or¢amento? (iii) 2 balancetes de tipos diferentes?
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2.2 Revisao de analise combinatoria

A definicao cldssica de probabilidade exige que saibamos contar o mimero de elementos de um
conjunto. Nos exemplos anteriores, embora trabalhoso, era possivel listar todos os elementos do
espago amostral, mas nem sempre esse ¢ o caso. Muitas vezes serd necessario obter o nimero de
elementos sem enumeré-los. A andlise combinatéria consiste em um conjunto de regras de contagem,
das quais veremos as principais.

2.2.1 Principio fundamental da adicao

Na apresentacao da Propriedade 3, vimos que para dois eventos A e B mutuamente exclusivos, a
cardinalidade da uniao deles era a soma das respectivas cardinalidades. No caso de mais de dois
eventos, é possivel generalizar esse resultado, desde que os eventos sejam dois a dois disjuntos ou
mutuamente exclusivos.

Proposicao 2.1 Principio Fundamental da Adi¢cao
Sejam Ay, A, ..., Ay conjuntos tais que A,NA; = @ Vi # j e #A; =n,. (Veja a Figura 2.6.)
Nesse caso, temos que

=

#FUA= (#A) =+ +mn

=1 =1

Figura 2.6: Cardinalidade da uniao de eventos mutuamente exclusivos dois a dois
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2.2.2 Principio fundamental da multiplicacao

Para ilustrar o segundo principio fundamental da contagem, considere que numa sala ha 3 homens
(h1, ha, hg) e 5 mulheres (my, ma, m3, myg, ms). Quantos casais podem ser formados com essas pes-
soas? Para responder a essa pergunta, devemos notar que hd 5 casais nos quais o homem ¢é hy, 5
nos quais o homem é hy e outros 5 nos quais o homem é hgs, perfazendo um total de 3 x 5 = 15
casais. Esse exemplo ilustra o principio fundamental da multiplicagao.

Proposicao 2.2 Principio Fundamental da Multiplicagcao
Se temos k decisoes dy,ds, . .., d, que podem ser tomadas de ny,ns, . ..,nE maneiras respectiva-
mente, entdo o nimero de maneiras de tomar as decisoes dy edy € --- edy é Ny X ng X +++ X Ny.

No exemplo anterior, temos 2 decisoes: a primeira decisao é d; = escolha do homem e a segunda
decisao é dy = escolha da mulher. Como héd 3 homens e 5 mulheres, o niimero de casais que podemos
formar é 3 x 5 = 15, como j4 visto. Note que o principio da multiplicagao permite obter o nimero
de elementos do espaco amostral formado pelos casais

himy, himg, hyms, hymy, hyms,
Q= homy, hamg, homg, homy, hams,
hsma, hama, hams, hama, hams,

sem ter que fazer essa enumeracao enfadonha!

Exemplo 2.10 Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos existem?

Solugao:

Para o primeiro algarismo (milhar), existem 9 possibilidades, ja que o zero ndo pode ocupar a
primeira posi¢io. Para a sequnda posicao, escolhida a primeira, sobram 9 algarismos (agora ja
podemos considerar o zero) e para a terceira, escolhidos os dois primeiros, sobram 8 algarismos.
Logo, existem 9 x 9 x 8 = 648 numeros. (Ja pensou o trabalho que seria listar todos eles?)

Exemplo 2.11 Um prédio possui 8 portas. De quantas maneiras posso entrar e sair desse prédio,
se ndo quero usar na saida a mesma porta que usei na entrada?

Solugao:

Para a entrada posso escolher qualquer wma das 8 portas. Escolhida a porta de entrada, sobram
7 portas para a saida. Logo, existem 8 X 7 = 56 maneiras de entrar e sair por portas diferentes.

Exemplo 2.12 Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, quantos nimeros pares de trés algarismos
distintos podemos formar?

Solugao:

Para que o nimero seja par, ele tem que terminar com 2, 4 ou 6. Se ele termina com 2, sobram
2 posigoes para serem preenchidas com algarismos distintos escolhidos entre 1, 3, 4, 5, 6. Para
a primeira posicao temos 5 possibilidades; escolhida a primeira posi¢do, sobram 4 para a sequnda
posicao. Logo, existem 5 x 4 = 20 nimeros pares com 8 algarismos distintos terminando com 2.
Analogamente, existem 20 que terminam com 4 e vinte que terminam com 6. Logo, o nimero total
é 60.
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2.2.3 Exercicios

2.3 De quantos modos distintos podemos colocar 3 livros em uma prateleira?

2.4 Quantos nimeros com cinco algarismos podemos construir com os algarismos 1,3,5,7,9¢ Desses,
quantos apresentam os algarismos 1 e 3 juntos?

2.2.4 Permutacoes

Consideremos quatro objetos distintos a1, as, as, as, De quantas maneiras podemos ordena-los? Va-
mos listar todas as possibilidades.

1020304 (1020403 A1030204 A1030402
1040203 41040302 42010304 Q2010403
a2G30104 A2G0304071 A2040103 Q20403071
3010204 G3010402 A3020104 Q30204071
3040102 03040201 A4010203 44010302
4020103 G40G20301 A4030102 Q4030207

Cada uma dessas ordenagoes é chamada uma permutacao simples. Podemos ver que o niimero de
tais permutagoes é bem grande: note que, para apenas 4 objetos, temos 24 permutacoes. O cédlculo
do mimero de permutacoes é uma conseqiiéncia direta do principio da multiplicacao. Consideremos,
entao, n objetos distintos ay,as,...,a, Para a primeira posicao, temos n possibilidades. Para a
segunda, escolhida a primeira, sobram n — 1 objetos. Para a terceira, escolhidas a primeira e a
segunda posic¢oes, sobram n — 2 objetos. Continuando, para a tltima posigao, escolhidas as n — 1
anteriores, sobra apenas 1 objeto. Pelo principio da multiplicacao, o mimero total de permutacoes,
que denotaremos P, én x (n—1) x (n—2) X --- x 1 e esse nimero, por definigao, é o fatorial de
n. Temos, assim, o seguinte resultado.

Proposicao 2.3 Dados n objetos distintos, o niimero de permutagoes stmples de tais objetos é
dado por P =nx (n—1)x (n—2) x --- x 2 x 1, ou seja:

P =n! (2.3)

Exemplo 2.13 Quantas filas diferentes podemos formar com 5 criangas?
Solugao
Essa é exatamente a defini¢ao de permutacao; logo, o nimero de filas é 5! = 5x4x3x2x1 = 120.

Exemplo 2.14 Temos 5 livros de Estatistica, 3 livros de Matemdtica Financeira e 4 livros de
Contabilidade. De quantas maneiras podemos organizar esses livros em uma prateleira? Qual seria
a sua resposta se os livros do mesmo assunto tivessem que ficar juntos?

Solugao:



CAPITULO 2. PROBABILIDADE - DEFINICAO CLASSICA 31

Ao todo, hd 12 livros; logo, se nao é necessdrio agrupar por assunto, existem 12! = 479.001.600
maneiras de organizar os livros.

Se os livros do mesmo assunto tém que ficar juntos, devemos observar que, primeiro, temos que
contar as maneiras como podemos organizar os assuntos. Como sao 3 assuntos, hd 3! = 6 maneiras
de organizar os assuntos. Para os livros de Estatistica, hd 5! = 120 maneiras de organizd-los; para
os livros de Matemdtica financeira, 3! = 6 maneiras e para os livros de Contabilidade, 4! = 24
maneiras. Pelo principio fundamental da multiplicagdo, o niimero total de maneiras de organizar os
12 livros de modo que os livros do mesmo assunto fiquem juntos é 6x6x120x24 = 103.680 maneiras.
Note que é razodvel que esse nimero seja menor, pois estamos impondo condigcoes restritivas na
0Tganizacao.

Exemplo 2.15 Clinco mogas e cinco rapazes tém que sentar em 5 bancos de dois lugares, de modo
que em cada banco fique uma moca e um rapaz. De quantas maneiras podemos fazer isso?

Solugao:

Comecemos com as meninas. A primeira menina pode escolher qualquer dos 10 lugares; logo,
ela tem 10 possibilidades. Ja a sequnda menina so tem 8 possibilidades, porque ela nao pode sentar
gunto com a primeira. Analogamente, a terceira menina tem 6 possibilidades, a quarta tem 4 e a
quinta tem duas possibilidades. Definidas as posi¢oes das meninas, temos 5 rapazes para sentar em
cinco lugares, o que pode ser feito de 5! maneiras. Logo, o nimero total de possibilidades, pelo
principio fundamental da multiplicacao, é 10 x 8 X 6 x 4 x 2 x 5! = 3840 x 120 = 460.800.

2.2.5 Exercicios
2.5 Considere a palavra TEORIA.
1. Quantos anagramas *podemos formar?
2. Quantos anagramas comegcam com a letra T?
3. Quantos anagramas comegam com a letra T e terminam com A?

4. Quantos anagramas tém todas as vogais juntas?

2.6 Quantas filas podem ser formadas por 5 mocas e 5 rapazes? Se Jodao e Maria fazem parte
deste grupo, em quantas filas eles estao juntos? E em quantas filas eles estao separados?

ISegundo o Aurélio SEculo XXI:
Anagrama: Palavra ou frase formada pela transposicao das letras de outra palavra ou frase.

“E dizem que a Iracema do romance de Alencar é o anagrama de Ameérica” (Jodo Ribeiro, Curiosidades Verbais,
p. 76)
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2.2.6 Permutagoes de k objetos dentre n

Na defini¢ao acima de permutacao, consideramos ordenacoes de todos os objetos. Mas é possivel que
queiramos ordenar apenas k dos n objetos, onde k < n. Nesse caso, temos a definicao de permutagao
simples de k objetos selecionados dentre n objetos distintos. Suponhamos, por exemplo, que quatro
pessoas serao sorteadas dentre dez. Quantas filas podemos formas com as quatro pessoas sorteadas?
Como no caso das permutagoes, para a primeira posicao da fila temos disponiveis as 10 pessoas.
Para a segunda, temos 9; para a terceira, temos 8 e para a quarta e ultima posicao, temos 7. Logo,
o nimero total de filas com as quatro pessoas sorteadas é 10 x 9 x 8 x 7 = 5.040. Veja o esquema
a seguir.

Posicao 12 2¢ 3¢ 44
Possibilidades 10 9 8 7

Note que, para a quarta posicao, ja escolhemos as trés anteriores; assim, sobram apenas (10 —
3) = [10 — (4 — 1)]. Uma outra observacao interessante ¢ a seguinte:

(I0Xx9IXx8XxT)x(6x5Hx4x3x2x1)
(6x5x4x3x2x1)
(10 x 9 x 8 x 7) x 6!

6!
10! 10!

6 (10 —4)!

I0X9Ix8xT7 =

Vamos ver, agora, o caso geral. Para calcular o nimero de permutacoes de k objetos dentre
n, devemos notar que, para a primeira posi¢ao, existem n possibilidades. Para a segunda, n — 1
possibilidades. Para a k-ésima e tltima posi¢ao, ja foram escolhidos k — 1 objetos; portanto, sobram
n — (k — 1), ou seja, para a k-ésima posicdo ha n — (k — 1) = n — k + 1 possibilidades. Logo, o
nimero total de permutagdes de k elementos, tomados dentre n, én x (n —1) x ---x (n —k +1).
Vamos denotar por P* esse ntimero.

Proposicao 2.4 O nimero de permutagoes simples de k objetos distintos selecionados dentre

2

n objetos distintos, denotado por PF, ¢

Pr=nxn—-1)x---x(n—Fk+1)

Vamos usar um pequeno artificio para simplificar essa férmula: vamos multiplicar e dividir o

resultado por
m—k)x(n—k—1)x---x2x1=(n—k)!

Entao,
ko (n—k)'_
Py = nx(n—l)x---x[n—(kj—l)]xm_
nx(n—l)x---x[n—(k—l)]x(n—k)x(n—k—l)x~--><2><1: n!

(n—k)! (n—k)!
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De uma forma mais compacta, podemos escrever:

" n!
Note que, quando n = k, temos o resultado anterior: P’ = g—!! = n!, uma vez que, pode definicao,

0! = 1. Em alguns livros, ainda se encontra o termo arranjo utilizado para denotar permutagoes de
k objetos dentre n.

Exemplo 2.16 Em um campeonato de futebol, concorrem 20 times. Quantas possibilidades existem
para os trés primeiros lugares?

Solugao:

A resposta é Py, pois a ordem faz diferenca nesse caso. Note que

3 200 20 x 19 x 18 x 17!

20 = T 7 =20 x 19 x 18 = 6840

Exemplo 2.17 De um grupo de 10 pessoas deve ser extraida uwma comissao formada por um pre-
sidente, um vice-presidente e um secretdrio. Quantas comissoes é possivel formar?
Solucao:
A ordem aqui importa, jd que 0s cargos nao sao equivalentes. Assim, a solucdo é
10!

P130=7=10><9><8:720

2.2.7 Exercicios

2.7 O segredo de um cofre é formado por uma seqiiéncia de 3 digitos escolhidos entre 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7,8, 9. Suponha que uma pessoa saiba que o segredo é formado por trés algarismos distintos.
Qual é o nimero maximo de tentativas que ela terd de fazer para abrir o cofre?

2.8 Quantos numeros pares de trés algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1, 3,
6,7, 8, 97

2.2.8 Combinagoes simples

Vamos considerar agora a situagao andloga a uma permutacao, mas onde a ordem nao importa, ou
seja, ajasas € igual a azaias. Consideremos a situagao em que temos 5 objetos distintos dos quais
|

- 5! .
vamos tomar 3. Como visto, o nimero de permutacoes é o = 60. Vamos listd-las.
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Objetos envolvidos
(1,2,3) | (1,2,4) | (1,2,5) | (1,34) | (1,3,5) | (1,4,5) | (2,34) | (2,3,5) | (2,4,5) | (3,4,5)

a,a,a, | &,a,a, | a,8,ay | a,a,8, | a,a,8; | a,a,a, | a,a,a, | a,a,a, | a,a,a; | aza,a,

a,a,a, | a,a,a, | 8,854, | a,8,a, | a,a,8, | a,a,a, | 8,88, | 2,858, | 8,88, | AA58,
a’2 a’1 aS a'2 a'1 a’4 a’2 a'1 a’5 a’S a’1 a’4 a’S a'1 a’5 a’4 a’1 a’5 a’S a'2 a’4 33 a’2 a’5 a’4 a'2 a5 a’4 aS a’5
a2 aS a1 a’2 a’4: a'1 a2 a’5 a'1 aS a'4 a'1 a’S a’5 a'1 a'4 a‘5 a1 a’S a’4: a’2 a3 a5 a2 a’4: a5 a‘2 a4 a5 a’S
aS al a2 a’4 a’l aZ a5 a’l a’2 a’4 al a3 aS a’1 a’3 a5 al a4 a’4 a’2 a’3 a5 a2 aS a’5 a’2 a4 a5 aS a’4
a’3 a2 a’1 a’4 a’2 a1 a’5 a’2 a’1 a’4 a3 a1 a’5 a’3 a’1 a5 a4 a’1 a’4 a’3 a’2 a’5 a’3 a2 aS a'4 aZ a5 a’4 a’3

Essa listagem estd organizada de modo que, em cada coluna, os objetos envolvidos sao os
mesmos. Note o seguinte: como a ordem nao importa, os elementos de cada coluna sao equivalentes,
ou seja, sé precisamos de um deles. Mas em cada coluna temos as permutagoes dos trés elementos

envolvidos. Logo, o nimero de elementos em cada coluna nesse exemplo é 3! = 6. Como s6
. 60 5!

precisamos de um de cada 3!, o nimero total é TR
Ilustramos com esse exemplo o conceito e o célculo do nimero de combinacdes simples de n

elementos tomados k£ a k. Dado um conjunto de n elementos distintos, a combinacao dos n elementos

tomados k a k nos da o nimero de subconjuntos com k elementos (note que, em um conjunto, a

ordem dos elementos nao importa).

Proposicao 2.5 O nimero de combinagoes simples de n elementos distintos tomados k a k é

wgual a
v Pt n! _(n
S T (k) (2:5)

O nimero (Z) ¢ chamado niumero ou coeficiente binomial, ou ainda, nimero combinatdrio.

Note a diferenca: no conceito de permutacao, estamos lidando com seqiiéncias de k elementos,
enquanto no conceito de combinagao, estamos lidando com subconjuntos. Nas seqiiéncias, a ordem
dos elementos é relevante, mas nao nos subconjuntos.

Exemplo 2.18 De um grupo de 8 homens e 5 mulheres devem ser escolhidos 3 homens e 3 mulheres
para formar uma comissdo. Quantas comissoes podem ser formadas?
Solucao:

8
Os 3 homens podem ser escolhidos de 3 maneiras; as trés mulheres podem ser escolhidas de

3

8 o 5\ 8! o 51 —8X7X6><5X4—560
3 3/ 513173120 3x2 2

5 . . 8 ) . o
<3> maneiras. Pelo principio da multiplicagao, ha (3) X ( ) maneiras de escolher a comissao.

Note que
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Exemplo 2.19 Um baralho de poquer é formado pelas cartas 7, 8, 9, 10, valete, dama, rei, ds de
cada um dos quatro naipes. Em wma mao de poquer, sacam-se 5 cartas sem reposicao. Quantas
sao as extracoes possiveis?

Solugao:

Temos ao todo 4 x 8 = 32 cartas. Como a ordem de retirada ndo importa, o nimero total de
extragoes possiveis é

o5 32! _32><31><30><29><28><27!

2 7 Blxorl 5! x 27!
B 32><31><30><29><28_32><31><30><29><28
N 5!  hx4x3x2x1

(4 x 8) x 31 x (15 x2) x 29 x 28
(A4x2)x(bx3)x1
= 4 x 31 x2x29x28=201.376

Exemplo 2.20 Mega-Sena No joga da Mega-Sena da Caiza Econémica Federal, o apostador deve
escolher no minimo seis e no maximo 15 nimeros diferentes entre 1 e 60. Um jogo simples consiste
na escolha de 6 nimeros e 0s precos das apostas se baseiam no niumero de jogos simples em cada
cartao. Qual é o nimero total de jogos simples distintos? Num cartao com 15 nimeros marcados,
quantos sao 0s jogos simples? Se cada jogo simples custa R$1,50, qual o pre¢o de um cartdo com
15 nimeros marcados?

Solucao

Note que, na Mega-Sena, a ordem nao importa; logo, o niumero total de jogos simples é

60\ 60!
6/) 654!
60 x 59 x 58 x 57 x 56 x 55 x 54!

6 x5x4x3x2x1x b4l
= 50.063.860

1
I gni h d rt ¢ ————— =0,000000019974.
sso significa que a sua chance de acertar a sena é £0.063.360 :

Num cartao com 15 niimeros marcados, o nimero de jogos simples é

1 1 14 x1 12 x11 x1 !
(5>:5>< x 13 x 12 x ><O><9:5005

6 6Xx5x4x3x2x1x09l

e, assim, o preco desse cartao é 1,50 x 5005 = 7507,5 e a probabilidade de se acertar a sena com
um cartao desses é
5005

£0.063.960 0,00009997
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Exemplo 2.21 Problema dos aniversarios Em um grupo de 10 pessoas , qual é a probabilidade
de que pelo menos 2 facam aniversdrio no mesmo dia? Para simplificar, suponha que menhuma
dessas pessoas tenha nascido em ano bissexto.

Solugao:

Note que, no caso de 10 pessoas, “pelo menos 27 significa ou 2, ou 3, ou 4, ..., ou 10. Entao,
podemos resolver essa versao mais simples do problema do aniversdrio usando a regra do comple-
mentar, ou seja, vamos calcular a probabilidade de todas as 10 pessoas fazerem aniversdrio em
datas diferentes. Para isso, vamos usar o principio fundamental da multiplicacao.

O aniversdrio de cada uma das 10 pessoas pode ser em um dos 365 dias do ano. Logo, o nimero
total de possibilidades para as datas dos aniversdrios das 10 pessoas é 365 x 365 x - - - x 365 = 3651°
pelo principio fundamental da multiplicacao. Isso nos da #X).

Consideremos, agora, o evento A = “as 10 pessoas fazem aniversdrio em dias diferentes”. Esco-
lhida a primeira pessoa, ela pode fazer aniversdrio em qualquer dia; logo, o nimero de possibilidades
¢ 365. Para a seqgunda pessoa, como o aniversdrio tem que ser em data diferente, sobram 36}
possibilidades. Para a terceira, sobram 363; continuando, para a décima pessoa, sobram 365 — 9 =
356 possibilidades. Logo,

_ #A 365 % 364 x 363 X -+ X 356

Prid) = = 36510

= 0, 88305

Logo, a probabilidade de que pelo menos 2 pessoas facam aniversdrio no mesmo dia é

Pr(A) =1—Pr(A) =0,11695

2.2.9 Exercicios

2.9 De um grupo de 8§ homens e 5 mulheres devem ser escolhidos 3 homens e 3 mulheres para
formar uma comissao. Quantas comissoes podem ser formadas se Joao e Maria, que pertencem ao
grupo original, nao aceitam participar em conjunto da comissao?

2.10 Trés cartas vao ser retiradas de um baralho normal de 52 cartas. Calcule a probabilidade de
que:

1. todas as trés sejam de espadas;

2. as trés cartas sejam do mesmo naipe;

3. as trés cartas sejam de naipes diferentes.

2.2.10 Triangulo de Pascal e Binémio de Newton

O triangulo de Pascal € um quadro em formato de um tridngulo (que consideraremos retangulo para
facilitar a exibigao), formado pelos nimeros binomiais dispostos da seguinte forma: na hipotenusa,
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todos os elementos sao iguais a 1, bem como no cateto vertical:

Linha

T OO WN O
= =] = = = =] =
—

Cada elemento no interior do tridngulo é obtido como a soma do elemento imediatamente acima
e do primeiro elemento acima a esquerda; veja a Figura 2.7

0 1

1 1 1

2 1 I 2 1

3 1 1

0 1 0 1

1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1

3 1 I 3 1 3 1 3 3 1

4 1 1 4 1 1

Figura 2.7: Construcao do triAngulo de Pascal

Com esse procedimento, obtém-se o tridngulo de Pascal a seguir (note que esse triAngulo tem
infinitas linhas e infinitas colunas...)

Linha

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
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Os numeros que aparecem em cada linha do triAngulo nada mais sao que os nimeros combi-
natérios. Numerando as linhas e colunas do tridngulo a partir de zero, o elemento da linha n e
coluna k é (Z) Entao, em cada linha n, os elementos vao desde (g) até (”)

(

01 )

N () ()

21 2 1 () G G

3133 1 () () € G

41 4 6 4 1 0 () G) G) ()

5/1 5 10 10 5 1 @ () ) ) () ()
6[1 6 15 20 15 6 1 o () 6 6 @ 6 @

Existem vérios resultados sobre os nimeros combinatérios e varias propriedades associadas as
linhas e colunas do tridngulo de Pascal.

Proposicao 2.6 Relacdo de Stifel
A soma de dois elementos consecutivos de uma mesma linha é igual ao elemento situado abaizo

da ultima parcela, ou seja
n n n+1
p— 2.
(k)+(k+1) <k+1> (2:6)

Demonstracgao:

n n n! n!
(k>+<k+1> B R T
n! n!
M-k —k-1D  krDR@m k-1
nl(k+1)+n!(n—k) nl(k+1+n—k)
Thr DM [ =k n—F =D~ (k1) {n =kl
nl(n+1) (n+1)! B (n—i—l)
k1

E+Dn—k)! (+D!(n—Fk)

Considere a n-ésima linha do tridngulo de Pascal e seja k& < n. Entao, (Z) é o elemento que
estd na linha n avancado de k£ colunas em relacao ao inicio da linha; ja (nﬁk) é o elemento que estd

na linha n atrasado de k colunas em relacao ao final da linha. Nimeros combinatérios como (Z) e
(n'jk) sao chamados combinacgoes complementares.

Proposicao 2.7 Relagcao das Combinacoes Complementares
Em uma mesma linha do triangulo de Pascal, elementos equidistantes dos extremos sao iguais,

ou seja: (Z) ) (n n k) (Z) _ <n " k) (2.7)
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Demonstracao:

(n . k:) -k [nn!— m—K)] & (nn!— 0 (Z) "

Proposicao 2.8 Teorema das Linhas
A soma dos elementos da n-ésima linha € igual a 2", ou seja:

(6= () () ()= () - -

j

J=0

Demonstracao:

Como wvisto, o mimero combinatorio (2’) dd o numero de subconjuntos de tamanho k de um
conjunto de tamanho n. Assim, na expressao (2.8), cada nimero combinatdrio dd o nimero de
subconjuntos de determinado tamanho e a soma deles dd o nimero total de subconjuntos de um
conjunto de tamanho n. Mas para formar subconjuntos de tal conjunto podemos usar o sequinte
artificio: cada elemento pode ser marcado com um + para indicar que pertence ao subconjunto, ou
com um —, para indicar que nao pertence ao subconjunto. O niumero total de formas de fazer isso
€2X2xXx2x---x2=2" e isso prova que o numero total de subconjuntos de um conjunto de
tamanho n é 2" e isso completa a prova. [ |

Proposicao 2.9 Teorema das colunas
A soma dos elementos de uma coluna do tridngulo de Pascal, comegando da primeira linha, é
tgual ao elemento que estd avangado uma linha e uam coluna em relagao ao ultimo elemento da

soma, ou seja:
k n kE+1 P k+n\ (k+n+1
k k k B E+1

Em termos de somatdrio:
Z”: k+7\  (k+n+1
E )\ k+1

5=0
Demonstracao:
Vamos aplicar a relacao de Stifel aos elementos da coluna k41, a partir da primeira linha desta
coluna:

k+1 - k + (kﬁf)
() = )+

) = () + 6
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Somando essas iqualdades termo a termo,podemos ver que hd parcelas iguais em lados opostos, que
podem ser simplificadas. Todos os termos do lado esquerdo, com exce¢ao do ltimo, cancelam com
termos do lado direito e o que sobra é:

) =@+ )+ )+ C) + -+ )+ )+ ()

ou seja
Z”: (k+j> B (k+n+1)
= k E+1

o que completa a prova. |

Proposicao 2.10 Binomio de Newton
Dados quaisquer nimeros reais x e a e um inteiro qualquer n, entao

(z+a)" = zn: (Z) akF gk (2.9)

k=0

Demonstracao:
Vamos provar este resultado usando o método da inducao.

e O resultado é valido para n = 1. De fato:

(x+a) =z+a=()z+(})a

e Suponhamos que o resultado seja vdlido para n qualquer e vamos provar que é vdlido para
n+ 1. De fato:

(z+a)" = (r+a)" (z+a)

= [(})a%2" + (})a'a" "+ (3)a®a" 24+ ([",)a" 22 + () a" 2t + (D)a"s?] (z+a)
= (@ @atar + (e ek (R (a7 (e +
[()ala® + (a4 (e oot (Ml + (o + (a1
= (o)a"z" "+ (1) + Q) a’a” + [(G) + (D] a®a" "+
+[00) + Gl a2t + () + ()] et + () am e

e Mas, pela relagao de Stifel [equacio (2.6)], temos que
H+G = (1)
G+ = ()

(P () = ¢
O+ () = ()
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Além disso,

Logo,

(QZ + a)n—|—1

e isso completa a prova.

2.2.11 Aplicacoes

(né—l)aﬂanrl + (n—lﬁ-l)alxn + (n-zi-l)Qanfl 4.

(a4 ()t + (el

n+1
1
Z <” + )akxn-&-l—k
k
=0

1. Note que, fazendo =1 e a = 1 na equagao (2.9), obtemos que

o que nos dé uma outra prova do teorema das linhas.

. Note que, fazendo x = 1 e a = —1 na equagcao (2.9), obtemos que
> (”) 0
k
k=0

. Formula de Euler:

k; (7:) (r ’ k) - (m: n) (2.10)

Essa férmula pode ser considerada verdadeira para quaisquer valores de m,n,r desde que
adotemos a conveng¢ao de que (:f) = 0 para r > n.

Para demonstrar esse resultado usando argumentos combinatérios, suponha um conjunto com
n+m elementos, de modo que m desses elementos estao em uma categoria I e os n elementos
restantes estdo em outra categoria II (veja a Figura 2.8).

Vamos expandir o termo do lado esquerdo:

IC) () ()G ms) e ()= ()

O termo do lado direito da expressao nos dd o mimero de subconjuntos deste conjunto com
r elementos. O primeiro termo da soma do lado esquerdo nos dé o nimero de subconjuntos
com nenhum elemento da categoria I e r elementos da categoria II; o segundo termo nos d&
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Figura 2.8: Ilustracao do contexto da Férmula de Euler

o mimero de subconjuntos com exatamente um elemento da categoria I e  — 1 elementos da
categoria II; o terceiro termo nos d4 o nimero de subconjuntos com exatamente dois elementos
da categoria I e r — 2 elementos da categoria II e, sucessivamente, o ltimo termo nos dé o
nimero de subconjuntos com exatamente r elementos da categoria I e nenhum elemento da
categoria II. Somando esses termos, obtemos o niimero total de subconjuntos com r elementos,

) (m + n>
que é :
r
4. Fazendo m = r = n na equagao (2.10), obtemos que
i n n _(2n
EJ\n—k) \n
k=0

Mas pela relagao das combinacoes complementares (Z) = (n’j k), 0 que nos da:

> (1) = ()

5. Vamos mostrar que

De fato:
n!

k;k(k) B k;‘%!(n_ o k;kk(k— Di(n— k)]

Como k # 0, podemos dividir ambos os termos por k, o que resulta

n n n n! n TL(TL— 1)'
k;k(k) - k; k—1Dl(n—k)! k,; (k—Dl(n —k)!
n (n—1)!

”k; k—Dl(n— k)
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Fazendo a mudanca de varidvel £k — 1 = j, podemos escrever (note os indices do somatério!):

1 (n—1)
§ T

n—1-j)

k() =0 & = -

n—j—1)"!

n—1

—-n Z (n;l) — n2n—1
7j=1

usando o resultado (2.8).

6. Vamos mostrar que
n

> k(= 1)(3) = n(n — 12"

k=2

De fato: fazendo k — 1 = j, podemos escrever

S = oy = . n!
ZHE-DE) = X0+ = Z0+ VG o
(= : n! =y n!
:Jﬂ0+&MU+4MMn—j—UV_§¥JO—1Mn—j—U
= n!

I
I Ng

1 (J=Din—j-1!

Fazendo j — 1 =1

- =l n! n—2 n!
g;Mk—lﬂﬁ - ;;j—1Wn—j_D!:Z%mgj7j57
B j__j n(;(;_l)z(n__z)?)' =n(n—1) 1-2)2 (n?) =n(n—1)2"?

Mais uma vez, usamos o teorema das linhas.

7. Se n ¢ par, entdo
O+GE)+ -+ () =0+ +E)++ ()
De fato: o desenvolvimento do binémio de Newton nos dé que
(z+a)" = (§)a’z"+ (D)a'a" "+ (§)a*a™ 2+ -+ ())a" 2t + (
= To+T+ T+ 4Ty 14T,

em que

Analogamente, se n é par

(z—a)" = (5)(—a)’2"+ (1) (—a)'a" "+ () (—a)’z" 2+ + (") (—=a)" 2" + (7)(—a)"z°
To-T+Te+---—T,1+7T,

Entao,
(x4+a)"+(x—a)"=2(To+To+ -+ T 2+1T),)
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e
(x+a)"—(x—a)" =211+ T35+ -+ T3+ T,1)
Fazendo x = a = 1, resulta que
P ATy T+ T D) =2[() + () + () 4+ ()
2" = 2T+ T+ + s+ Do) =2+ )+ + ()]

Logo, se n é par
GG+ ++C) =0+ G+ + (1) =2

8. Nimeros de Fibonacci e o tridngulo de Pascal

O ntmero de Fibonacci F), é definido como a soma dos elementos da n—ésima “diagonal
inversa” do tridngulo de Pascal. Veja a Figura 2.9

Fs=0 10 ] 1
Fe=13 14 20 14 B 1
Fr=21 7 21 35 34 21 7 1

Figura 2.9: Nimeros de Fibonacci o tridngulo de Pascal

Entao,
Fom () (7) + (3 + (30 4+

Cada nidmero na seqiiéncia de Fibonacci é a soma dos dois mimeros anteriores, isto é:

Fn+2:Fn+Fn+1

De fato:
Fot Fo = [+ (7)) +(20) + (57 +- ]+
(5 + () + () + (757 + -]
= () +[E+ O+ [+ O+ + ()] +
(") + )+ G+ () +
= ()T + G+ () +
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2.3 Exercicios Complementares

2.11 Para a selecao brasileira foram convocados 2 goleiros, 6 zagueiros, 7 meios de campo e 4
atacantes. De quantos modos é possivel escalar a selecao com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4 meios de
campo e 2 atacantes?

2.12 Em um torneio no qual cada participante enfrenta todos os demais, sao jogadas 780 partidas.
Quantos sdo os participantes?

2.13 Em uma uwrna hd 15 bolas numeradas de 1 a 15. Trés bolas sao retiradas da urna sem
reposicao. Qual é a probabilidade de que:

1. o menor nimero seja 7 ?

2. 0 maior numero seja 7 ?

2.14 Usando as propriedades ja vistas, mostre que

Pr(AUBUC) = Pr(A)+ Pr(B)+ Pr(C)
—Pr(AnB)—Pr(ANC)—-Pr(BNC)
+Pr(AnBNC)

Sugestao: Note que, pela propriedade associativa, vocé pode escrever AU BUC = AU (BUC).
Pense que A e BUC sao dois eventos e aplique a Propriedade 7, que dd a probabilidade da unido
de dois eventos.

2.15 Quantos sio os anagramas da palavra SIMULTANEO

1. que comegam por consoante e terminam por vogal?

que tém as letras S, I, M juntas nessa ordem?

que tém as letras S, I, M juntas em qualquer ordem?

que tém a letra S no primeiro lugar e a letra I no sequndo lugar?

que tém a letra S no primeiro lugar ou a letra I no sequndo lugar?

S v e

que tém a letra S no primeiro lugar ou a letra I no sequndo lugar ou a letra M no terceiro
lugar? Sugestao: Aqui vocé deve usar o resultado do exercicio anterior.

2.16 Usando a Propriedade 6, mostre as sequintes igualdades:
1. Pr(ANBNC)=Pr(ANB) - Pr(ANBNC)
2. Pr(ANBNC)=Pr(A) —Pr(ANB) —Pr(ANC) +Pr(ANBNC)
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2.17 Em uma cidade onde se publicam trés jornais A, B, C, constatou-se que, entre 1000 familias,
assinam

A: 470 B: 420 C: 315 AeB: 110 AeC: 220 BeC: 140 A, BeC: 75
Escolhendo-se ao acaso uma familia, qual é a probabilidade de que ela
1. nao assine qualquer dos trés jornais?
2. assine apenas um dos trés jornais?
3. assine pelo menos dois jornais?
2.18 Em um levantamento em um bairro de 1000 moradores, verifica-se que
e 220 tém curso superior;

e 160 sao casados;

100 estao desempregados;

e 50 tém curso superior, sao casados e estao empreqados;

e 60 tém curso superior e estao desempregados;

e 20 tém curso superior, sao casados e estao desempregados.

Escolhe-se ao acaso um morador desse bairro. Qual é a probabilidade de que ele
1. tenha curso superior e seja casado?

2. ou tenha curso superior e seja casado ou esteja empregado?

3. ou tenha curso superior ou esteja desempregado?

2.19 Um lote é formado por 10 artigos bons, 4 com defeitos menores e 2 com defeitos graves. Um
artigo é escolhido ao acaso. Ache a probabilidade de que:

1. ele nao tenha defeitos;
2. ele ndo tenha defeitos graves;
3. ele seja perfeito ou tenha defeitos graves.

2.20 Quatro bolsas de estudo serao sorteadas entre 30 estudantes, dos quais 12 sao do 1% ciclo e
18 do 2% ciclo. Qual a probabilidade de que haja entre os sorteados:

1. um do 12 ciclo?
2. no mdzximo um do 2° ciclo?

3. pelo menos um de cada ciclo?



Capitulo 3

Axiomas, Probabilidade Condicional e
Independéncia

3.1 Definicao axiomatica de probabilidade

No capitulo anterior, vimos que a defini¢ao cldssica de probabilidade se restringe a espagos amostrais
finitos, onde os eventos elementares sao equiproviveis. Apesar de tais restri¢oes, essa definigao
tem vdrias propriedades interessantes, que foram deduzidas (ou demonstradas) a partir das trés
primeiras. Isso nos leva a definicdo axiomdtica ! de probabilidade.

O primeiro fato a observar é o seguinte: de acordo com a defini¢ao cldssica, a probabilidade é um
nimero que associamos a cada evento de um espago amostral €2. Segundo, esse niimero - chamado
probabilidade - tem determinadas propriedades, algumas das quais foram deduzidas a partir de
outras. A definicao que iremos apresentar leva em conta esses fatos.

Definicao 3.1 Definicao axiomatica de probabilidade

Seja Q) um espago amostral associado a um experimento aleatorio. Probabilidade é uma funcao,
denotada por Pr, que associa a cada evento A de £ um nimero real Pr(A) que satisfaz os sequintes
ariomas:

Azioma 1 : Pr(A) >0

Azioma 2 : Pr(Q)=1
Azioma3 : ANB =@ = Pr(AUB) = Pr(A4) + Pr(B)

Na Figura 3.1 ilustra-se o conceito de probabilidade como uma funcao, construindo-se um
grafico de barras para representd-la.

E importante que vocé observe que os trés axiomas correspondem as trés primeiras propriedades
vistas para a definicao classica de probabilidade no capitulo anterior. Para a definicao cléssica, a

!Segundo o diciondrio Aurélio: Azioma
Proposicao que se admite como verdadeira porque dela se podem deduzir as proposigoes de uma teoria ou de um
sistema légico ou matematico.
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Figura 3.1: Definicao axiomaética de probabilidade

demonstracao da validade dessas trés propriedades é imediata - e 6bvia - a partir da teoria de
conjuntos. No caso geral, elas formam o conjunto de aziomas da probabilidade. Como todas as
outras propriedades foram deduzidas a partir dessas trés propriedades, elas continuam valendo no
caso geral, ou seja, a partir dos trés axiomas deduzimos as seguintes propriedades:

Pr(A—B) = Pr(A)—Pr(ANB)
Pr(B—A) = Pr(B)—-Pr(ANB)

Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B)
AC B= Pr(A) <Pr(B)
Pr(4) <1

3.1.1 Exemplos
Exemplo 3.1 Dados 2 ={1,2,3}, A={1}, B={2},C ={3},Pr(A) =

r(C)

U

)

1.

.
Q

s
Sy

Px(
Px(
Px(
Px(

Solucao

)

o

5N
ol

)
).

S e
X

N
U

5N

1. Como Pr(Q) = 1, resulta que Pr(C') = 1 — Pr(A) — Pr(B) = 3.
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2. Como A e B sdo mutuamente exclusivos, Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) = 2.

3. Pr(A)=1—-"Pr(A) = 2.

4. Pela lei de De Morgan, temos que Pr(AN B)

5. Pela lei de De Morgan, temos que Pr(AU B)

Pr(AUB)=1—-Pr(AUB)=1-2

49

3

1
3

Pr(ANB)=1-Pr(ANB)=1-0=1.

Exemplo 3.2 Dado que Q = {—1,0,1}, verifique se é possivel definir uma medida de probabilidade

em €2 tal que

Pr({-1,1})
Pr({0,1})
Pr({-1,0})
Justifique sua resposta.
Solugao:
Note que o evento {—1,1} = {—1} U {1}. Logo,
sequinte sistema de 3 equagoes com 3 incognitas:
Pr(—1) + Pr(1)
Pr(0) + Pr(1)
Pr(—1) + Pr(0)

0,6
0,9
0,5

as probabilidades dadas se transformam no

0,6
0,9
0,5

Da primeira equagao, obtemos que Pr(1) = 0,6 — Pr(—1). Substituindo na sequnda, obtemos o

sequinte sistema de 2 equagoes e 2 incognitas:

Pr(0) + 0,6 — Pr(—1)
Pr(—1) + Pr(0)

ou

Somando termo a termo, resulta que

0,9
0,5

2 x Pr(0) = 0,8 = Pr(0) = 0,4

Substituindo, obtemos que

Pr(—1) =0,5—Pr(0) = 0,5 0,4 = Pr(—1) = 0,1

Substituindo novamente, obtemos

Pr(1) = 0,6 — Pr(—1) = 0,6 —0,1=0,5

Como todos os valores obtidos estio no intervalo (0,1), a atribuicdo dada é vdlida.
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3.1.2 Exercicios

3.1 Se Pr(A)=1/3 ePr(B) =1/4, A e B podem ser mutuamente exclusivos?
3.2 Sejam A e B sao eventos mutuamente exclusivos tais que Pr(A) = 0,5 e Pr(B) =0, 4.

1. Calcule Pr(AU B).
2. Calcule Pr(BNA).

3.2 Probabilidade condicional

Consideremos o langamento de um dado equilibrado. J& vimos que o espago amostral desse ex-
perimento ¢ Q = {1,2,3,4,56, } . Considere o evento A = “sair face 2”. Se nao temos qualquer
informagao além de o dado ser equilibrado, vimos que Pr(A) = %.

Suponhamos, agora, que o dado tenha sido lancado e a seguinte informacao fornecida: “saiu facer
par”. Qual é a probabilidade de ter saido face 27 Note a diferenca: agora nés temos uma informagao
parcial sobre o experimento e devemos usd-la para reavaliar a nossa estimativa. Mais precisamente,
sabemos que ocorreu o evento B = “face par”. Com essa informacao, podemos nos concentrar no
evento B = {2,4,6} , uma vez que as faces 1,3,5 ficam descartadas em funcao da informagao dada.
Dentro dessas trés possibilidades, a probabilidade do evento A passa a ser % Calculamos, assim,
a probabilidade do evento A, sabendo que ocorreu o evento B. Essa probabilidade sera denotada
Pr(A| B) (l1&-se probabilidade de A dado B).

Consideremos, agora, o lancamento de dois dados equilibrados e os eventos A = “soma das
faces é par” e B = “soma das faces é maior ou igual a 9”. Se sabemos que ocorreu B, qual é a

probabilidade de ter ocorrido A7 Queremos calcular Pr(A|B). Temos que

A:{(7DK 3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6),(3,1), (3, )@ﬁ%}
(4%(4®(£®J&D4&$(5®(&%(6®(&@
) (

B ={(3,6),(4,5),(4,6),(5,4),(5,5),(5,6),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

Se ocorreu B, a tinica chance de ter ocorrido A é que tenha ocorrido o evento
ANB=1{(4,6),(5,5),(6,4),(6,6)}

e, nesse caso, a probabilidade é 10, ou seja,

4 3 Pr(AnB)
Pr(AlB) =35 = 0 = " Py(B)

Esses dois exemplos ilustram o fato geral que estd exibido na Figura 3.2: se sabemos que
aconteceu o evento B, esse evento passa a ser o “novo espaco amostral” e nesse novo espaco
amostral, a tnica parte de A presente é AN B - parte sombreada mais clara.

Com esses exemplos, estamos ilustrando uma situagao comum, onde temos que calcular a proba-
bilidade de um evento tendo uma informacdao parcial Esse é o conceito de probabilidade condicional.
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Figura 3.2: Probabilidade condicional Pr(A|B)

Definigao 3.2 A probabilidade condicional do evento A dada a ocorréncia do evento B é

Pr(AnNB)

PH(AIB) = 5o

(3.1)

Note que, nessa definicao, temos que supor que o evento B é um evento possivel, ji que ele
ocorreu. Logo, ¢ ¢bvio que Pr(B) > 0.
3.2.1 Exemplos

Exemplo 3.3 Um grupo de 100 alunos foi classificado quanto ao sexo e a atividade de lazer
preferida, obtendo-se a distribuicao dada na tabela abaizo.

Sexo Atividade de lazer

Cinema Praia FEsporte | Total
Masculino 10 12 13 20
Feminino 15 41 9 80
Total 25 53 221 100

1. Qual é a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso neste grupo ser do sexo masculino?

2. Se a pessoa escolhida prefere a praia como atividade de lazer, qual é a probabilidade de que
seja um homem?

Solugao:
Vamos definir os sequintes eventos: M = “masculino”; F' = “feminino”; C' = “cinema”; P =
“prata”; E = “esporte”.

1. O problema pede Pr(M). Como hd 20 homens dentre as 100 pessoas, temos que

20 2

PO =156 = 10
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2. O problema pede Pr(M|P). Por definigdo,

Pr(M nP) & 12
Pr(M|P):(PrT:%:§

Note que a probabilidade do evento “aluno do sexo masculino” se modifica quando sabemos
que a pessoa prefere a praia como atividade de lazer, isto é: Pr(M|P) # Pr(M).

Exemplo 3.4 De um baralho de 52 cartas, extrai-se uma ao acaso. Defina os eventos C' = “carta
¢ de copas” e R = “carta é um rei”. Calcule Pr(C), Pr(R), Pr(C' N R), Pr(C|R).
Solugao: 51
4 1
1
P = —
r(CNR) =
Pr(CNR) & 13 1
P =/ _52__"___P

Neste caso, a probabilidade do evento C' nao se modifica quando sabemos da ocorréncia do evento
R, isto é, Pr(C|R) = Pr(C).

Exemplo 3.5 De um total de 500 empregados, 200 possuem plano pessoal de aposentadoria com-
plementar, 400 contam com o plano de aposentadoria complementar oferecido pela empresa e 200
empregados possuem ambos os planos. Sorteia-se aleatoriamente um empregado dessa empresa.

1. Qual é a probabilidade de que ele tenha algum plano de aposentadoria complementar?
2. Qual é a probabilidade de que ele nao possua qualquer plano de aposentadoria complementar?

3. Se o empregado conta com o plano de aposentadoria complementar oferecido pela empresa,
qual é a probabilidade de que ele tenha plano pessoal de aposentadoria complementar?

4. Se o empregado tem plano pessoal de aposentadoria complementar, qual é a probabilidade de
que ele conte com o plano de aposentadoria complementar da empresa?

Solugao:

Vamos denotar por E o evento “empregado tem o plano aposentadoria complementar da em-
presa” e por P o evento “empregado possui plano pessoal de aposentadoria complementar”. O
problema diz que

200
500

400 4 200 2
———_  PHPNE)=—==
500 5

Pr(P _
r(P) 500 5

% Pr(E)



CAPITULO 3. AXIOMAS, PROBABILIDADE CONDICIONAL E INDEPENDENCIA 53

Note que essas informacoes podem ser dispostas no formato de tabela da sequinte forma:

Plano pessoal | Total
Stm  Nao
Plano da | Sim | 200 200 | 400
Empresa | Nao 0 100 100
Total 200 300 500

Os nimeros em negrito sao as informagoes dadas no problema; o restante é calculado observando-se
os totais de linha e de coluna.

1. O problema pede
Pr(PUE)=Pr(P)+Pr(E) —Pr(PNE)=

2. O problema pede

Pr(PNE)=Pr(PUE)=1-Pr(PUE)=1—-- =<

3. O problema pede

Pr(PNE) 2 1
Pr(PlE)= —~ " _ 5 _
WP = 5Ey T 173
4. O problema pede
Pr(PNE) 2
Pr(E|P) = — 2 -5 1
r(E|P) Pr(P) 2

3.2.2 Exercicios
3.3 Dois dados equilibrados sao lan¢ados.
1. Encontre a probabilidade de sairem faces iguais nos 2 dados.

2. Sabendo-se que a soma das faces foi menor ou igual a 4, calcule a probabilidade de sairem
faces iguais nos 2 dados.

3. Calcule a probabilidade de sair 5 em pelo menos um dado.

4. Sabendo-se que sairam faces diferentes nos dois dados, determine a probabilidade de sair 5
em pelo menos um dado.

3.4 A probabilidade de que uma nova campanha publicitdria fique pronta antes do prazo estipulado
pela diretoria foi estimada em 0,60. A probabilidade de que a diretoria aprove essa campanha
publicitdria é de 0,50. A probabilidade de que ambos os objetivos sejam atingidos é 0,30.
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1. Qual é a probabilidade de que pelo menos um dos objetivos seja atingido?
2. Qual é a probabilidade de que nenhum objetivo seja atingido?

3. Se a campanha ficou pronta antes do prazo estipulado, qual é a probabilidade de que a diretoria
a aprove?

3.5 Sejam A e B eventos do espago amostral Q) tais que Pr(A) = 3, Pr(B) = 3 e Pr(ANB) = 1.

1. Calcule Pr(AU B).
2. Calcule Pr(AN B).
3. Calcule Pr(A|B).

3.3 Probabilidade condicional como lei de probabilidade

E interessante notar que a probabilidade condicional definida acima realmente define uma lei de
probabilidade, ou seja, a fun¢do que associa a cada evento A de 2 o nimero Pr(A|B) satisfaz os
axiomas de probabilidade. De fato:

e Axioma 1:

Pr(AN B) >0

Pr(A|B) = W =

pois Pr(AN B) >0 e Pr(B) > 0.

e Axioma 2:
Pr(2nB) Pr(B)
PrB) == 5 " hm)

Pr (B
Na verdade, como Pr (B|B) = P E B; = 1, toda a probabilidade condicional estd concentrada
r
em B, o que justifica considerarmos B como o novo espago amostral para essa nova lei de

probabilidade.

e Axioma 3:

Sejam A; e Ay dois eventos mutuamente exclusivos (veja a Figura 3.3). Usando a propriedade
distributiva, temos que
Pr{(AiUA)NB]  Pri(AiNnB)U (AN B)]

Pr(A; U A|B) = Pr (B) - Pr(B)
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Mas, como A; e Ay sdo mutuamente exclusivos, resulta que (4; N B) e (A N B) também o sdo —
esses dois eventos correspondem a parte sombreada da figura. Logo,

PuAluAﬂB>::I%KA“litgAﬂ“B”:
_ Pr(AinB)+Pr(4;NnB)
Pr(B)
Pr (AlﬁB) PI‘(AQQB)
Pr(B) Pr(B)

— Pr(4,|B)+Pr(A.B)

0*

Figura 3.3: Axioma 3 da probabilidade condicional

Sendo a probabilidade condicional uma lei de probabilidade, todas as propriedades vistas ante-
riormente, que eram conseqiiéncias dos axiomas, valem também para a probabilidade condicional.

e Propriedade 1:

_ Pr(@anB) Pr(o)

Pr@IB) = =5~ )

e Propriedade 2:

Pr(ANB) Pr(B—A) Pr(B)—Pr(AnB)
Pr(B)  Pr(B) Pr(B)
Pr(AN B)

B; -~ LB

Pr(A|B) =
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e Propriedade 3:
Pr [(Al — Ag) |B]

e Propriedade 4:

PI‘ [(Al U Az) |B]

e Propriedade 5:

Pr{(A;
Pr (A
PI‘(Al |B)

e Propriedade 6:

Pr(AN B)
Pr(B) —

Observagao importante

— Pr(4,]B) >

== PI‘(AI N ZQ|B)

Pr(A,N4A,NB) Pr(4iNBNA,)
Pr(B) B Pr(B)
Pr{(AiNB)—A) Pr(AinB)—-Pr(A,NBNAy)
Pr(B) B Pr(B)
Pr(A;NB) Pr(AiNBNA,)
Pr(B) Pr(B)
Pr(A; N Ay N B)
= Pr(A4)|B) - o5
= Pr(Ai|B) = Pr(A1 N Az) |B]

Pr [(Al U Ag) N B]

Pr(B)
~ Pr{(AinB)U (AN B)]
B Pr(B)
 Pr(AinNB)+Pr(42NB) - Pr(AiN BN AN B)
B Pr(B)
_ Pr(AinB) Pr(4,NB) Pr(AinA;NDB)
~ Pr(B) Pr(B) Pr(B)

Ay C
— A;) |B]
— A») |B]

A= ANA=A=
Pr(A;|B) — Pr[(A1 NAy) |B] =
Pr(A;|B) — Pr(As|B) =

0 = Pr(Ay|B) < Pr(A;|B)

ANB C B=Pr(AnB)<Pr(B)=

1 = Pr(A|B) < 1

56

Note que a definigao de probabilidade condicional esta vinculada ao evento B em que
estamos condicionando, ou seja, se condicionarmos em um outro evento C, estaremos
definindo uma outra funcao de probabilidade - a funcao de probabilidade condicional

em C.



CAPITULO 3. AXIOMAS, PROBABILIDADE CONDICIONAL E INDEPENDENCIA 57

3.4 Regra da multiplicagao

A definicao de probabilidade condicional leva a um resultado importante, conhecido como regra da
multiplicacao.

Proposicao 3.1 Regra da multiplicagcao para 2 eventos
Sejam A e B eventos de um espaco amostral §). Entao

Pr(B) Pr(A|B)
Pr(ANB) = (3.2)
Pr(A) Pr(B|A)

Esse resultado nos permite calcular a probabilidade da interse¢ao de dois eventos e é muito
util para modelar experimentos que tém cardter seqiiencial, isto é, que sao executados em etapas,
uma seguida da outra. Em tais situagoes, pode ser de ajuda desenhar um diagrama de drvore para
ilustrar os eventos em questao. Vamos ver alguns exemplos.

3.4.1 Exemplos

Exemplo 3.6 Se um avido estd presente em determinada drea, um radar detecta sua presenca
com probabilidade 0,99. No entanto, se o aviao nao estd presente, o radar detecta erradamente a
presenca de um avido com probabilidade 0,02. A probabilidade de um aviao estar presente mesta
drea é de 0,05. Qual é a probabilidade de um falso alarme? Qual é a probabilidade de o radar deixar
de detectar um aviao? (Note que esses sao os dois erros possiveis nesta situac@o.)

Solugao:

Vamos definir os sequintes eventos:

A = ‘“avido presente’

D = “radar detecta presenca de aviao”
Os eventos complementares sao:

“aviao nao estd presente”

o/ N

= “radar nao detecta aviao”
O problema nos dd as sequintes informagoes:

Pr(D|A) = 0,99 Pr (D[A) = 0,02 Pr(A) = 0,05
Pela lei do evento complementar, temos que

Pr(D|A) =0,01  Pr(D[A)=0,98  Pr(4)=0,95
O problema pede

Pr(D|A) falso alarme
Pr(D|A)
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Na Figura 3.4 temos a ilustracao desse experimento. Dai podemos ver que as probabilidades

pedidas sdo: _ _ _
Pr(D|A) = Pr (A) Pr (D|A) =0,95x 0,02 =0,019

Pr(D|A) = Pr(A)Pr (D|A) = 0,05 x 0,01 = 0,0005

Note que a probabilidade de um erro é a soma dessas probabilidades.

(),9%

0.0l D

002D

O,QSR

Figura 3.4: Diagrama de arvore para o problema do radar

Exemplo 3.7 Considere que duas cartas de um baralho de poquer (13 cartas de cada um dos
naipes copas, paus, ouro, espada) sejam extraidas sem reposi¢do, uma depois da outra. Qual é a
probabilidade de nenhuma das duas ser de copas?

Solugao:

Para solucionar esse problema, devemos notar que as cartas no baralho sao igualmente provaveis,
antes e depois da primeira extragdo. Vamos definir os sequintes eventos:

Ci1 = copas na primeira extracao

Cy = copas na sequnda extracao
Queremos calcular Pr (61 N 62) . Pela regra da multiplicacao, temos que
Pr (61 N 62) =Pr (61) Pr (€2|€1)

Na primeira extracao, temos 39 cartas que nao sao de copas, em um baralho de 52. Na sequnda
extracao, dado que na primeira nao saiu copas, temos 38 cartas que nao sao copas em um baralho

de 51. Logo, %0 38
Pr (61 mbg) = Pr (61) Pr (62’61) = E X a
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Veja a Figura 3.5, onde temos o diagrama de drvore para esse problema. Cada nd na drvore
corresponde & ocorréncia de um evento condicionada & ocorréncia de todos os eventos representados
pelos nds anteriores no caminho correspondente. Assim, a parte superior da drvore corresponde a
ocorréncia de copas na primeira extragao - evento Cy - e a parte inferior & nao ocorréncia de copas
na primeira extracio - evento C1.

Continuando com a parte superior, vemos que

13

Pr (Cl) = @

12

Pr (Cglcl) = a
— 39

Pr (CQ|C’1) = a

Note que, pela lei do complementar, Pr (Cs|Cy)+Pr (62|C'1) = 1. Na parte inferior da drvore temos

— 39

Pr (01) == 5—2

— 13

Pr (02|01) == a
— = 38

Pr (02|01) == a

Figura 3.5: Diagrama de arvore para o experimento de extragao de 2 cartas sem reposicao

Exemplo 3.8 Suponhamos agora a extragao de 3 cartas sem reposicio, onde estamos interessados
no mesmo evento “nenhuma de copas”. Queremos Pr (C’l NCyN C’g) . Como generalizar a regra da
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multiplicagio para esse caso? Usando um recurso algébrico, podemos escrever (note que os termos
se cancelam):

Pr (62 N 61) y Pr (61 N 62 N 63)
Pr (Ul) Pr (62 N 61)
Pr (62 N 61) 9 Pr (63 N 62 N 61)
Pr (61) Pr (62 N 61)

Pr (61 még N 63) = Pr (61) X

= Pr (61) X

Aplicando a defini¢ao de probabilidade condicional, resulta que
Pr (61 N 62 N 63) =Pr (61) Pr (Uglal) Pr (63|62 N 61)

39

Voltando ao baralho, temos, como antes, Pr (61) =i elbr (62|61) = %. Com o mesmo tipo de

raciocinio, resulta que Pr (63]62 N 61) = %. Logo,

- = = 39 38 37
P =— X — X —
I(ClﬂCQQCQg) 52X51X50
Veja a Figura 3.6. No diagrama de drvore, o espaco amostral completo é exibido. Algumas
probabilidades sao:

13 12 11 22

Pr(ClﬂCQQC?)) = 5—2X5X%:m ramo 1
— 13 39 12 78

Pr<01ﬂ02m03) = ﬁXaX%:m ramo &
— — 39 13 38 247

Pr(CiNnCyNC3) = ﬁxax%:m ramo 6
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C 11/50
12/51 C < _

C 39/50

C 12/50

22/1700

78/1700
78/1700

247/1700

78/1700

247/1700
247/1700

703/1700

Figura 3.6: Diagrama de drvore para o experimento de extracao de 3 cartas sem reposicao

3.5 Regra geral da multiplicagao

O exemplo anterior ilustra a regra geral de multiplicacao.

Proposicao 3.2 Regra Geral da Multiplicacao

Seja Ay, As, ..., A, uma sequéncia de eventos de um espaco amostral ). Entdao

PI‘(AlﬂAgﬁﬂAn):Pl"(Al) XPI‘(A2|A1) Xoew XPI‘(An|A1ﬂA20ﬂAn_1)

3.5.1 Exercicios

61

(3.3)

3.6 Em uma pesquisa realizada com um grupo de alunos da UFF, constatou-se que 10% dos es-
tudantes nao utilizam transporte piublico para ir as aulas e que 65% dos estudantes que utilizam
o transporte publico fazem refei¢oes no bandejao do campus. Selecionando-se aleatoriamente um
estudante deste grupo, calcule a probabilidade de que ele use transporte piblico e faca refeicoes no

bandejao.
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3.7 As preferéncias de homens e mulheres por cada género de filme alugado em uma locadora de
videos estao apresentadas na tabela a sequir.

Tipo de filme
Sexo Comédia Romance Policial
Masculino 136 92 248
Feminino 102 195 62

Sorteando-se ao acaso um registro de locagao, pede-se a probabilidade de:
1. ser um filme policial alugado por uma mulher;
2. ser uma comédia;
3. ser de um homem ou de um romance;

4. ser de um filme policial dado que foi alugado por um homem.

3.8 Uma urna contém 6 bolas pretas e 5 bolas amarelas. Extraem-se seqiiencialmente 3 bolas dessa
urna, sem reposicdo. Qual é a probabilidade de que as 3 bolas sejam de cores iguais?

3.6 Independéncia de eventos

Considere novamente um baralho usual, com 52 cartas, 13 de cada naipe, do qual serd retirada
uma carta. Vamos definir os seguintes eventos:

C = “carta é de copas”
R = “carta é um rei”
V = “carta é vermelha”
T4 vi _ 13 _ 1. _ 4 _ 1 _ 2% _ 1
4 vimos que Pr(C) = &5 = 3; Pr(R) = 55 = 53 e Pr(V) = & = 5. Vamos agora calcular as

seguintes probabilidades condicionais: Pr(R|C') e Pr(V|C). No primeiro caso, estamos calculando
a probabilidade de sair um rei, dado que a carta é de copas e no segundo caso, estamos calculando
a probabilidade de sair uma carta vermelha, dado que saiu uma carta de copas.

Pr(R|C) = % _m_ 2L _pyp)

Pr(V|C) = Prlg‘:(g)c>:§§gg;:1¢f>r(v>

No primeiro caso, saber que a carta é de copas nao acrescentou informacao 1til para avaliarmos
a probabilidade de sair rei, ou seja, saber ou nao que saiu copas nao altera a probabilidade de sair
rei. J& no segundo caso, saber que saiu carta de copas faz com que mudemos a probabilidade de
sair carta vermelha. Como podemos ver, se sabemos que saiu carta de copas, entao a carta tem
que ser vermelha. Esses exemplos ilustram um conceito importante. No primeiro caso, dizemos
que os eventos R e C sao independentes e no segundo caso, os eventos V' e C sao dependentes. No
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primeiro caso, o conhecimento da ocorréncia de C' nao ajuda para reavaliarmos a probabilidade de

C';no segundo caso, o conhecimento da ocorréncia de C' faz com que mudemos nossa estimativa da
probabilidade de V.

Definicao 3.3 Sejam A e B eventos de um espago amostral 2. Entao, A e B sdo independentes
se

Pr(A|B) = Pr(A)

Essa definicao tem algumas implicagoes importantes. A primeira delas é a seguinte:

Pr(A|B) = Pr(A) = Pr(B|A) = Pr(B)

De fato:
B Pr(ANB)
= Pr(AnB)=Pr(A)Pr(B) =
_ Pr(BNA) Pr(A)Pr(B)
Pr(BJA) = PrA) PuA) Pr(B)
A conclusao disso ¢é a seguinte: se A e B s@o independentes, entdo B e A também o sdo (comuta-
tividade).

A segunda implicacao, bastante importante, é a seguinte: se A e B sao independentes, entao
Pr(An B) = Pr(A)Pr(B). Mas a reciproca dessa afirmativa também ¢é verdadeira, ou seja, se
Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B) entdao A e B sao independentes. De fato:

Pr(AnB) = Pr(A)Pr(B) =
Pr(A|B) — Prf()f(;f ) _ Pr(ﬁr)g)(B ) pra) =

A e B sao independentes

Esse resultado nos permite estabelecer uma outra definicao equivalente para a independéncia de
dois eventos.

Definicao 3.4 Sejam A e B eventos de um espago amostral 2. Entao, A e B sio independentes
se
Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B)

3.6.1 Exemplos

Exemplo 3.9 Num exemplo anterior, analisamos os dados apresentados na tabela a sequir, re-
ferentes a participacao de funciondrios de uma empresa em planos de aposentadoria complementar:

Plano pessoal | Total
Stm  Nao
Plano da | Sim | 200 200 | 400
Empresa | Nao 0 100 100
Total 200 300 | 500
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Naquele exemplo, estudamos os eventos E = “empregado tem o plano aposentadoria complementar
da empresa” e por P = “empregado possui plano pessoal de aposentadoria complementar”. Vamos
ver se esses eventos sao independentes.
Solugao:
Temos que
2
Pr(P) = -
(P) = :
4
Pr(F) = =
(B) = :
2
Pr(PNE) = —#Pr( ) Pr(E)
Logo, os eventos P e E nao sao independentes. Qutra forma de ver isso é
200 4
Pr(E|P =1=#Pr —
(B|P) = 20 = 1# Pr(B) = ¢

Exemplo 3.10 Sejam A e B eventos independentes em um espago amostral ). Prove que os
sequintes eventos também sao independentes:

1. AeB
2. AeB
Solugao:

1. Temos que

Pr(AN B) = Pr(B — A) = Pr(B) — Pr(AN B)
Como A e B sao independentes, Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B). Logo,
Pr(ANB) = Pr(B)- Pr(4)Pr(B)

= Pr(B)[L - Pr(A)
= Pr(B)Pr(4)
Logo, os eventos A e B sdo independentes.

2. Pela lei de De Morgan e pela lei do complementar, temos que
Pr(ANB) = Pr(AUB)=1-Pr(AUB)
= 1—Pr(A) —Pr(B) +Pr(An B)
Como A e B sao independentes, Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B). Logo,
Pr(ANB) = 1-Pr(A) - Pr(B)+ Pr(A)Pr(B)
= [1=Pr(4)] = Pr(B) [1 - Pr(4)]

[1—Pr(A)][1 — Pr(B)]
= Pr(A)Pr(B)

Logo, A e B sdo independentes.
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3.6.2 Exercicios

3.9 Sejam A e B eventos de um espago amostral Q) tais que Pr(A) = 1, Pr(B) = p e Pr(AUB) = 1.
Determine o valor de p para que A e B sejam independentes.

3.10 Volte ao Ezercicio 3.4 da Secao 3.2. Verifique se os eventos considerados sao independentes.
3.11 Sejam A e B eventos de um espag¢o amostral ) tais que Pr(A) > 0 e Pr(B) > 0.

1. Mostre que se A e B sao independentes, entao A e B nao podem ser mutuamente exclusivos.

2. Mostre que se A e B sao mutuamente exclusivos, entao A e B nao podem ser independentes.

3.7 Exercicios Complementares

3.12 Sejam A e B eventos de um espago amostral. Sabe-se que Pr(A) = 0,3; Pr(B) = 0,7 e
Pr(AN B) = 0,21. Verifique se as segquintes afirmativas sao verdadeiras. Justifique sua resposta.

1. A e B sdo mutuamente exclusivos;
2. A e B sao independentes;
3. A e B sdo independentes;
4. A e B sao mutuamente exclusivos;

5. A e A sio independentes.
3.13 Dois dados equilibrados sao lancados.

1. Calcule a probabilidade de sair 6 em pelo menos um dado.

2. Sabendo-se que sairam faces diferentes nos dois dados, determine a probabilidade de sair 6
em pelo menos um dado.

3. Os eventos “seis em pelo menos um dado” e “faces diferentes nos dois dados” sao indepen-
dentes?

3.14 Uma sala possui trés soquetes para ldmpadas. De uma caiza com 10 ldmpadas, das quais 6
estao queimadas, retiram-se 3 lampadas ao acaso, colocando-se as mesmas nos trés bocais. Calcular
a probabilidade de que:

1. pelo menos uma ldmpada acenda;

2. todas as lampadas acendam.
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3.15 O Ministério da Economia da Espanha acredita que a probabilidade da inflacao ficar abaixo
de 3% este ano é de 0,20; entre 3% e 4% ¢é de 0,45 e acima de 4% é de 0,85. O Ministério
acredita que, com inflagao abaizo de 3%, a probabilidade de se criar mais 200.000 empregos é de
0,6, diminuindo essa probabilidade para 0,3 caso a inflagdo fique entre 3% e 4%; no entanto, com
inflacao acima de 4%, isso é totalmente impossivel. Qual é a probabilidade de se criarem 200.000
empregos nesse ano?

3.16 Na wrna I hd 5 bolas vermelhas, 3 brancas e 8 azuis. Na wrna II hda 3 bolas vermelhas e
5 brancas. Lancga-se um dado equilibrado. Se sair 3 ou 6, escolhe-se uma bola da urna I; caso
contrario, escolhe-se uma bola da urna II. Calcule a probabilidade de

1. sair uma bola vermelha;
2. sair uma bola branca;

3. sair uma bola azul.

3.17 Joana quer enviar uma carta a Camila. A probabilidade de que Joana escreva a carta é %.
9

A probabilidade de que o correio nao a perca é 55. A probabilidade de que o carteiro a entreque €
s 9
também 5.
1. Construa o diagrama de drvore representando o espago amostral deste problema.
2. Calcule a probabilidade de Camila nao receber a carta.

3.18 Sejam A e B dois eventos tais que Pr(A) = 0,4 e Pr(AU B) = 0,7. Seja Pr(B) = p.
Determine o valor de p para que

1. A e B sejam mutuamente exclusivos;
2. A e B sejam independentes.

3.19 Sejam A e B eventos possiveis de um mesmo espago amostral ). Se P(A|B) = 1 verifique
a veracidade das sequintes afirmativas, justificando sua resposta.

1. A e B sdo independentes.
2. A e B sao mutuamente exclusivos.

3.20 Sejam A, B, C' eventos de um mesmo espago amostral. Sabe-se que (i) B é um subconjunto
de A; (ii) A e C sao independentes e (iii) B e C' sao mutuamente exclusivos. A probabilidade do
complementar da uniao dos eventos A e C ¢é 0,48; a probabilidade da unido dos eventos B e C' é
0,3 e a probabilidade do evento C' é o dobro da probabilidade do evento B. Calcule a probabilidade
da unido de A e B.

3.21 Uma comissao de dois estudantes deve ser sorteada de um grupo de 5 alunas e 3 alunos.
Sejam os eventos:

M, = “primeiro estudante sorteado é mulher”

M, = ‘“sequndo estudante sorteado é mulher”
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1. Construa um diagrama de drvore que represente o espago amostral deste experimento, indi-
cando as probabilidades.
2. Calcule Pr(M) e Pr(Ms).

3. Verifique se My e My sao independentes.

3.22 Em um campeonato de natagao, estao competindo trés estudantes: Alberto, Bosco e Carlos.
Alberto e Bosco tém a mesma probabilidade de ganhar, que é o dobro da de Carlos ganhar.

1. Ache a probabilidade de que Bosco ou Carlos ganhe a competicao.

2. Que hipdtese vocé fez para resolver essa questao? FEssa hipdtese é razodvel?

3.23 Solicita-se a dois estudantes, Maria e Pedro, que resolvam determinado problema. FEles
trabalham na solucao do mesmo independentemente, e tém, respectivamente, probabilidade 0,8 e
0,7 de resolvé-lo.

1. Qual é a probabilidade de que nenhum deles resolva o problema?
2. Qual é a probabilidade do problema ser resolvido?

3. Dado que o problema foi resolvido, qual é a probabilidade de que tenha sido resolvido apenas
por Pedro?

13

3.24 Joga-se um dado duas vezes. Considere os sequintes eventos: A = “ resultado do primeiro
lancamento é par” e B = “soma dos resultados é par”. A e B sdo independentes? Justifique.

3.25 Um aluno responde a uma questao de maltipla escolha com 4 alternativas, com uma so
correta. A probabilidade de que ele saiba a resposta certa da questdo é de 30%. Se ele nao sabe a
resposta, existe a possibilidade de ele acertar “no chute”. Nao existe a possibilidade de ele obter a
resposta certa por “cola”. Qual é a probabilidade de ele acertar a questao?



Capitulo 4

Teorema da Probabilidade Total e
Teorema de Bayes

Neste capitulo, vocé estudard dois importantes teoremas de probabilidade e verd suas aplicacoes
em diversas situacoes envolvendo a tomada de decisao. Esses teoremas, conhecidos como teorema
da probabilidade total e teorema de Bayes, resultam diretamente da definicao de probabilidade
condicional e das propriedades vistas para a probabilidade.

A apresentacao desses teoremas serd feita inicialmente através de exemplos, para que vocé
compreenda bem o contexto de sua aplicacdo. Ao final, serd apresentada a formulagao geral dos
teoremas.

Exemplo 4.1

Em uma linha de producao de uma certa fdbrica, determinada peca é produzida em duas
maquinas. A méquina 1, mais antiga, é responsdvel por 35% da produgao e os 65% restantes vém
da maquina 2. A partir dos dados passados e das informagoes do fabricante das méquinas, estima-
se em 5% a propor¢ao de pecas defeituosas produzidas pela maquina 1 e em 2,5% a proporcao de
defeituosas produzidas pela maquina 2. As pecas produzidas pelas duas maquinas seguem para
o departamento de armazenamento e embalagem, para venda posterior, sem distingao de qual
méquina a produziu.

1. Qual é a proporcao de pecas defeituosas colocadas no mercado por essa fabrica?

2. Se um cliente identifica uma peca defeituosa, qual é a probabilidade de que ela tenha sido
produzida pela méquina 27

Solucao:

1. Na Figura 4.1 representa-se a situacao descrita no exemplo. Nosso experimento aleatorio
é o sorteio de uma peca produzida por essa fabrica e nosso espago amostral, representado
pelo retdngulo, é o conjunto de todas as pecas produzidas em determinado periodo. Podemos
ver que o espaco amostral estd dividido em 2 eventos mutuamente exclusivos: M;, pecas
produzidas pela maquina 1, e My, pecas produzidas pela maquina 2. Mais precisamente,
2 = M; UM, — isso significa que M; e M, formam uma partigao do espago amostral (retorne

68
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a Segao 77, se necessario). Um outro evento de interesse é o evento D = “pega é defeituosa’.
Podemos ver que esse evento tem intersecao com os eventos M; e M, ou seja, ha pecas
defeituosas produzidas na mdquina 1 e na méquina 2.

M

N

Figura 4.1: Espaco amostral para o experimento do Exemplo 4.1

Pelos dados do problema, temos uma estimativa a prior: das proporcoes de pecas produzidas
em cada mdquina, ou seja, as probabilidades a priori dos eventos M; e My sao:

Pr(M;) = 0,35
Pr(M;) = 0,65

Sabemos também a proporcao de pecas defeituosas produzidas por cada maquina. KEssa
proporcao se traduz em uma probabilidade condicional: se a pega foi produzida pela méaquina
1, existe 5% de chance de ser defeituosa; para a maquina 2, essa chance reduz-se a 2,5%. Em
termos de probabilidade, temos

Pr(D|M;) = 0,05
Pr(D|M,) = 0,025

Como M; e M, formam uma particao de €2, podemos escrever
D= (DnM;)U (DN M,)

Mas M; e M, sdo mutuamente exclusivos; logo, (D N M;) e (D N M,) também o sdo. Assim,
pelo Axioma 3 da probabilidade, resulta que

Pr(D) = Pr[(DN M) U (DN M)
Pr(D N M) + Pr(D N Ms)
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Pela regra da multiplicagao (veja o capitulo anterior) sabemos que Pr(ANB) = Pr(A) Pr(B|A).
Logo,

Pr(D) = Pr(M;)Pr(D|M;)+ Pr(M,) Pr(D|M,)
= 0,35 x 0,05+ 0,65 x 0,025
— 0,03375

Note que a probabilidade de uma peca ser defeituosa é uma média ponderada das probabili-
dades de defeito em cada maquina; os pesos sao definidos de acordo com o nivel de produgao
de cada mdaquina.

2. Na segunda parte do exemplo, temos uma informacao sobre a pega: ela é defeituosa, ou
seja, sabemos que ocorreu o evento D. O que o problema pede é que, com essa informagao,
reavaliemos a probabilidade de a peca ter sido produzida pela méaquina 2. Essa probabilidade
é chamada probabilidade a posteriori, ou seja, é a probabilidade que calculamos depois de
realizado o experimento de sorteio e teste da peca. Em notacao matemadtica, temos que
calcular Pr(M;|D). Por defini¢ao, temos

Pr(M; N D)

PI‘<M2|D) = PI‘(D)

Usando a regra da multiplicagao e o resultado encontrado no item anterior, resulta que

PI'(MQ) PI‘(MQlD)
Pr(M;)PR(D|M,) + Pr(Ms) Pr(D|My)
0,65 x 0,025
0,35 x 0,05+ 0,65 x 0,025
0,01625

= = 0,481
0,03375 04315

Pr(My|D) =

Compare os resultados: sem qualquer informagao sobre o resultado do experimento, nossa
estimativa para a probabilidade de ocorréncia de My — peca ser produzida pela méquina 2 —
era 0,65; com a informacao de que a peca é defeituosa, a probabilidade de ter sido produzida
pela méaquina 2 diminui para 0,4815.

Exemplo 4.2

Considere novamente a situacao do Exemplo 4.1, mas com a seguinte modificacao: as pecas
sao produzidas em trés méquinas, que sao responsaveis por 30%, 35% e 35% da producao, res-
pectivamente. As propor¢oes de pecas defeituosas produzidas nessas mdquinas sao 5%, 2,5% e

2%.

1. Qual é a proporcao de pecas defeituosas produzidas na fabrica?

2. Se um cliente identifica uma peca defeituosa, qual é a probabilidade de que tenha sido pro-
duzida na méaquina 17 E na maquina 27 E na méquina 37
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Solucgao:

1. O espaco amostral desse experimento estd ilustrado no diagrama de arvore da Figura 4.2.

V
_)\

M,
D
M, /
o
D ™
M

y
b

Figura 4.2: Espaco amostral para o experimento do Exemplo 4.2

Como visto no capitulo anterior, cada galho da arvore corresponde ao condicionamento do
evento aos eventos dos galhos anteriores. Assim, na parte superior da drvore, temos os eventos
D|M; e D|M,. Na parte do meio, temos os eventos D|My e D|M, e na parte inferior, D|Ms;
(§ E|M3

Os dados do problema nos dao as seguintes probabilidades a priori:
Pr(M;) = 0,30
Pr(M;) = Pr(M;)=0,35

Pr(D|M;) = 0,05
Pr(D|M,) = 0,025
Pr(D|M;) = 0,02

Como antes, My, M, e M3 formam uma particao de () e, portanto, podemos escrever
D= (DN M)U(DNM)U(DnN Ms)
Mas M, M e Mj sdo mutuamente exclusivos; logo, (D N M), (D N Ms) e (D N M;) também

o sao. Pelo Axioma 3 da probabilidade, resulta que
Pr(D) = Pr[(DNM)U(DnNM)U (DN Ms)
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Pela regra da multiplicagao sabemos que Pr(A N B) = Pr(A) Pr(B|A). Logo,

Pr(D) = Pr(M)PR(D|M,) + Pr(M,) Pr(D|Ms) + Pr(Ms) Pr(D|Ms)
= 0,30 x 0,05+ 0,35 x 0,025 + 0,35 x 0,02
= 0,03075

Como antes, a probabilidade de uma peca ser defeituosa é uma média ponderada das pro-
babilidades de defeito em cada maquina, com os pesos definidos de acordo com o nivel de
producaode cada maquina.

2. Na segunda parte do exemplo, deseja-se calcular as probabilidades a posteriori Pr(M;|D),
Pr(Ms|D) e Pr(M;|D). Por definigao, temos

Pr(M; N D)

Pr(M|D) = —5- D)

Usando a regra da multiplicacao e o resultado encontrado no item anterior, resulta que

PI'(M1> PT(M1|D>
Pr(M;)PR(D|M,) + Pr(Ms,) Pr(D|Ms) + Pr(Ms) Pr(D|Ms)
0,30 x 0,05
0,30 x 0,05+ 0,35 x 0,025+ 0,35 x 0,02
0,015

pum pu— 4
0.03075 0, 487805

Pr(M,|D) =

Pr(M,) Pr(Ms|D)
Pr(M,)PR(D[M,) + Pr(My) Pr(D|Ms) + Pr(Ms) Pr(D|Ms)
0,35 x 0,025
0,30 x 0,05+ 0,35 x 0,025+ 0,35 x 0,02
0,00875

0,03075 0,284553

Pr(My|D) =

Pr(Ms) Pr(M;|D)
Pr(M,)PR(D|M,) + Pr(M,) Pr(D[M,) + Pr(Msy) Pr(D|Ms)
0,35 x 0,02
0,30 x 0,05 + 0,35 x 0,025 + 0,35 x 0,02
0,007

= = 0,227642
0,03075 0,2276

Pr(M;|D) =

Note que 0, 487805 + 0, 284553 + 0, 227642 = 1, 000000; esse resultado é imediato a partir do
fato de que Pr(£2) = 1. Se ocorreu uma pega defeituosa, essa peca s6 pode ter vindo de umas
das trés maquinas.
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Exemplo 4.3

Sabe-se que um “soro da verdade”, quando aplicado a um suspeito, & 90% eficaz quando a
pessoa é culpada e 99% eficaz quando ¢é inocente. Um suspeito é retirado de um grupo de pessoas,
onde 95% jamais cometeram qualquer crime.

1. Qual é a probabilidade de o soro dar a resposta certa?

2. Se o soro indica “culpado”, qual é a probabilidade de o suspeito ser inocente?
Solucgao:

1. Vamos definir os seguintes eventos (veja a Figura 4.3):
C = “suspeito é culpado” C = “suspeito é inocente”

V' = “soro indica culpado” V' = “soro indica inocente”

B

P

Figura 4.3: Espago amostral para o experimento do Exemplo 4.3

Note que vocé tem que definir os eventos de acordo com a execugao do experimento. Ao se
aplicar um soro da verdade, a resposta é “culpado” ou “inocente” e nao “soro acerta” ou
“soro erra”.

Os dados do problema nos dao as seguintes probabilidades:

Pr(V|C) = 0,90
Pr(V |C) = 0,99

Pr(C) = 0,9
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Usando o resultado sobre probabilidade do evento complementar, obtemos que:

Pr(V|C) = 0,10
Pr(V|C) = 0,01
Pr(C) = 0,05

A partigao do espago amostral ¢ definida pelos eventos C' e C, para os quais temos as proba-
bilidades a priori. Os eventos de interesse sao V' e V.

Seja o evento A = “soro acerta o diagnéstico”. Note que o soro pode diagnosticar corretamente
sendo o suspeito culpado ou inocente.Veja a tabela a seguir.

Suspeito
Inocente €' Culpado C'
Resultado | Inocente V/ OK! Erro
do soro Culpado V/ Erro OK!

Dessa forma,

A=(CnV)u(CnV)
Logo,

Pr(4) = Pr(CnV)+Pr(CnV)
Pr(C)Pr(V | C) + Pr(C) Pr(V |C)
= 0,05x%x0,90+0,95 x 0,99

— 0,985

2. Queremos calcular Pr(C | V). Por definicdo temos que:

Pr(CNV)

Pr(C|V) = Pr (V)

O soro pode indicar culpado sendo o suspeito culpado (acerto do diagndstico) ou inocente
(erro no diagnéstico), ou seja:

Pr(V) = Pr(VNnC)+Pr(VNnC)
= Pr(V|C)xPr(C)+Pr(V|C) x Pr(C)
= 0,90 x 0,05+ 0,01 x 0,95 = 0,045 + 0,0095 = 0, 0545

Pr(VNC)=Pr(V|C) x Pr(C)=0,01 x 095 = 0,0095
Logo,
0,0095

PriCIV) = (e

=0,1743
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Exemplo 4.4

Uma caixa contém trés moedas. A moeda 1 é honesta, a moeda 2 tem duas caras e a moeda 3
¢ viciada de tal modo que cara é duas vezes mais provavel que coroa. Uma moeda é escolhida ao
acaso e lancada.

1. Qual é a probabilidade de observarmos cara e moeda 17
2. Qual é a probabilidade de observarmos cara?

3. Se o resultado foi cara, qual a probabilidade que a moeda lancada tenha sido a moeda 17
Solucao:

Vamos definir os eventos

K = cara C = coroa
M; = moedal My = moeda 2 M3 = moeda 3

E dado que
1
Pr(K[Mi) =5 Pr(K[M) =1

Para a moeda 3, como a probabilidade de cara é duas vezes a probabilidade de coroa e a soma
dessas probabilidades tem que ser 1, resulta que

2
Pr(K|Ms) = 3

Como a moeda lancada é escolhida aleatoriamente, temos que

Pr(M,) = Pr(My) = Pr(My) = %

Veja a Figura 4.4.
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1/3
1/3 1 K
M, /
"
0C
M

1/3 .

Figura 4.4: Espaco amostral para o Exemplo 4.4 das 3 moedas

(a) Aqui a solucao é conseqiiéncia direta da regra de multiplicagao:

Pr(KNM) = Pr(M;)xPr(K|M)
1 1 1

= =X == —
3 2 6

(b) Os eventos que formam a parti¢cdo do espago amostral sao M;, My e M. Logo,

Pr(K) = Pr(KNM)+Pr(KNM,)+Pr(KnNMs)=
= Pr(M;) x Pr(K|M;)+ Pr (M) x Pr(K|M,) + Pr (M3) x Pr (K|M;) =

ol (b, 21 1B _13
3 2 3/ 376 18

(c) O problema pede
Pr(KNM) Pr(M)xPr(K|M)

1
6
Pr(K) Pr(K) 813

Pr (My|K) =

Exemplo 4.5

Um gerente de banco tem que decidir se concede ou nao empréstimo aos clientes que o solicitam.
Ele analisa diversos dados para estudar a possibilidade de o cliente vir a ficar inadimplente. Com
base em dados passados, ele estima em 15% a taxa de inadimpléncia. Dentre os inadimplentes, ele
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tem 80% de chance de tomar a decisao certa, enquanto que essa chance aumenta para 95% entre
os clientes adimplentes. Esse gerente acaba de recusar um empréstimo. Qual é a probabilidade de
ele ter tomado a decisao correta?

Solucgao:

Os fatos envolvidos nesse processo decisério sao: “cliente é inadimplente ou nao” e “gerente
concede ou nao o empréstimo”. Vamos definir os seguintes eventos:

I = “cliente é inadimplente”

C = ‘“gerente concede empréstimo”
Usaremos a notagao de evento complementar para definir

= “cliente é adimplente”

Ql ~i
|

“gerente nao concede empréstimo”
Note que temos duas possibilidades de acerto e duas possibilidades de erro. Os acertos sao:

e cliente ¢ inadimplente e gerente nao concede o empréstimo

e cliente é adimplente e gerente concede o empréstimo
Os erros sao:

e cliente ¢ inadimplente e gerente concede o empréstimo

e cliente é adimplente e gerente nao concede o empréstimo

A arvore que representa o espago amostral é dada na Figura 4.5.

e
.

'®

Figura 4.5: Espago amostral para o Exemplo 4.5
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As probabilidades dadas sao

Pr(I) = 0,15
Pr(C|I) = 0,80 (decisdo certa dado cliente inadimplente)
Pr(C|I) = 0,90 (decisao certa dado cliente adimplente)

Pela lei do complementar, resulta que

Pr(I) = 0,85
Pr(C|I) = 0,20
Pr(C[T) = 0,10

Com relagao ao que o problema pede, temos que, dado que o gerente recusou o empréstimo, a
decisao s6 serd certa se o cliente for inadimplente. Logo, temos que calcular

Pr(I|C) = %

Mas, o gerente pode recusar o empréstimo sendo o cliente inadimplente ou nao, ou seja,

Pr(C) = Pr(CNI)+Pr(CnI)
= Pr(I)Pr(C|I) + Pr(I) Pr(C|I)
= 0,15 % 0,80+ 0,85 x 0,10
= 0,205

Pr(INC)
Pr(C)
Pr(I) Pr(C|I)
Pr(1) Pr(C|I) + Pr(I) Pr(C|I)
0,15 x 0,80
0, 205
= 0,5854

Pr(I|C) =

4.1 Teorema da probabilidade total e teorema de Bayes

Considere a Figura 4.6, onde Aj, As, ..., A, é uma particao do espaco amostral 2 e B um evento
qualquer em ).
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-
-
S

Figura 4.6: Particao do espago amostral

Como a uniao de todos os A;’s é o espaco amostral, segue que
B=(ANBUANB)U---U(A,NB)

O fato de alguns desses termos ser o conjunto vazio (por exemplo, B N A, = &) nao invalida o
resultado, uma vez que A U @ = A. Por defini¢ao de particao, os A;’s sao mutuamente exclusivos
dois a dois; logo, os eventos A; N B também o sao. Entao, pela lei da probabilidade de eventos
disjuntos, podemos escrever

Pr(B) = Pr{(AiNB)U(AeNB)U---(A,NB)| =
= Pr(AiNB)+Pr(ANB)+---+Pr(4,NB)

e a regra da multiplicacao nos déd que
Pr(B) = Pr(A;) Pr(B|A;) + Pr(Ay) Pr(B|As) + - - - + Pr(A4,) Pr(B|A,)

Esse resultado é conhecido como teorema da probabilidade total.

Teorema 4.1 Teorema da probabilidate total
Seja A1, As, ..., A, uma particao do espaco amostral 2 e seja B um evento qualquer em 2.
Entao

Pr(B) = 3" Pr (4) Pr (B|A;)

=1

Como visto, a probabilidade Pr(A;) é denominada probabilidade a priori do evento A;. Con-
tinuando no contexto da Figura 4.6, suponhamos agora que B tenha ocorrido. Vamos usar essa
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informagao para calcular a probabilidade a posteriori do evento A;, ou seja, vamos calcular Pr(A4;|B).
Por defini¢ao temos que

Pr(B)
Usando a regra da multiplicacao e o teorema da probabilidade total, resulta que

n

3 Pr(4) Pr(Bl4)

Pr (A;|B) =

Pr (4| B) =

Esse resultado é conhecido como teorema de Bayes.

Teorema 4.2 Teorema de Bayes
Seja A1, As, ..., A, uma particao do espaco amostral 2 e seja B um evento qualquer em 2.

Entao

n

;Pf (A;) Pr(B|A;)

Pr (A,;|B) =

E importante que, na resolucio de exercicios e também na aplicacio pratica desses teoremas,
vocé identifique os eventos de interesse, os eventos que definem a particao do espago amostral e
quais sao as probabilidades a priori. Em geral, sao essas probabilidades que identificam a particao
de 2. Vamos considerar mais um exemplo para ilustrar esses pontos.

Exemplo 4.6

Em uma turma de Administracao, 65% dos alunos sao do sexo masculino. Sabe-se que 30% dos
alunos tém carro, enquanto que essa propor¢ao entre as alunas se reduz para 18%. Sorteia-se ao
acaso um estudante dessa turma usando o seu nimero de matricula e constata-se que possui um
carro. Qual é a probabilidade de que a pessoa sorteada seja do sexo feminino?

Solugao:

Os eventos em questao envolvem o sexo do aluno e a posse de um carro. Vamos definir os
eventos de interesse da seguinte forma:

H = homem M = mulher

C = possui carro C = nao possui carro

Note que H e M definem uma particdo do espaco amostral, assim como C' e C' . No entato, as
probabilidades a priori dadas referem-se a H e M; logo, a particao de () serd definida em termos
desses eventos. Os dados do problema nos dao que

Pr(H) = 0,65 = Pr(M)=0,35
Pr(C|H) = 0,30 = Pr(C|H) =0,70
Pr(C|M) = 0,18 = Pr(C|M) = 0,82
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O problema pede Pr(M|C) e para calcular essa probabilidade, temos que calcular Pr(C'). Pelo
teorema da probabilidade total, sabemos que

Pr(C) = Pr(CNM)+Pr(CNH)
= Pr(M)Pr(C|M)+Pr(H)Pr(C|H)
= 0,35x0,18+0,65 x 0,70
— 0,518

Logo,

Pr(Cn M)
Pr(C)
Pr(M) Pr(C|M)
Pr(C)
0,35 % 0,18
0,518
= 0,12162

Pr(M|C) =

4.2 Exercicios Complementares

4.1 Uma propaganda de um curso preparatorio para a prova da ANPAD diz que 80% dos seus
alunos consequem ingressar em algum programa de Mestrado em Administra¢do. Dos cadastros da
ANPAD, sabe-se que 15% dos candidatos aos programas de Mestrado escolhem esse curso e que o
indice geral de aprovagao é de 63%. (Dados ficticios)

1. Se um candidato nao escolhe esse curso, qual é a probabilidade de ele passar no exame da
ANPAD?

2. Sabe-se que um aluno foi aprovado, conseguindo ingressar no programa de Mestrado de uma
grande universidade. Qual é a probabilidade de ele ter fregiientado este curso preparatorio?

4.2 Em uma localidade, 8% dos adultos sofrem de determinada doenga. Um médico local diagnos-
tica corretamente 95% das pessoas que tém a doencga e diagnostica erradamente 2% das pessoas que
nao a tém. Um adulto acaba de ser diagnosticado pelo médico como portador da doenca. Qual é a
probabilidade de esse adulto ter, de fato, a doen¢a?

4.3 Uma urna contém 4 bolas numeradas de 1 a 4. Duas bolas sao retiradas sem reposi¢ao. Seja
A o evento “soma é 57 e seja B; o evento “primeira bola sorteada tem o nimeroi”, i =1,2,3,4.
Calcule Pr (A | B;) e Pr(B;| A) para i=1,2,3,4.

4.4 Resolva o exercicio anterior, supondo que as extragoes sejam feitas com 1eposi¢ao.

4.5 Numa prova hd 7 perguntas do tipo Verdadeiro-Falso. Calcule a probabilidade de um aluno
acertar todas as 7 questoes

1. se ele “chuta” as respostas;
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2. se ele “chuta” as respostas, mas sabendo que hd mais Verdadeiros do que Falsos.

4.6 Continuacao do Exercicio 3.15 do Capitulo 8. O Ministério da Fconomia da Espanha acredita
que a probabilidade de a inflagdo ficar abaizo de 3% este ano é de 0,20; entre 3% e 4% é de 0,45 e
acima de 4% ¢ de 0,35. O Ministério acredita que, com inflacao abaizo de 3%, a probabilidade de
se criar mais 200.000 empregos é de 0,6, diminuindo essa probabilidade para 0,3 caso a inflacao
fique entre 3% e 4%; no entanto, com inflagcao acima de 4%, isso é totalmente impossivel. No ano
sequinte, um economista estrangeiro constata que foram criados 200.000 empregos novos. Qual é a
probabilidade de a inflagao ter ficado abaixo de 3%¢

4.7 Continuacao do Ezercicio 3.17 do Capitulo 3. Joana quer enviar uma carta a Camila. A

probabilidade de que Joana escreva a carta é 1%. A probabilidade de que o correio nao a perca é 1%.
A probabilidade de que o carteiro a entreque é também 1%. Dado que Camila nao recebeu a carta,
qual é a probabilidade de que Joana nao a tenha escrito?

4.8 Continuacao do Exercicio 3.25 do Capitulo 3. Um aluno responde a uma questao de miltipla
escolha com 4 alternativas, com uma sé correta. A probabilidade de que ele saiba a resposta certa
da questao é de 30%. Se ele nao sabe a resposta, existe a possibilidade de ele acertar “no chute”.
Nao existe a possibilidade de ele obter a resposta certa por “cola”. Se o aluno acertou a questao,
qual é a probabilidade de ele ter “chutado” a resposta?

4.9 Consideremos dois dados: um deles é equilibrado e o outro viciado, com Pr(1) = 0,5 e Pr(2) =
-+« =Pr(6) =0,1. Escolhe-se um dos dados ao acaso e efetuam-se dois langamentos, que resultam
ambos na face 1. Qual a probabilidade de ter sido escolhido o dado viciado?

4.10 Uma urna tem & bolas brancas, 3 pretas e 4 azuis. Duas bolas sao retiradas ao acaso e
substituidas por 5 vermelhas. Depois disso, retira-se uma bola. Qual é a probabilidade de ser azul?

4.11 Sao dadas as urnas A, B e C. Da urna A é retirada uma bola, que é colocada na urna B.
Da urna B retira-se, entao, uma bola que é colocada na urna C. Retira-se em sequida uma bola da
urna C. A probabilidade de ocorrer bola de cor vermelha na ltima extracao é 0,537. Determinar
o valor de x sabendo que as urnas tém as sequintes composi¢oes:

4% 3V 9—2 V
N A L

onde V' representa bola vermelha e P, bola preta.

4.12 O chefe do Setor de Compras de uma empresa trabalha com 3 grandes distribuidores de
material de escritério. O distribuidor 1 é responsdvel por 70% dos pedidos, enquanto cada um dos
outros 2 distribuidores responde por 15% dos pedidos. Dos registros gerais de compra, sabe-se que
6% dos pedidos chegam com atraso. A propor¢ao de pedidos com atraso do distribuidor 1 é a metade
da proporcao do distribuidor 2 que, por sua vez, é o dobro da propor¢do do distribuidor 3. Calcule
a porcentagem de pedidos com atraso de cada um dos distribuidores.
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4.13 O gerente de Recursos Humanos de uma empresa escolhe estagidrios oriundos de dois cursos
de Administra¢ao. No curso 1, a propor¢ao de alunos com boa formagao em informdtica é de 60%,
enquanto no outro curso, essa proporcao cai para 40%. Um estagidrio acaba de ser contratado. A
probabilidade de que tenha boa formacgao em informdtica é 0,44. Qual é a preferéncia (probabilidade)
do gerente pelo curso 17

4.14 Em um escritorio de contabilidade, o contador-chefe tem trés auxiliares, um que trabalha em
tempo integral e os outros dois que trabalham em tempo parcial. O funciondrio de tempo integral é
responsavel por 50% dos balancetes, enquanto cada um dos funciondrios de tempo parcial responde
pela metade dos balancetes restantes. Nos ltimos 2 meses, a propor¢cao de balancetes com erros
oriundos do funciondrio de tempo integral foi de 5%, enquanto para os funciondrios de tempo parcial
essas proporcoes foram de 6% e 8%. O chefe resolve, entdo, fazer um novo treinamento, discutindo
0s principais erros encontrados. No més sequinte ao treinamento, a propor¢ao de balancetes com
erro cai pela metade, com cada funciondrio de tempo parcial produzindo a mesma propor¢ao de
balancetes com erro, igual a metade da propor¢ao de erros do funciondrio de tempo integral. Quais
sao as novas propor¢oes de balancetes com erro de cada funciondrio?

4.15 Um empreiteiro apresentou orcamentos separados para a execucdao da parte elétrica e da
parte hidrdulica de um edificio. FEle acha que a probabilidade de ganhar a concorréncia da parte
elétrica é de 1/2. Caso ele ganhe a parte elétrica, a chance de ganhar a parte hidrdulica é de 3/4;
caso contrdrio, essa probabilidade é de 1/3. Qual é a probabilidade de ele:

1. ganhar os dois contratos?
2. ganhar apenas um?

3. nao ganhar qualquer contrato?



Capitulo 5

Solucao dos Exercicios

5.1 Capitulo 1

1. K = cara C = coroa
Q={KKK,KKC,KCK,CKK,KCC,CKC,CCK,CCC}
A={KKK,CCC}

B={KKK,KKC,KCK,KCC}
C={KCc,ccc}

2. Veja a Figura 5.1.

@c 0% |8

(a) (b) () ()

Figura 5.1: Solucao do Exercicio 1.2

3. Area 1: sdo os elementos que pertencem apenas ao evento A : ANBNC
Area 2: s@o os elementos que pertencem apenas ao evento B : ANnBNC
Area 3: sdo os elementos que pertencem apenas ao evento C': AN BN C
Area 4: sdo os elementos que pertencem a A e a B, masnaoa C: ANBNC
Area 5: s@o os elementos que pertencem a A e a C, masndaoa B: ANBNC
Area 6: sdo os elementos que pertencem a B ea C, masndoa A: ANBNC
Area 7: sdo os elementos que pertencem a A, a Bea C: ANBNC

Area 8: sfio os elementos que nio pertencem nem a A, nem a B, nem a C : ANBNC =
AuBUC

84
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4. .

(a) Q=1{0,1,2,...}

(b) Representando por M e F' os sexos masculino e feminino, respectivamente, podemos
representar o espago amostral como

M,F, MM, MF,FM,FF,
MMM, MMF, MFM, FMM, FFM, FMF, MFF, FFF,
Q= FFFF,FFFM,FFMF,FMFF, MFFF, MMFF,
MFMF,MFFM,FFMM,FMFM, FMMF,
MMMFE, MMFM, MFEMM, FMMM, MMMM

Note que representamos af os casais com um filho, dois filhos, trés filhos e quatro filhos.
(c) A lampada pode queimar logo ao ser ligada e, teoricamente, pode durar para sempre;
logo, ©2 = (0, 00).

(d) Como temos que sortear as 3 mulheres, serdo necessérios no minimo 3 sorteios e, no pior
dos casos, a tltima mulher serd a tultima a ser sorteada. Como estamos interessados
apenas no nimero de sorteios, o espaco amostral é Q = {3,4,5,6,7,8,9,10}

(e) Podemos obter cara logo no primeiro langamento ou entao no segundo ou no terceiro....
teoricamente, pode ser necessario langar a moeda infinitas vezes. Logo, Q = {1,2,3,...}

() Q= AAAB,AC,AD,AE, BA, BB, BC,BD, BE,CA,CB,CC,

N CD,CE,DA,DB,DC,DD,DE,FA,EB,EC,ED,EFE

_ | AB,AC,AD, AE, BA, BC, BD, BE,CA,CB,CD,CE,
(g) 2= DA,DB,DC,DE, EA,EB, EC, ED

(a) (A NBN 6) U (Z NnBN 6) U (Z NBN C) - 0 primeiro termo corresponde ao evento
“apenas A ocorre”, o segundo ao evento “apenas B ocorre” e o terceiro ao evento “apenas
C ocorre”.

(b) ANBNC=AUBUC

(c) “Pelo menos dois” significa, neste caso, 2 ou 3 ocorrem, ou seja:
(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)

o primeiro termo corresponde & ocorréncia de A e B, mas nao de C'; o segundo termo,
ocorréncia de B e C, mas nao de A; o terceiro, ocorréncia de A e C', mas nao de B e o
quarto termo corresponde & ocorréncia dos 3 simultanemente.

(d) No méximo 2 significa ou nenhum ocorre, ou ocorre apenas um, ou ocorrem apenas 2. No
caso de 3 eventos, a tinica possibilidade excluida é a ocorréncia dos trés simultanemente,
ou seja, ANBNC.
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5.2 Capitulo 2

1. Vamos denotar por C' o evento “balancete de custo” e por O o evento “balancete de orga-
mento”. Temos:

#0O =4 #C =3 #O =T
Logo,

2. O espago amostral para o experimento do sorteio seqiiencial de 2 balancetes sem reposigao é

(0103, 0,03,0104,0501,0,03,0504, )
0301, 0302, 0504, 0401, 0405, 0403,
0,01, 0103, 0105, 0201, 0205, 02Cs,

Q=4 050C1,03C,, 0303, 04C1, 04C5, 04C,

C101, C10,, G103, C104, G204, G20,

(203, €204, C301, C503, C303, €304,

C1Cy, C1C5, G20, CoCs, O30, O30

Vs
Logo, #Q = 42.

(i) Seja A = “dois balancetes de custos”. Entao,

A= {01027 0103, OQCla 0203’ CY3C717 0302}

6 1

(ii) Seja B = “dois balancetes de or¢amento”. Entao,

B = 0102,0103,0104702017020370204,
n 03017 03027 03047 04017 04027 0403

12 2

(iii) Seja C' = “dois balancetes de tipos diferentes”. Entao

01017 01027 01037 02017 02027 02037
O3C1, 0303, 03C3,04C1, 04Cy, O4Cs,
C\’1017 C11027 C(1037 C11047 02017 02027
203, C504, €301, C304, €303, C304,
24 4
Pr(C)=—==.
PO =57
3. Para a primeira posicao, temos os 3 livros; escolhido o primeiro livro, sobram 2 para a segunda
posicao. Finalmente, escolhidos os livros para as duas primeiras posicoes, sobra 1 livro para
a ultima posicao. Pelo principio da multiplicacao, o nimero total de escolhas é 3 x 2 x 1 = 6.
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4.

10

Para a primeira posicao, temos os 5 algarismos; para a segunda, temos 4, j& que os algarismos
tém que ser diferentes. Continuando, para a terceira, temos 3; para a quarta, temos 2 e para
a ultima resta apenas 1. Logo, exitesm 5 X 4 X 3 X 2 X 1 = 120 niimeros com 5 algarismos
distintos escolhidos dentre 1, 3, 5, 7, 9.

Se os algarismos 1 e 3 tém que estar juntos, podemos pensar neles como um bloco, que
deve ser colocado junto com os algarismos 5, 7, 9. Logo, para organizar esses 4 blocos, hd
4 x 3 x 2 x 1 = 24 maneiras diferentes. Por sua vez, o bloco dos algarismos 1 e 3 pode ser
organizado de 2 maneiras diferentes. Logo, o niimero total de possibilidades é 2 x 24 = 48.

. Note que o conceito de anagrama é o mesmo de permutacao.

(a) Como ha 6 letras diferentes, o nimero de anagramas é 6! =6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 720.

(b) Fixada a letra T na primeira posigao, as outras 5 podem ser organizadas de 5! = 120
maneiras diferentes.

(c) Fixadas a primeira e a ultima letras, as outras 4 podem ser organizadas de 4! = 24
maneiras.

(d) Temos 4 vogais. Esse bloco pode ser organizado de 4! = 24 maneiras. Para juntar
esse bloco com as 2 consoantes, hd 3! = 6 maneiras diferentes. Logo, o nimero total é
24 x 6 = 144.

. Ha um total de 10 pessoas; logo, o nimero total de filas é 10! = 3.628.800

Se Joao e Maria estao juntos, podemos pensar neles como uma sé6 pessoa. Logo, hd 9! maneiras
de organizar a fila. Mas existem 2 maneiras de organizar Joao e Maria. Logo, o nimero total
de filas em que Joao e Maria estao juntos é 9! x 2 = 725.760. Pela lei do complementar, o
nimero de filas em que Joao e Maria estao separados é 3.628.800 — 725.760 = 2.903.040.

Para abrir o cofre, ela tem que achar a permurracao correta dos 3 algarismos do segredo. O
10!
niimero total de possibilidades ¢ P, = o = 10 x 9 x 8 =720
Os nimeros pares com esses algarismos tém que terminar com 6 ou 8. Fixada a tltima posicao
(6 ou 8), sobram 2 posigdes para serem preenchidas com os 5 algarismos restantes. Logo, o
|

niimero total é 2 x PZ =2 x 5 = 40.

5

3
de comissoes em que Maria e Joao estao juntos é dado por

7 4 7! 4] TxX6 4x%x3
2 2 2151 212] 2 2

Logo, o niimero de comissoes em que Joao e Maria nao estao juntos é 560 — 126 = 434

8
O numero total de comissoes é < 3> X = 560, conforme visto no Exemplo 2.18. O nimero

. 52
O niimero total de possibilidades para se extrairem 3 cartas sem reposicao é #() = ( 5 ) .
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13
(a) Existem 13 cartas de espadas. Logo, ha ( 3) maneiras diferentes de se extrairem 3

cartas de espadas. Assim, se F3 ¢ o evento “3 cartas de espadas”, temos que

(13)
13! 1491
Pr(E3) = 3 3 349

(52) = 31101 * 521
3

13 x 12 x 11

52 x 51 x 50

1716
= = 0,01294
132600 O V1%

(b) O mesmo célculo feito em (a) vale para os 4 naipes. Sejam Ejs, Cs, Ps, O3 0s eventos
“3 cartas de espadas”, “3 cartas de copas”, “3 cartas de paus” e “3 cartas de ouro”,
respectivamente. Entao, Pr(Es) = Pr(Cs) = Pr(C3) = Pr(O3). Logo, a probabilidade do
evento I3 = “4 cartas do mesmo naipe” é

PI‘(Ig) == PI’(Eg U 03 U Pg U 03) =
= Pr(E;) + Pr(C3) 4+ Pr(C3) + Pr(0O;)

(13>
3
= 4 =4 x0,01294

52
(5)

(c) Note que o evento D = “trés cartas de naipes diferentes” nao é o complementar de /3,
pois, por exemplo, a seqiiéncia C'C'E pertence ao complementar de I3, mas nao pertence
ao evento D. Para calcular a probabilidade do evento D, note que para a primeira carta,
temos 52 possibilidades — qualquer carta serve. Para a segunda carta, temos que excluir
as cartas do naipe da primeira; logo, sobram 39. Para a terceira, temos que excluir

as cartas dos 2 naipes anteriores; logo, sobram 26. Pelo principio da multiplicacao, o
nimero total de possibilidades é 52 x 39 x 26 e a probabilidade pedida é

_52><39><26

G
0 (5 () () (2) o

12. Cada jogador tem n — 1 oponentes. Logo, existem n(n — 1) maneiras de selecionar 2 par-
ticipantes. Como a ordem dos 2 selecionados nao importa, o nimero total de partidas é

n(n—1) Logo
2
w — 780 = n®—n—1560 =0 =
1+ /176240 40
n = 5 =n= a9
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Como o nimero de participantes tem que ser positivo, a solucao é n = 40 participantes.

13. .

(a) Se o menor nimero é 7, isso significa que uma das bolas é a de mimero 7 e as outras 2
tém nimero de 8 a 15 e a ordem nao importa. A probabilidade de sortear a bola 7 é i
Se a bola 7 & sorteada, sobram 14, das quais 8 tém nimero maior que 7. A probabilidade
de sortear duas com nimero maior que 7, nesse caso, ¢ — X —. Como a ordem nao

14 ° 13
importa, existem (:1)’) maneiras de sortear essas 3 bolas. Logo, a solucao é

1 4
7,>7,> 7 em qualquer ordem — — X 8 X 1 X (3) = —

15 14 13 1 65
1 6 5} 3 3
(b) 7,<7,< 7 em qualquer ordem — ITRETRETR <1> = o1

14. Aqui vamos usar a Propriedade 7 que d4 a probabilidade da uniao de 2 eventos e também a
propriedade distributiva da intersecao e uniao, vista no capitulo anterior.

Pr(AUBUC) = Pr{(AUB)UC] =
= Pr(AUB)+Pr(C)—-Pr[(AUuB)NC] =
= [Pr(A)+Pr(B)—Pr(AnB)|+Pr(C)
—Pr[(AnC)u(BnNC)]
= Pr(A)+Pr(B)—Pr(ANB)+Pr(C)—
—{Pr(ANnC)+Pr(BNC)-Pr[(AnC)Nn(BNO)|}

Mas (ANC)N(BNC)=AnBnNC. Logo,

Pr(AUBUC) = Pr(A)+Pr(B)+Pr(C)
—Pr(ANnB)—-Pr(AnC)—-Pr(BNC)
+Pr(ANBNC)

Note que como todos os termos estao divididos por #¢2, esse resultado vale também para a
cardinalidade da uniao de trés eventos — basta substituir Pr por #.

15. Existem 10 letras nessa palavra, das quais 5 sao vogais e 5 sao consoantes.

(a) Para a consoante da primeira posi¢ao, ha 5 possibilidades e para a vogal da tltima
posicao ha 5 possibilidades. Excluidas as 2 escolhidas, sobram 8 letras, que podem
ser permutadas de 8! maneiras. Logo, o nimero total de anagramas comecando com
consoante e terminando com vogal é 5 x 5 x 8! = 1.008.000

(b) Podemos pensar no bloco SIM como uma letra, que deve ser permutada com as 7 letras
restantes. Entao, hd 8! = 40.320 anagramas com as letras SIM juntas nessa ordem.
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(c¢) Existem 3! maneiras de organizar as letras SIM; logo, o nimero total de anagramas com
as letras SIM juntas em qualquer ordem é 8! x 3! = 241.920

(d) Vamos denotar por S; o evento “letra S na primeira posi¢ao” e por I o evento “letra I
na segunda posi¢ao”. O evento S; N I corresponde aos anagramas que comegam com as
letras SI nessa ordem: hd 8! = 40.320 desses anagramas.

(e) O problema pede #(5; U I5) que, pela Propriedade 7, é

#(S1 U o) = #(51) + #(I2) — #(51 N I2)

O evento S corresponde aos anagramas que comegam com S e 0 evento /5 aos anagramas
com I na segunda posigao. Entao, #51 = #1, = 9!. Logo,

#(S1UL) = #S1+#L—#SN1
9! + 9! — 8! = 685.440

(f) Continuando com a nossa notagao, seja Mz o evento “letra M na terceira posigao”. O
problema pede #(S; U Iy U Ms). Pelo exercicio anterior,

#(S1 UL UM;s) = #S1+#L+ #Ms
—#(S1 N 1y) — #(S1 N Ms) — # (1o N M)
+# (S1 NI N Ms)
= 9149149 -8l -8 — 8! + 7!
= 3x9'—-3x8+7!
= 1.088.640 — 120.960 + 5040
= 972.720

16. A Propriedade 6 nos diz que Pr(AN B) = Pr(A — B) = Pr(A4) — Pr(AN B)

(a) Esse resultado trata da probabilidade de ocorrer A e B, mas ndao C. Usando a pro-
priedade associativa, temos que

Pr(ANBNC)=Pr[(ANB)NC] =Pr(ANB)—Pr(ANBNC)

Veja a Figura 5.2. Toda a parte sombreada corresponde a ocorréncia de A e B, ou
seja, AN B. A parte sombreada mais escura é o evento de interesse: AN BNC e a parte
sombreada mais clara é AN BNC.
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Figura 5.2: Ocorréncia oso eventos A e B mas nao de C' - Exercicio 2.16-a

(b) Esse resultado trata da probabilidade de ocorrer apenas A, dentre os trés eventos. U-
sando as propriedades comutativa e associativa, mais o resultado da letra (a), podemos
escrever

Pr(AnBNC) =

.

r( NB)=Pr[(AnC)NB]

= Pr( ) —Pr(AnC N B)

= Pr(A)—Pr(ANC)-Pr(ANBNC)

= Pr(A)—Pr(AnC)—[Pr(ANB)—-Pr(ANBNC)]
Pr(A) —Pr(ANnC)—-Pr(ANB)+Pr(ANBNC)

ANC
ANC

Veja a Figura 5.3. Toda a parte sombreada corresponde ao evento A. A parte sombreada
mais escura corresponde ao evento de interesse: A N B N C. Note que se subtrairmos
ANB e ANC, estaremos subtraindo duas vezes AN BNC'; af, temos que somar ANBNC
uma vez para compensar.
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Figura 5.3: Ocorréncia de A, mas nao de B e C' - Exercicio 2.16-b

17. #A =470 #B =420 #C =315
#(ANB) =110 #(ANC)=220 #(BNC)=140
#(ANBNC)="15 # = 1000
Veja a Figura 5.4

190

Figura 5.4: Solucao do exercicio sobre os 3 jornais

(a) Note que o evento AU BUC' corresponde ao evento “familia sorteada assina pelo menos
um jornal”. O problema pede “nao assina qualquer jornal”, ou seja, AN B N C. Pelas
leis de De Morgan e do evento complementar, temos que

Pr(ANBNC)=Pr(AUBUC)=1—-Pr(AUBUC)
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Mas,

Pr(AUBUC) = Pr(A)+Pr(B)+Pr(C)—Pr(ANB)—-Pr(ANnC)—-Pr(BNC)
+Pr(AnBNC)

e, para o problema,

Pr(AUBUC’) = 1-Pr(AUBUC) =
1-0,47-0,42—-0,315+0,11 40,224 0,140 — 0,075 =0, 19

(b) O problema pede
Pr[(AnNBNC)U(ANBNC)U(ANBnNCO)]
Como os trés eventos sao mutuamente exclusivos, temos que
Pr[(AnNBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO)]
= Pr(ANBNC)+Pr(ANBNC)+Pr(ANBNCO)
O primeiro termo se refere aqueles que assinam apenas o jornal A, o segundo termo,

apenas o jornal B e o terceito termo, apenas o jornal C. Usando a letra (b) do exercicio
anterior, temos que

Pr(ANBNC) = Pr(4) —Pr(ANB) —Pr(ANC)+Pr(ANBNC) (5.1)
= 0,47-0,11-0,2240,075 = 0,215

Analogamente, prova-se que

Pr(ANBNC) = Pr(B)—Pr(ANB)—Pr(BNC)+Pr(ANBNC) (5.3)
= 0,42-0,11-0,14 40,075 = 0, 245 (5.4)

Pr(ANBNC) = Pr(C)—Pr(ANC)—Pr(BNC)+Pr(ANBNC) (5.5)
= 0,315-0,22-0,14 40,075 = 0,03 (5.6)

e a probabilidade pedida é 0,215 + 0,245 4 0,03 = 0,49

(c) Como s@o 3 jornais, uma familia pode assinar 3, 2, 1, ou 0. Nesse caso, o evento F' =
“assinar pelo menos 2”7 é o complementar do evento “assinar no méaximo 1”7 e esse,
por sua vez, ¢ a uniao dos eventos “assinar nenhum” e “assinar exatamente 17, cujas
probabilidades foram calculadas nas letras (a) e (b). Logo,

Pr(F)=Pr(ANBNC)+Pr(ANBNC)+Pr(ANBNC)+Pr(ANBNC)
= 1-0,19-0,49 = 0,32

. Sej Vi = i = = )
18. Sejam os eventos S = “ter curso superior”, C' = “ser casado”, D = “estar desempregado”. O
problema da que

Pr(S) = 0,22 Pr(C)=0,16  Pr(D)=0,10
Pr(SNCnND) = 0,05 Pr (SN D) =0,06 Pr(SNCND)=0,02
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(a) O problema pede Pr (SN (). Temos que
Pr(SNC)=Pr(SNCND)+Pr(SNCND)=0,02+0,05=0,07
(b) O problema pede Pr [(S N C)U D] . Temos que
Pr[(SNC)UD] =Pr(SNC)+Pr(D)-Pr(SNCND)=0,07+0,90—0,05 = 0,92
(c) O problema pede Pr (S U D). Temos que
Pr(SUD) = Pr(S)+Pr(D) — Pr(SN D) =0,22+0,10 — 0,06 = 0,26

19. Sejam os eventos B = “artigo bom”, M = “artigo com defeitos menores” e G = “artigo com
defeitos graves”. Pelos dados do problema, temos que
10 4 2
. : 10 5
(a) Pr(nao ter defeito) = Pr(B) = 1763
— 14
(b) Pr(nao ter defeito grave) = Pr (G) =1 —Pr(G) = 6= g
1 2
(c) Pr(ser perfeito ou ter defeito grave) = Pr(BUG) = Pr(B) + Pr(G) = 1—2 + = Z

Note que esses sao eventos mutuamente exclusivos, ou seja, Pr(B N G) = 0.
20. O ntdmero total de formas de distribuir as 4 bolsas é
30
0=
w0 (%)
(a) Uma bolsa para um aluno do 12 ciclo significa que 3 bolsas vao para alunos do 22 ciclo.

Existem ] maneiras de escolher o aluno do 12 ciclo e maneiras de escolher os

3 do 22 ciclo. Logo, pelo principio fundamental da multiplicagao,

12\ /18 18 x 17 x 16
1)\s) X 59—
Pr(1do 1%) =

30 ~ 30 x 29 x 28 x 27
4 4x3x2
1088
= 3045 0, 357307
(12) (12) (18)
4 3 1 4455
P h 20 Pr(1 29) = = =0, 162562
(b) Pr(nenhum 22) + Pr(1 do 2°) (30) + (3()) STAE 0, 16256
4 4

(c) Pr(pelo menos 1 de cada ciclo) = 1 — Pr(nenhum do 12) — Pr(nenhum do 22) =

NORG ‘

- = 0,870279

() ()
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CAPITULO 5. SOLUCAO DOS EXERCICIOS

5.3 Capitulo 3

1. Pr(B) = 1-Pr(B) = 3. Se A e B fossem mutuamente exclusivos, terfamos que ter Pr(AUB) =
Pr(A) +Pr(B) = = > 1. Logo, A e B tém que ter intersecao.

2. Do enunciado, concluimos que AN B = &. Logo,

1,3 _
3t i—

(a) Pr(AUB) =Pr(A4) +Pr(B)=0,5+0,4=0,9
(b) Pr(BNA) =Pr(B—A)=Pr(B)—Pr(ANB)=0,4—0=0,4

(a) Seja A = “facesiguais”. Entao A = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}ePr(A)
6 _ 1

36 6
(b) Seja B = “soma das faces menor ou igual a 4”. Entao

B={(11), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), 3, 1)}

e Pr(B) = & = %. O problema pede

Pr(AN B 2 1
Pr(A|B):—1()r(B> ):%:g
6

(c) Seja C' = “5 em pelo menos um dos dados”. Entao
C = {(1’ 5)7 (2’ 5)7 (37 5)’ (47 5)’ (57 5)’ (6’ 5)7 (5’ 1)7 (5? 2)7 (57 3)’ (574)? (57 6)}

ePrC) = 4.

(d) Seja D = “faces diferentes”. Entdo Pr(D) = Pr(4) = 3. O problema pede
Pr(CnD) &£ 1
Pr(C|D) = ————= =38 = =
HCID) = =51 573

4. Vamos definir os eventos P = “campanha pronta antes do prazo” e A = “diretoria aprova
campanha”. O problema d& que
Pr(A)=0,5 Pr(ANP)=0,3

Pr(P) = 0,6
(a) Pr(AU P) =Pr(A) +Pr(P) —Pr(ANP)=0,6+0,5-0,3=0,8
(b) Pr(ANP)=Pr(AUP)=1-Pr(AUP)=0,2

(c) Pr(A|P) — % S s,

=)

6

=)

I

(a) Pr(AUB) =Pr(A) +Pr(B) —Pr(ANB) =3 +1 — 1
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6.

10.

(b) Pr(ANB) =Pr(AUB) = 1 - Pr(AUB) = &

—. Pr(AnB) Pr(A)-Pr(ANnB) -3 1 3
Vamos definir os seguintes eventos: 7' = “aluno utiliza transporte piblico” e B = “aluno

come no bandejao”. O problema d& que
Pr(T)=0,10  Pr(B|T) = 0,65
O problema pede

Pr(T N B) = Pr(T) Pr(B|T) = 0,9 x 0,65 = 0,585

Vamos definir os seguintes eventos: C' =“comédia”; R = “romance”; P = “policial”; M =
“masculino”; F' = “feminino”.

(a) P(PNF) =2

(b) Pr(C) = 1552 = 28

(¢) Pr(M UR) = Pr(M) + Pr(R) — Pr(RN M) = (3921289 (024199) 92 _ 671

(d) Pr(P|M) = Prp(f()zr\%) - 136+2E;128+248 - %

. Vamos definir os eventos P, = “bola preta na extragao i”; A; = “bola amarela na extragao

7,1 =1,2,3.

Seja M = “3 bolas de mesma cor”. Entao

PI'(M) = PI"(PlﬂPQﬁP:J,)—f—PI'(AlmAgﬂAzg)
6 5 4 5 xi

= —X—=X=+— X
11 10 9 11 10
4 2 6 2

= ——|——:—_
33 33 33 11

3
9

. Para que A e B sejam independentes temos que ter Pr(A N B) = Pr(A) Pr(B) = £. Mas
1 1 p 1 4p 3 3
r(AUB) 5T s TP =5 T =g TP

Os eventos sao P = “campanha pronta antes do prazo” e A = “diretoria aprova campanha”
e o problema da que

Pr(P)=0,6 Pr(4)=0,5 Pr(ANP)=0,3

Como Pr(AnN P) = Pr(P)Pr(A), segue que P e A sao independentes.

11. .
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(a) A e B independentes = Pr(AN B) = Pr(A)Pr(B) > 0 .". A e B nao sdo mutuamente
exclusivos.

(b) A e B mutuamente exclusivos = Pr(ANB) =0= Pr(A|B)=0#Pr(A)>0..AeB
nao sao independentes

Esse exercicio é importante, no sentido em que ele diferencia os conceitos de eventos
disjuntos e eventos independentes, que muitas vezes sao confundidos pelos alunos.

12. .

(a) Pr(ANB) =0,21#0.. A e B nio sdo mutuamente exclusivos

(b) Pr(AN B) =0,21 = Pr(A)Pr(B) ... A e B sao independentes

(c) A e B independentes = A e B sao independentes (ver Exemplo 3.10)

(d) A e B independentes = A e B nao sao mutuamente exclusivos (ver Exercicio 3.11)
)

(e) A e A sao mutuamente exclusivos = A e A nao sdo independentes (ver Exercicio 3.11)

13. Vamos definir os eventos A = “face 6 em pelo menos um dado” e B = “faces iguais”. Entao

A = {(1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(5,6),(6,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5)}
B = {(1’1)7(27 )>(373)’(474)>(5>5)’(6’6)}
(a) Pr(A) = 1
—. Pr(AnB) Pr(A)-Pr(ANB) -+ 1
) PridlB) = = = ==y 573

(c) Pr(A|B) # Pr(A) = A e B nio sdo independentes

N O

14. Seja A; = “lampada i acende”, 1 =1,2,3
(a) Seja P = “pelo menos uma lampada acende”. Entao
P=ANANA;s

Logo,

(b) O problema pede

w
\)
—_

4
PI'(AlmAgmAngl—OXng:%

15. Vamos definir os seguintes eventos: B = “inflacao abaixo de 3%”; M = “inflacao entre 3% e
4%, A = “inflacao acima de 4%” e E = “200.000 empregos”. O problema d4 o seguinte:

Pr(B) = 0,20 Pr(M)=0,45  Pr(4)=0,35
Pr(E|B) = 0,6 Pr(E|[M)=0,3  Pr(E|A) =0



Figura 5.5: Particao do espaco amostral para o problema da inflacao espanhola

16. Veja a Figura 5.6, onde temos os seguintes eventos: V' = “bola vermelha”; B = “bola
branca”; A = “bola azul”; [ = “urna I”; I = “urna II”

5/16

3/16

8/16

Figura 5.6: Diagrama de arvore para o Exercicio 3.16
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(a) Temos que
Pr(V) = Pr(VNI)+Pr(VNII)
Pr(1) Pr(V|I) + Pr(II) Pr(V|II)
l X i _|_2 X §
3 16 3 8
5) 1217

TR
(b) Temos que

Pr(B) = Pr(BNI)+Pr(BNII)

= Pr(I)Pr(B|I) + Pr(II) Pr(B|II)
— lxi+gx§
3 16 3 8
3 20 23
- BT B

(c¢) Temos que

Pr(A) = Pr(ANnI)+Pr(ANII)
= Pr(I)Pr(A|l) + Pr(I1) Pr(AlII)
8§ 2

1—6—|—§X0

| =

Gl o0

Note que Pr(V) + Pr(B) + Pr(4) = 1.

17. Veja a Figura 5.7, onde temos os seguintes eventos: E = “Joana escreve a carta’; C' =
“correio nao perde a carta”; ' = “carteiro entrega a carta’.

1/10

\ - T 9/10
N

9/10 _
T 1/10

Figura 5.7: Diagrama de arvore para o Exercicio 3.17
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(a) Vamos definir o evento R = “Camila recebe a carta”. O problema pede Pr(R). Mas

Pr(R) = Pr(E)+Pr(ENC)+Pr(ENCNT)
— 2+§xi+§xgxi
10 10710 10 T 10 T 10
= 0,24+0,8%x0,1+0,8%x0,9%0,1

= 0,2+0,08+0,072=0,352
18. Temos que Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) —Pr(ANB) = 0,7=0,4+p—Pr(AN B)

(a) Pr(ANB)=0=0,7=0,4+p=p=0,3
(b) Pr(ANB) = Pr(A)Pr(B) = 0,7=0,4+p—0,4p = 0,6p=0,3 = p=0,5

19. Pelos dados do problema temos que

Pr(AN B)

Pr(B) - Pr(AnB)
Pr(B) = 1=
_ Pr(AnB) _
1 —r(B) 1=
% = 0=Pr(ANB)=0

Logo, A e B sao mutuamente exclusivos e, portanto, nao podem ser independentes.

20. O problema déa os seguintes fatos:

B c A
Pr(AnC) = Pr(A)Pr(C)
Pr(BNC) = 0
Pr(AUC) = 0,48
Pr(BUC) = 0,3

Pr(C) = 2Pr(B)

e pede Pr(AU B). Como B C A, entao AUB = A = Pr(AU B) = Pr(A).

Pr(BUC) = 0,3=Pr(B)+Pr(C)-Pr(BNC)=0,3=
Pr(B) +2Pr(B) —0 = 0,3= Pr(B)=0,1

Logo, Pr(C) =0, 2. o
Pr(AUC) = 0,48 = Pr(ANT) =0, 48

Como A e C sdo independentes, segue que A e C' também o sdo. Logo,
Pr(A)Pr(C) = 0,48 = Pr(A) x 0,8 = 0,48 = Pr(A) = 0,6

e, portanto
Pr(AUB) =Pr(A) =0,4
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21. .

(a) Veja a Figura 5.8.

Figura 5.8: Diagrama de arvore para o Exercicio 3.21

(b) Temos que

PW%):g

PI'(MQ) = PI'(Ml N Mg) + PI'(HI N Mz)
= Pr(My) Pr(Ms| M) + Pr(Hy) Pr(My|Hy)
877 877 5 8

(c) Temos que

PI’(MQ’Ml) = % 7é PI’(MQ)

Logo, M; e M5 nao sao independentes.

22. Sejam os eventos A = “Alberto ganha”; B = “Bosco ganha”; C' = “Carlos ganha”. Como
eles sao os Unicos competidores, temos que

Pr(A)+Pr(B)+Pr(C) = 1=
2Pr(C)+2Pr(C)+Pr(C) = 1=
1

Pr(C) = §:>

Pr(A) = Pr(B) zg
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(a) O problema pede
Pr(BUC) =Pr(B) + Pr(C) —Pr(BNC)

Note que pode haver empate entre Bosco e Carlos. No entanto, é razodvel supor que os
eventos B e C sejam independentes, uma vez que numa competicao honesta, nenhum
competidor interfere no desempenho dos outros. Logo,

Pr(BUC) = Pr(B)+Pr(C)—-Pr(BNC)
= Pr(B)+ Pr(C) — Pr(B) Pr(C)
2 1 2 13

55 25 25

(b) Foi necessario fazer a hipétese de independéncia, que é razoével, conforme explicado no
item anterior.

23. Sejam os eventos M = “Maria resolve o problema” e P = “Pedro resolve o problema”. Sejam
M e P os respectivos complementares. Temos que

Pr(M) = 0,8 Pr(P)

=0,7
Pr(M) = 0,2 Pr(P)=0,3

(a) O problema pede Pr (P N M) . Pela hipétese de independéncia (sabemos que, se A e B

sdo eventos independentes, entao os seus complementares também o sdo) temos que

Pr(PN'M)=0,3x0,2=0,06
(b) Seja R = “problema resolvido”. O problema pede Pr(R) = Pr (P U M) . Temos que
Pr(R) = Pr(PUM)=1-Pr(PUM)=1-Pr(PNM)=
= 1-0,06=0,94
(c) Seja P, = “apenas Pedro resolve”. A questdo pede Pr (P;|R). Temos que
Pr(PNM) 0,7x0,2

Pr(P|R) = Pril) 091 0, 1489
24. Vamos esquematizar o espaco amostral e os eventos A e B da seguinte forma:
Dado 2
1 2 3 4 5 6
1| B B B
2|/A AB A AB A AB
Dadol1 |3 | B B B
41/ A AB A AB A AB
5| B B B
6|l A AB A AB A AB

Em cada cela colocamos a letra do evento que acontece na respectiva combinagao dos dados.
Entao, Pr(4) =Pr(B) =32 =1 e Pr(ANB) = & = 1 = 3 X 1 = Pr(4) x Pr(B). Logo, A ¢
B sao independentes.
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25. Veja a Figura 5.9, onde temos os eventos S = “sabe a resposta” e A = “acerta a resposta”.

Figura 5.9: Diagrama de arvore para o Exercicio 3.25

E dado que

Pr(S) = 0,3 = Pr(5) =0,7

Se o aluno sabe a resposta, ele acerta a questao. Se ele nao sabe, ele pode “chutar” entre as
4 alternativas. Logo, .
Pr(AlS) =1 Pr(A|S) = 0,25

O problema pede Pr(A). Tem-se que

Pr(A) = Pr(ANnS)+Pr(ANS)
= Pr(S) x Pr(A|S) + Pr(S) x Pr(A]S)
= 0,3x140,7x0,25=0,475

5.4 Capitulo 4

1. Os eventos de interesse no problema sao:

C = “escolher o curso em questao”

P = “passar no concurso da ANPAD”
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Os dados do problema informam que

Pr(P|C) = 0,80
Pr(C) = 0,15
Pr(P) = 0,63

Veja a Figura 5.10.

e
P

Figura 5.10: Espago amostral para o experimento do Exercicio 4.1

(a) Temos que

Pr(P) = Pr(PNC)+Pr(PNC)=

0,63 = Pr(C)Pr(P|C)+

Pr(C) Pr(P|C) =

0,63 = 0,15 x 0,80+ 0,85 x Pr(P[C) =

0,63 — 0,15 x 0,80

Pr(P|C) =
r(P|C) 0.55
Pr(P|C) = 0,60
(b) O problema pede Pr(C|P).
Pr(CnP) Pr(C)Pr(P|C)
P P = =
H(C1P) Pr(P) Pr(P)
0,15 x 0,80
— D22 g9
0.63 0, 1905
2. Vamos definir os seguintes eventos:
D = pessoa tem a doenca = D = pessoa nio tem a doenca

V = diagnéstico indica doenca = V = diagnéstico ndo indica doenca

104
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Se a pessoa tem a doenca, diagndstico correto significa que o médico identificou a doenca.
Se a pessoa nao tem a doenga, diagnéstico correto significa que o médico nao identificou a
doenca. Dessa forma, os dados do problema nos dao as seguintes probabilidades:

Pr(D) = 0,08 = Pr(D)=0,92
Pr(V|D) = 0,95= Pr(V|D)=0,05
Pr(V|D) = 0,02= Pr(V|D)=0,98

A probabilidade a priori dada é Pr(D) e, por conseqiiéncia, Pr(D). Entao, para aplicar o
teorema de Bayes, a partigao do espago amostral tem que ser definida por esses eventos,
embora V' e V' também definam uma particao. Queremos calcular Pr(D | V). Por definigao

temos que:
Pr(DNV)
Pr(D = —"
Mas
Pr(V) = Pr(VNnD)+Pr(VNnD)
= Pr(V|D)xPr(D)+Pr(V|D) x Pr(D) =
= 0,95 x0,0840,02 x 0,92
= 0,076+ 0,0184 = 0,0944
e
Pr(VND)=Pr(V|D)xPr(D)=0,95x0,08=0,076
Logo, .
0,076
Pr(D = = 1
r(D|V) 0.0044 0,805

3. Pelo principio fundamental da multiplicagao, temos que #£2 =4 x 3 = 12.

A={01,4),(2,3),(3,2), (4,1)} = Pr(4) = = =
By = {(1,2),(1,3),(1,4)}
B, = {(2,1),(2,3),(2,4)}
By = {(31),(,2),(3,4)}
By {(4,1),(4,2),(4,3)}
Pr(B;) = %:i i=1,2,3,4

Note que 2 = B; U By U B3 U By e como esses eventos sao mutuamente exclusivos dois a dois,
eles formam uma particao de 2. Temos que

ANB ={(1,4)} AnB={(23)} ANB;={(3,2)} ANB;={(41)}

1
PriAnB) =  i=1234
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Logo,
Pr(AnB;) + 1 .
Pr(A|B)=——+—-—"“%=12_"__Pr4 =1,2,3,4
I'( | ) PI‘(BJ % 3 I'( ) ? ) 737
Pr(AnB;) + 1 .
Pr(B;|A) = ———% =12 = -~ —Pr(B,; =1,2,3,4
I'( | ) Pr(A) % 4 I'( ) ? 7737

Note que os eventos A e B;,i = 1,2,3,4 sao independentes!

4. Pelo principio fundamental da multiplicacao, temos que #£2 =4 x 4 = 16.

A:«@@@@L@mwmnjpm@:%:i
B = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4)}
By = {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)}
By = {(371)7(3’2)7(373)7<374)}
By = {(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)}
Pr(B;) — %:i i=1,2,34

Entao,

ANB ={(1,4)}  AnB={(23)} ANB;={(3,2)} ANB;={(41)}

Pr(ANB;) = i=1,2,3,4
Logo,
Pr(AnB;) + 1 .
Pr(A|B)=—+—2%=%8=-=Pr4 =1,2,3,4
I'( | ) PI‘(BJ % 4 I'( ) t ) 737
Pr(AnB;) + 1 .
Pr(B;|A) = ————% =1 = - =Pr(B; =1,23,4
I'( | ) Pr(A) i 4 I'( ) t ) 737

Como antes, os eventos A e B;,i = 1,2, 3,4 sao independentes!

(a) Pelo principio fundamental da multiplicagao, hd 27 = 128 possibilidades de respostas
para as 7 questoes. Logo, a probabilidade de acertar todas é ég.

(b) Haver mais Verdadeiros do que Falsos significa que pode ter 4 Verdadeiros (e, portanto,

3 Falsos), 5 Verdadeiros (e, portanto, 2 Falsos), 6 Verdadeiros (e, portanto, 1 Falso) e 7
Verdadeiros (e, portanto, nenhum Falso).

7 Tx6x5 x4
S48l 4lx3x2x1
7 Tx6 x5!
C 512 Blx2x1

= 35 maneiras;

7
4 verdadeiros: existem ( 4)

7
5 verdadeiros: existem (5) = 21 maneiras;
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7 7! 7 x 6!
6 verdadeiros: existem ( 6) = om - 6!X>< 1= 7 maneiras;
7 verdadeiros: exi _7!_1_1_1 i
verdadeiros: existem o) ST T g T L maneira.

Assim, se denotamos por V' o evento “ter mais verdadeiros que falsos”, resulta que

)~ QE0+Q+0)

128
3B +204+74+1 64 1
N 128 128 2

Se A é o evento “acertar todas as questoes”, entao A C V' e o problema pede

_Pr(ANV) _Pr(4) & 1
AV = TR "B

128

6. No Exercicio 3.15 do capitulo anterior, definimos os seguintes eventos: B = “inflagao abaixo
de 3%”; M = “inflacao entre 3% e 4%”, A = “inflacao acima de 4%” e¢ E = “200.000
empregos”. O problema da o seguinte:

Pr(B) = 0,20 Pr(M) =0,45 Pr(A) =0,35
Pr(E|B) = 0,6 Pr(E|M)=0,3 Pr(E]A) =0

L& calculamos também que

Pr(E) = Pr(B)Pr(E|B)+ Pr(M)Pr(E|M)+ Pr(A) Pr(E|A)
= 0,20 x 0,60+ 0,45 x 0,30 4+ 0,35 x 0
= 0,255

O problema agora pede Pr(B|E) :

Pr(BIE) — Pr(BNE) _ Pr(B)Pr(E|B)

Pr(E) Pr(E)
0,20 x 0,6
0,255 ’
7. Veja a Figura 5.11, onde temos os seguintes eventos: F = “Joana escreve a carta’; C' =

“correio nao perde a carta”; T" = “carteiro entrega a carta”.
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1/10

N

T 9/10

)

9/10 B
T 1/10

Figura 5.11: Diagrama de drvore para o Exercicio 4.7

No Exercicio 3.17 do capitulo anterior, definimos o evento R = “Camila recebe a carta” e
calculamos

Pr(R) = Pr(E)+Pr(ENC)+Pr(ENCNT)
= 2%—8><1+8><9><1—0352
10 10710 1071010 7

O problema agora pede Pr(E|R) :

Pr(E[R) = Pr(RNE) _ Pr(E) Pr(R|E)
Pr(R) Pr(R)

O evento R|F significa “Camila nao receber a carta, dado que Joana nao a escreveu”. Ora,
se Joana nao escreveu, é claro que Camila nao recebe a carta! Logo, esse evento é o evento

certo e, portanto, Pr(E|R) = Pr(Egrlz%)ﬁ B) _ %23221 =0, 5682

8. Veja a Figura 5.12, onde temos os eventos S = “sabe a resposta” e A = “acerta a resposta”.
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Figura 5.12: Diagrama de drvore para o Exercicio 4.8

E dado que

Pr(S) = 0,3 = Pr(5) = 0,7

Se o aluno sabe a resposta, ele acerta a questao. Se ele nao sabe, ele pode “chutar” entre as

4 alternativas. Logo, B
Pr(A|S) =1 Pr(A|S) = 0,25

No Exercicio ?? do capitulo anterior, calculamos
Pr(A) = Pr(ANnS)+Pr(ANS)
= Pr(S) x Pr(A|S) + Pr(S) x Pr(A|S)
= 0,3x1+40,7x0,25=0,475
O problema agora pede Pr(S|A) :
Pr(SNA) Pr(S)Pr(A|S)

P _A == =
x(S]4) Pr(A) Pr(A)
0,7x0,25
= ——— =(,3684
0,475 ’
9. Seja A; = “face ¢ no primeiro lancamento”, ¢ = 1,...,6 e seja B; = “face ¢ no segundo

langcamento”, i = 1,...6. Como os langamentos sao independentes, os eventos A; e B; sao
independentes. Logo, a probabilidade de cada um dos 36 pares (A;, B;) do espago amostral é
dada pelo produto das probabilidades individuais, ou seja,

Vamos definir os seguintes eventos:

E = *“dado equilibrado” = E = “dado viciado”

D = “dois 18” = D = “no méximo um 1”



CAPITULO 5. SOLUCAO DOS EXERCICIOS

A escolha dos dados ¢é aleatéria. Logo,

— 1
Pr(E) =Pr(F) = 5
Temos também que
1 1 1 — 35
Pr(DIEF) = =X —==— DIE) ==
HPIE) = 5§ =35 = MDIE) = 5
= 1 1 _——
P(DE) = 5x5=1= Pi(DIE)= 2
O problema pede Pr(E|D). Temos que
—= Pr(EN D)
Pr(E|\D _
(FID) = T
Pr(EN D)

Pr(DNE)+Pr(DNE)
Pr(E)Pr(D|E)

Pr(E)Pr(D|E) + Pr(E) Pr(D|E)
_ o 3xXi 3 _9
-1 1 1 1 7 941 —

3Xits X% o 10

110

10. Sao feitas 3 extragoes. Como s6 estamos interessados em bola azul na terceira extracao,
podemos pensar que, em cada extragao, ocorreu bola azul ou nao. Veja a Figura 5.13.

Dessa forma, podemos escrever:

Pr(43) = Pr
I'<A1 N Zg N Ag)
|A2 NA)+

I‘<A1 HZQ N Ag) +
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Figura 5.13: Solucao do Exercicio 4.10

11. Sao feitas 3 extragoes. Como antes, vamos denotar por V; o evento “bola de cor vermelha na
extragao i” e por B; o evento “bola de cor branca na extragao i”. Queremos Pr(V3).

Pr(Vy) = Pr(VinVan Vi) +Pr(ViN RN Va) +

Pr(P, N Vs N Va) + Pr(PL 0 Py Vi)
= Pr(V1) x Pr(V5|V4) x Pr(V5|Vi NVAL)
Pr(V;) x Pr(Po| Vi) x Pr(V3|Vi N Py)
Pr(Py) x Pr(Va|P1) x Pr(Vs| Py N Va)
Pr(P,) x Pr(Ry|P) x Pr(Vs| P, N Py)

_|_
+
+

Logo,
7 4 10— x 7 6 9—=x

— X — X +— X — X
10 10 10 10 10 10
3 3 10—z 3 7 9-=x

— X — X + — X — X
10 10 10 10 10 10
0,537 = 0,037 x (10 — ) + 0,063 x (9 — x)
0,537 = 0,937 -0, 1x
0,1z = 0,4

r = 4

0,537 =
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12.

13.

Vamos definir os seguintes eventos:
D; = “distribuidor :”,7 =1,2,3
A = ‘“atraso”
Temos que
PI"(Dl)
Pr(A) = 0,06
1
Pr(A|D,) = §Pr(A|D2)
Pr(A|Dy) = 2Pr(A|Ds)

Fazendo p = Pr(A|D;) temos que
Pr(A|Dy) = 2p

1
Pr(A|Dy) = 5 Pr(A|Dy) =p

Mas
Pr(A) = Pr(AND;)+Pr(AN Dy)+ Pr(AN Ds)
— Pr(Dy) Pr(A[Dy) + Pr(Dy) Pr(A|Dz) + Pr(Ds) Pr(A|Dy)
Logo
0,06 = 0,7p+0,15x2p+0,15p =
0,06 = 1,15p = p=0,052174
e, portanto,
Pr(A|D;) = 0,052174 Pr(A|Dy) = 0,104348
Considere os eventos I = “aluno tem boa formacao em informatica” e C; = “aluno do curso

17,4 =1,2. O problema d& as seguintes probabilidades:

Pr(I|C}) = 0,60
Pr(1|Cy) = 0,40
Pr(I) = 0,44
e pede Pr(C}). Sabemos que
PI‘(I) = PI’(Cl N I) + PT(CQ N I)

= Pr(Cy) x Pr(Z|Cy) + Pr(Chy) x Pr(I|Cy) =

= PI'(Cl) X 0,6 + PI‘(CQ) X 0,4

= 0,6 x Pr(C1) 40,4 x [1 — Pr(Cy)]

Logo,

0,44 = 0,44 0,2 x Pr(C}) = 0,2 x Pr(Cy) = 0,04 = Pr(Cy) = 0,2

0,70  Pr(Ds) = Pr(Ds) =0,15

Pr(A|D3) = 0, 052174
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14. Vamos indicar por F; o evento “funciondrio i” e por E o evento “balancete com erro”. Antes
do treinamento temos:

Pr(E) = Pr(FiNE)+Pr(FNE)+Pr(F5NE)
= Pr(Fl) PI’(E‘Fl) + Pr(Fg) PI’(E‘FQ) + Pr(Fg) PI’(E‘F:J,)
= 0,5x0,0540,25x 0,06+ 0,25 x 0,08
= 0,06
Depois do treinamento, passamos a ter
Pr(E) = 0,03
Pr(E|F;) = Pr(E|F3)
Pr(E|F) = 2Pr(E|F3)
Logo, fazendo p = Pr(E|F3)
Pr(E) = Pr(FiNE)+Pr(FlhNE)+Pr(F3NE)
= PI'(Fl) Pl"(ElFl) + PI‘(FQ) PI"(ElFQ) + PI'(F3) Pl"(Eng) =
0,03 = 0,5x2p+0,25xp+0,25 xp=
0,03 = 1,5p=p=0,02

ou seja, depois do treinamento as probabilidades de erro de cada funciondrio passam a ser

Pr(E|Fy) = 0,04 (tempo integral)
Pr(E|F;) = Pr(E|F;) = 0,02 (tempo parcial)

15. Sejam os eventos E = “ganhar parte elétrica” e H = “ganhar parte hidrdulica”. Temos que

1 — 1
Pr(E) =~  Pr(H|E) = % Pr (H[E) =
Resulta que

Pr(B)=, Pr(AE)=; Pr(AF)=

(a)

Pr(E N H) = Pr(H|E)Pr(E) = 5 x 5 =2
(b)
Pr(ENH)+Pr(ENH) = Pr(H|E) xPr(E)+Pr(H|E) x Pr(E) =
1 1 1 1 7
- 3271 :
© — = — = 2 1 1
Pr(EnH) =Pr(HE) xPr(B) =5 x ;=5



