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Resposta de Freq

CONCEITO: Consiste de um método grafico-analitico que permite a
observacédo da resposta de um sistema, para um sinal de entrada
senoidal, cuja frequéncia € variada dentro de uma faixa pré-estabelecida.

A resposta em regime permanente de um sistema linear e invariante no
tempo sujeito a um entrada senoidal sera senoidal na mesma frequéncia,
com amplitude e fase diferentes.

Funcédo de Transferéncia Senoidal: G(jo)

. Y(] X %
1) MODULO: IG(JW)|=‘% ﬂ) G(s) _@
2) FASE: LG(jw):L%




Dominio frequénc

A representacao do dominio do tempo da a amplitude do sinal no instante
de tempo escolhido.

No dominio da frequéncia, separa-se conceitualmente as sendides que
formam o sinal.

Dominio do tempo versus dominio da frequéncia

Dominio do tempo Dominio da frequéncia

sinalde | <}
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>
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Dominio frequénc

como ja vimos, a transformada de Laplace: L(x(t)) = X(s)
A Transformadas de Fourier: JF(X(1) = X(jw)

Na verdade as Transformadas de Laplace e as Transformadas de

Fourier séo representacdes que estao muito relacionadas uma com a

outra. Em muitos casos, se substituirmos ‘s’ por ‘jo’, isto €, fazendo-se

‘s’ ser um numero complexo com parte real nula e parte imaginaria ‘o’,
s=0+jo=jo

obtemos a Transformadas de Fourier a partir da Transformada de
Laplace

X(s) = X(0+jo) = X(jo), Y(s) = Y(0+jo) = Y(jo), etc.




Sinais sinod

° = A sen(mt)

o =2n/T rad/tempo

Alta frequéncia: mudanca rapida

Periodo (T)

@ Amplitide Amplitide de
! de pico } \, pico a pico
Fregyéncia o = 21 i | I: ‘
T v 1

Baixa frequéncia: mudanca lenta

®: numero de oscilagbes em um segundo, no S| — hertz;
1 rad/s = 0,159154943274 Hz.

Entradas senoic

Métodos de resposta em frequéncia: Varia-se a frequéncia do sinal de entrada
dentro de um certo intervalo e estuda-se a resposta resultante.

u(s) —. Y(s)

AN

AR e [TV

Objetivo: Estudar a resposta de um sistema lineal estavel ante mudancas
tipo senoidal na entrada

Nos centraremos no estado estacionario

Seja: Y(s) = G(s) U(s)
. __@A _N@©)
e: U(s) = SR G(s) D(s)




Resposta em frequé

logo:

N() oA _ a2 a b

Y(S)=G(s)U(s) = D(s) $2 + o2 e Jo s—jo D(s)

NG) oA _as-jo)D(s)+ a(s+ jo)D(s) +b(s)(s + jo)(s— jw)
D(s) s* + w” (S+ Jo)(s— Jw)D(s)

N(s)wA=a(s— jo)D(s)+a(s+ jo)D(s)+b(s)(s+ jo)(s— jo)
AG(jw)

2]
_—AG(-jw)
= 2—1

paras=jo N(jo)wA=aljeD(jo) a=

para s=—jw N(—jo)owA =-a2 joD(- jw) a

Resposta em frequé

Assim, aplicando a transformada inversa, temos:

y<t)=L‘1[Y(s)]=L_{ a }L_I[L}rfl[@}

S+ jw S— jw D(s)

St~ ~ACCI) ok, AG(0) ot
2j 2j

se D(s) é estavel, no estado estacionario :

yoo = lim y(t) ZMe_th + AG(Ja))eja)t
t—o0 2] 2]

- A|G(2j?))|e—i¢ oot A|G(;aj>)|ei¢ ok

Yoo

Yoo = AG(jo)| ]

= AG(jo)sen(wt+¢) ¢ =arg(G(jw))




Resposta em frequé

Resposta em Frequéncia: Resposta em regime permanente de um
sistema a uma entrada senoidal

U(s) —T Y(s)
'}\/\v/\v § G(S) '. .‘ Il, —

Yoo = A|G(jo)|sen (wt + ¢)
¢ = arg(G(jo))

u(t) = Asen(wt)

A resposta oscila com a mesma frequéncia o, mas atenuada por um
fator |G(jo)| e desfasada um angulo ¢ = arg(G(jm)) , que dependem
de w.

Resposta em frequé

os valores da atenuacao |G(jo)| e o desfase ¢ = arg(G(jw)) que introduz
um sistema lineal dependem so6 de G(s) e podem representar-se em
funcao da frequéncia o em diversos tipos de diagramas, ao substituir a
variavel s por jo em G(s) e calcular o modulo e argumento do complexo

G(jo) resultante.

G(s) = 2(2s+1) . G(jo) = 2(gjml) - (2ja)+l)
S“+3s+2 JJo +3jo+2 - w? +3jw
[ 2
G(jow)| = Lt+do arg(G( jw)) = arctg2e — arctg 3a)2
\/(2—(02)2+9a)2 2-o
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Resposta em frequé

Forma Gréfica:

» Diagramas de Bode ou graficos logaritmicos
» Diagrama de Nyquist ou diagrama polar

» Diagrama do Logaritmo do modulo versus angulo
de fase (carta de Nichols)
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Diagrama de Bc

Os diagramas de Bode (de modulo e de fase) sédo uma das
formas de caracterizar sinais no dominio da frequéncia.

Wog nimde

|IG(jw)]emdB Uit aT oo

—T

=l

dB = 20log |G(jeo| -

|

|

l Hendrik Wade Bode
| (1905-1982),
|

|

|

arg(G(jm)) em graus

=iy
—1=07_

—Z0

- 260

— M
-3 -z -1 ] i 2
1o 1o 1o 1o o o L]

A funcéo de transferéncia senoidal de um sistema representada graficamente:
» Mddulo versus Frequéncia e

« Angulo de Fase versus Frequéncia. 12




Construcao dos Diagramas de Bode

Uso de Escalas Logaritmicas: simplificam a sua construcédo, manipulacao e
interpretacéo.

Tracado das Curvas:

corresponde a plotar a curva G(s) para
S =jw.
Como é uma curva de variavel

complexa, deve-se apresentar

conjuntamente as duas curvas: parte
real e imaginaria ou Médulo e Fase

(forma usada).

Abscissas — eixo o (frequéncia em rad/s)

Ordenadas — eixo M (modulo em dB) —

— escala logaritmica

M = 20 log |G(jw)]
— £ G = Fase (em grau)

107 10! 10 10
=1 a

T

S e

g...._.._.._.
|

Médulo (dB)

Fase (graus)

o (rad/.

]

G(jo)| , = 20log,

1 década = variacéo correspondente a

Construcao dos Diagramas de Bode

Jw

= -20log, [d]j

® , =10 X »,, assim:

© |G(J ' Ir"))|dfs
1/10 20

1 0
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loge)] g 1

2@ -

madulo [dB]

/GGe) 1

fase [graus °]

0dB

-20dB

L

0.1

0.1 1

declive: -20dB/década

_(ou -6dB/oitava)

-

L

(]
[rad/s]

10

-

00

©
[rad/s]

-90°

1 oitava = variagéo correspondente a o, = 2 X ®, (uma oitava corresponde a:

o dobro /ou a metade, dependendo do sentido (para direita ou para esquerda

/ aumentando-se / ou diminuindo-se).
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Construcao dos Diagramas de Bode
Modulo (M) = 20 log |G(jo)| [deciBel = dB]
Fase (®) = Z G(jo) [graus = °]

Freqiéncia | . [20%log(abs(G(w) | £ G(w) 7 G(w), Lembrando que:
(rad/s) abs(Gljw)) [dB] [radianos] [graus] 180% -—- - =rad
0.1 a-----1rad

0.2
0.4
0.8

| | N| -

20 log |G(jw)|
1 1

o 0 )
0.8omE= ® (rad/s ou Hz)

FASE (@)

@ (rad/s ou Hz)
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Construcéo dos Diagramas de Bode
Resumindo:

Os diagramas de Bode sao construidos para funcdes de transferén-
cia G(jw) e sao dois:
diagramas de Bode de maodulo
e

diagramas de Bode de fase.

Os diagramas de Bode de modulo sao graficos de
G(jw)l em dB  (IG(j®) |4g)
X
® (com escala logaritmica)

Indica o ganho
relativo espectral.

Os diagramas de Bode de fase sao graficos de

G(jo) em graus Indica desfasamento
X harmoénico do sinal de
saida em relacéo ao de

® (com escala logaritmica)
entrada. 16




Construcao dos Diagramas de Bode
Matematicamente:
> Definicdo: Funcao de transferéncia
_ K[(s+ X+ jw)(S+ X3+ jws)...]

G(s) = . .
[(S+ Xy + JWy )(S+ Xq + JWy)...]

> Curva de Modulo ou Amplitude: |G(jw)]|4g

M =20log K + 201ogW(x12 (W + W) } T 201ogW(x§ (W, +w)> } _ .
Obs.: Zeros tem contribuigdo positiva e pélos tem contribuicdo negativa na curva de médulo.

> Curva de Fase: © (jw)

¢ = arctg|(wy +w) / xq |+ ...-arctg[(w, + W) / X, ] - ...

Obs.: Zeros tem contribui¢cdo positiva e os pdlos tem contribuigdo negativa na curva de fase.
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Caracteristicas de Respo

Frequéncia
de Processos de 12 Oro

Para X(7)= Asin @r, Vy (1‘)=4:18in((01‘+(p) gqdot — « onde
KA 0
\/03212+1

1. O sinal de saida é uma senoidal que tem a mesma freqtiéncia, o,
com o sinal de entrada, x(t) =Asinmt.

A= ——tan~! (o1)

2. A amplitude do sinal de saida, A, é uma funcéo da freqUiéncia o e
de uma amplitude, A:

A KA
A=——— 1)
>1% +1
3. A saida tem uma mudanca de fase, ¢, em relagéo a entrada. A
guantidade de deslocamento de fase depende .
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Caracteristicas de Respost

Frequéncia
de Processos de 12 Orde continuacéo...

Dividindo ambos lados da eq (1) pela amplitude do sinal de entrada A resulta o
razao de amplitude, AR (amplitude ratio)

= 2)

gue podem, por sua vez, ser dividido pelo ganho de processo para produzir a
raz&o de amplitude normalizada (ARy)

1
ARN = (3)
\/0)212 +1
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Caracteristicas de Respost

Frequéncia
de Processos de 12 Orde continuacéo...

Para X(7)=Asinort, y, (1‘) = ;lsin((or + (p) qdot— o onde
KA
\ 0’1’ +1

1. O sinal de saida ¢ uma senoidal que tem a mesma freqiiéncia, ®, com o
sinal de entrada, x(t) =Asinmt.

A= ¢ =—tan"' (1)

2. A amplitude do sinal de saida, A , ¢ uma funcdo da freqiiéncia ® e de uma
amplitude, A:

A=A @
0’1 +1

3. A saida tem uma mudanca de fase, ¢, em relagdo a entrada. A quantidade de
deslocamento de fase depende w.
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Caracteristicas de Respo

Frequéncia
de Processos de 12 Orc continuacao..

Dividindo ambos lados da eq (1) pela amplitude do sinal de entrada A resulta o
razao de amplitude, AR (amplitude ratio)

= 2)

gue podem, por sua vez, ser dividido pelo ganho de processo para produzir a
raz&o de amplitude normalizada (ARy)

1
ARN = (3)
\/(0212 +1
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Método Shortcut para encontrar a Resposta de

Frequéncia
Este método consiste em:

Etapa 1. Substituir s = jo em G(s) para o obter G (jo).
Etapa 2. Racionalizar G(jo); Deseja-se expressar na forma.
G(w)=R +jl

onde R e | séo fung¢bes de w. Simplificando G(joo) multiplicando
o numerador e o denominador pelo complexo conjugado do
denominador.

Etapa 3. Arazao de amplitude e a fase de G(s) sao dadas por :

AR =+R* + 17
¢ =tan " (1/R)

Lembrar —

22




Exemplo 1

Encontrar a resposta de frequéncia de um sistema de primeira ordem, com

1
G(S):rs+1 @

Solucéao

Primeiro , substitui -se S = j(D na funcéo de transferéncia

|
Tjo+1  jot+1

G(jo)= @)

Em seguida, multipligue o numerador e o denominador pelo complexo
conjugado do denominador, — J®T + 1, ou seja,

: — jot+1 —jot+1
G(jo)= =
o) =orr ) Cjors) o' 21
1 . (~or) .
= + ] =R+ |l 3)
o’t?+1 ot +1
23
onde:
R 1 L
o>t +1 (a)
|—_—(DT (4b)
w1 +1

Da etapa 3 do Método Shortcut:

2 2
AR =VRZ+12 = (;j (Lj
+1 0)

2

w’1 212 41
ou
(l-l-(Dz’Cz) 1
AR = = (52)
((0212+1) ®°T° +1
também,

Q= tan ! (Iﬁj —tan”! (—oo'c) — _tan~! (oo'r) (5b)
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Exercicio: G(s) =
10s+1

: . 5
J (W) 10jw+1
i 5(-10 jw+1
G(jw) = OIWED
A0 jw+1)(-10 jw+1)
o 5(=10jw+1)  _ 5 (=50w)
GOw) =——— T 22 2.2
10°w” +1) (10“w= +1) (10°w~ +1)
Continuem...
25
- 5
Exercicio:  G(S) =
10s+1
E completar a seguinte tabela
Médulo
Frequéncia Médulo . . Z G(jw), £ G(jw),
(rad/min) abs(G(jw)) 20 logE:E]S(G(JW)) [rad] RA [graus]

0.001
0,01
0,1
0.2
0.4
0.8
1

2

4

8

10
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