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ESTABILIDADE
Método critério de Routh-Hurwitz
Casos Especiais

Prof® Ninoska Bojorge

ESTABILIDADE MALHA FECHADA

Regides de estabilidade no plano complexo das raizes da equacédo
caracteristica

Parte Imaginaria

Regiao - Regido
Estavel Instavel

A

Parte Real

Observagao: A mesma equacgao caracteristica ocorre tanto para as mudangas na carga e no setpoint
desde o termo 1 + Go.. Assim, se o sistema de malha fechada é estavel para perturbagdes de carga,
ele também sera estavel para mudangas de set-point.
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Criterio de Routh-Hurwitz

25 +1

Ex1) Seja G(s)=—;

s* 4257 +3s7 +45+5

19 passo: D(s)=s*+2s3+3s°+4s+5

concluir
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estude sua estabilidade

3%passo: construir arranjo triangular de Routh-Hurwitz (Lembrando...)

@...

2° passo: todos coeficientes de D(s) s&o positivos portanto nada pode-se
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Critério de estabilidade - Exemplo

R(s) & Ge = Ky > Ky
s+ 1 | g5+ 1

YO
e

B (s+1)(s+2)(s+3)
1
c(s)  C(s1)(s+2)(s+3)

R(s) 4 1
R i) (5+2)(5+3)

Equacéo Caracteristica:

(s+1)(s+2)(s+3)+ K. =0

ou

_____________________________________________________

Criterio de estabilidade - Exemplo
Equacéo Caracteristica:

(s+1)(s+2)(s+3)+K,. =0

K. P P> Ds

0 -3 -2 -1

0.23 -3.1 -1.75 -1.15

*10.39 -3.16 -1.42 -1.42

1.58 -3.45 -1.28-0.75; | -1.28+0.75j

6.6 411 L0.95-1.75j | -0.95+1.75]

26.5 5.1 L0.45-2.5] | -0.4542.5]
* 60 -6.0 0-3.32j 0+3.32j

100 -6.72 0.35-4j 0.35+4j




CASOS ESPECIAIS CRITERIO DE ROUTH

> 10. Caso) Nenhum elemento da 12 coluna é zero —
avalia-se a estabilidade pelo resultado do arranjo.

> 20. Caso) Existe um zero na 12 coluna — substitui-se o
zero por um valor ¢ (épsilon) e faz-se a analise da
estabilidade pelo arranjo.

> 30. Caso) Todos os elementos de uma linha s&o zeros —
substitui-se esta linha pelos coeficientes oriundos da
derivacao da linha anterior e faz-se a analise da
estabilidade pelo arranjo.

CASOS ESPECIAIS CRITERIO DE ROUTH

Ex1) Seja G(s)= 25+1 estude sua estabilidade pelo critério
de R-H. s*+25° +357 +45+5

Assim:

Neste caso, os elementos da 1¢
1 3 5 coluna séao:

4
§ 2

3 s
) 23—1-4:1 25—10:5 sj ______ )
s? 2 2
s s 5

0 .
S16:5-1_

6 Ocorrem duas mudangas de sinais, um
de 1 para -6 e outra de -6 para 5, logo
este sistema tem dois pdélos de lado
direito do plano-S , entdo o sistema &
instavel.




Exercicios

x 10° Resposta Degrau

Ex1) Seja G(s)= 25+1 1
st +25°+3s7 +45+5 . —Af\

A fim de verificar, podemos plotar a resposta Tl
desta G(s) para um degrau

>> s = tf('s"); | | |

>>num =[21]; e

>>den=[12345] 5 ‘ : : :

>> step (num, den)
Se analisamos pelo Lugar das raizes, no Matlab % :
>> G =tf([2 1],[1 23 4 5]); R R
>> rlocus(G) g, N

Real Axis (seconds™")

Casos Especiais

substitua este elemento por um € > 0 e prossiga na constru¢ao do arranjo. Na
analise de estabilidade, faca €—0.

Caso 2) Linha com primeiro elemento igual a zero

Ex 2: Indique quantos polos fora do semiplano esquerdo tem o seguinte polinémio:

P +354+28°3+652+65+9
f ﬂ Command Window Elﬂlﬂ_hr
. File Edit View Web Window Help
Obs: . - ) ]
< o polinbmio atende a condigao > To0ta([1 32 6 6 91)
necessaria; &ns =
< no entanto, se analisamos os polos, o sser + 1.2se1s
0.6567 - 1.28811
por exemplo usando o Matlab, 0.7046 + 0.35251
obtém-se : N B
«| | o
Ready




Casos Especiais

Ex 2: Indique quantos pélos fora do semiplano esquerdo tem o seguinte polinémio:

Caso 2) Linha com primeiro elemento igual a zero

P +35*+2s2+65°+65+9

o arranjo triangular de Routh assume a forma:

S5 1 2 6 % Assim, o critério de Routh

o4 3 6 9 indica a existéncia de 2 pdlos
fora do semiplano esquerdo.

s3 0 3 0

Nova s3 € 3 0 %+ uma outra alternativa aqui €

g2 65 —9 9 0 realizar a seguinte mudanca
de variaveis:

€ 5 z=1/s
st 3_ 3¢ 0 0 e obter o polindbmio em z,
2¢-3 seguido da aplicacéo do
<0 9 0 0 critério de Routh

Casos Especiais

Ex 3: Indique quantos polos fora do semiplano esquerdo tem o seguinte polinémio:
s + 58% +11s3 + 2352 + 28s +12

v’ repare que o polindbmio atende a
condicado necessaria;

Caso 3) Linha com todos os elementos iguais a zero

<\ Command Window =| = %) v no entanto, usando o Matlab, obtém-se
File Edit View Web Window Help 0Ss seguintes polos:
»» roota([l 5 11 23 28 12]) =]
=na = Obs: veja-se a perda de precisao numérica no
-3.0000 célculo ao lado . As raizes do polinémio
e sao efetivamente -3, +2, -2, -1 e —1.
-1.0000 + 0.0000% <«
-1.0000 - 0.00001 Esta perda de precisao é devida ao processo
o | de quantizagdo numérica empregado pelo
= computador. Dependendo do algoritmo, este
1 I ol efeito & maior ou menor.
Ready
————————————————————————————————————————




Casos Especiais

Caso 3) Linha com todos os elementos iguais a zero

Ex 3: Indique quantos pélos fora do semiplano esquerdo tem o seguinte polinémio:

s® + 5s* +11s3 + 23382 + 28s +12

o arranjo triangular de Routh assume a forma:

s° 1 11 28
s* 5 23 12
s3 6,4 25,6

s? 3 12

s! 0 0

SO

Casos Especiais

Caso 3) Linha com todos os elementos iguais a zero

Ex 3: Indique quantos pélos fora do semiplano esquerdo tem o seguinte polindbmio:

s® + 5s* +11s3 + 23382 + 28s +12

o arranjo triangular de Routh assume a forma:

< p(s)=3s" +12

< Linha nula

@:65

s® 1 11 28
s* 5 23 12
s3 6,4 25,6

s? 3 12

s 0 0

Nova s! 6

s 12

ds




Casos

Especiais

Caso 3) Linha com todos os elementos iguais a zero

Ex 3: Indique quantos pélos fora do semiplano esquerdo tem o seguinte polinémio:

o arranjo triangular de Routh assume a forma:

s® + 5s* +11s3 + 23582 + 28s +12

v" Assim, o critério de Routh

S5 1 11 28 indica a inexisténcia de

g4 5 23 12 polos fora do semiplano
esquerdo, embora falta

s3 6,4 25,6 . . A
ainda analisar o polinémio

s® 3 12 p(s) = 352 +12.

s1 0 0 . _

v' Este polindmio vai

apresentar 2 raizes no eixo

Nova st 6 imaginario, +2 e -2,

S0 12 portanto, na margem do

semiplano esquerdo.

Outras aplicacoes

realimentado seja estavel.

Ex 4: Determine o intervalo de Kc, ganho do controlador, para o qual o sistema©

U(s) + s+1 Y(5)
—»—»| K¢ > »
- s(s—1D(s+6)
Controlador Planta
solucdo: A F.T.M.F. é dada por: K (s+1)
c
s(s—1)(s+6)
H(s)= 11
1+Ke (s+1)
s(s—1)(s+06)
Ke(s+1)

- s(s—1)(s+6)+Ke(s+1)

Note que nao é possivel obter os pélos de H(s)
usando a calculadora.




Outras aplicacoes

Ex 4: Determine o intervalo de Kc, ganho do controlador, para o qual o sistema
realimentado seja estavel.

U(s) + s+1 Y(s)
—»O—» K > >
- s(s—Dis+6)
Controlador Planta

Usando o método de Routh-Hurwitz:
19passo: D(s)=s%+ 552 + (Kc - 6)s + Kc

2°passo: Para que todos os coeficientes sejam positivos:

Kc- 6 > 0 — Kc>6

e

Kc>0

= Kc > 6 satisfaz (1)

Outras aplicacoes

Ex 4: Determine o intervalo de Kc, ganho do controlador, para o qual o sistema
realimentado seja estavel.

U(s
(8) + o oy NS Y(s)
& s(s— (s +6)
Controlador Planta

Usando o método de Routh-Hurwitz: D(s)=s3+ 552+ (Kc - 6)s + Kc

3%passo: 7 1 K.—-6
52 5 K,
| 5(Kc—6)—1Kc

5
s Kc




Outras aplicacoes

Ex 4: Determine o intervalo de Kc, ganho do controlador, para o qual o sistema

realimentado seja estavel.

U(s) + s+1 Y(s)
—»O—» K > >
- s(s—Dis+6)
Controlador Plonta

Usando o método de Routh-Hurwitz: D(s)=s3+ 552+ (Kc - 6)s + Kc
4°passo: Para que elementos da 12. coluna sejam todos positivos, €

necessario que:
5(Kc—-6)—Kc 50
5
=5Kc-30-Kc>0

=4Kc-30>0

:>Kc>37f) =75 (IT)

Outras aplicacoes

Ex 4: Determine o intervalo de Kc, ganho do controlador, para o qual o sistema

e Ke>0 (1)

realimentado seja estavel.

U(s
(8) + o oy NS Y(s)
h— s(s=Dis+6)
Controlador Planta

Usando o método de Routh-Hurwitz: D(s)=s3+ 5s2+ (Kc - 6)s + Kc
4°passo: Ke -

1 -
6 7,5

0

Logo, para Kc > 7,5 o sistema tera estabilidade absoluta.

Como ja foi dito, se tiver um zero (0) na primeira coluna de tabela ou se
uma linha for nula, entdo deve-se usar o caso especial anterior.




Ex 4: Determine o intervalo de Kc, ganho do controlador, para o qual o sistema
realimentado seja estavel.

U(s) 4 s+1 Y(s)
—»O—» Kc
Verificagao T‘ COQM e e
5 107 | St?p Responfe ‘ X 10% Step Response
6 Kec =1
[ KC = 6
%4 é 0
£ £
2
00 20 40 60 80 100 S0 i0 20 300 40 500 600
Kc=7.5] : ]
’ . Kc=10 | ., Kc=1000 |
o o o “m(siimds) o 50 %0 0 5 10 “m‘swec - 2 25 30
Outras aplicacoes
Dada a Equacéo caracteristica s+1 _
da FTMF, determinar 1+ Kc 3 2 -
ek S +0.55°-0.5s—-0.75
estabilidade
s+1
1+ K =0

¢ 53 +055% —055—0.75 B
$3+055%> —055—0.75+ K5+ K. = 0

3 +055% + (K, —05)s+ (K, —0.75) =0
Substituir s = jw, Kc= Kcu

(jw)> +05(jw)? + (K.~ 05) jo+ (K, +0.75) =0
_j®3 - 050% + (K, = 05) jo+ (K. = 075) =0




Outras aplicacoes

Parte Complexa
¢ Parte real

05— 3 =
~050° + K, ~0.75=0 (Kg=05)0- 0" =0

- Ko = 050% +075= (050 +0.75- 050 - 0> =0

— —050% +025=0
>w=1J2/2, K.=1
u u

Exercicio de aplicacao

Exercicio 5 No seguinte sistema, determinar o valor do
ganho, que faz com que o sistema se torne instavel Use os
seguintes dados: (a) Tp = 0,25 min e (b) T = 0,5 min.

m=2501b/min
p=62.5 lb/ft?
Vv, =4 ft’

Vv, =5 ft’

V, =6 ft®
C,=1Btu/Ib°F




Exercicio de aplicacao

Ex 5) ....

O balango de energia em torno de cada tanque:
dpva,) . . dT .
————=mH_ —-mH, +Q, = pV(,—=mC, (T:'—l _Tf)"'Qf

dt P dt

Assim, em termos de variaveis de desvio e tomando a T. L obtemos sistemas
da forma de 12 ordem:

Tl T+t
i -1 + i
Ts+1 Ts+1

v, 1
onde: T, :p—.* & K, =—

m mC,

Q=00 is ndo ha
pois ndo ha aquecedores nesses tanques.

Exercicio de aplicacao

@

Ex5) ...
O seguinte diagrama de blocos mostra o sistema de controle de feedback.
B 1 Blocos da valvulas e sensor sao
T M5l de dinamica mto rapida (G= 1)
_ Ok [ 1 |&[ 1 _
T, G, (s) —>—1 > > >T,
T,5+1 T,5+1 T,5+1

. , 1 1 ° .
onde os parametros do sistema sera: K. =—7-=7-7=-=0.004 °F/(Btu/min)
p

PV, 62.5-4

T - =1.00 min
m 250

1, 0% 6253 4 55 min
m 250

T :p—V3: 625-6 =1.50 min

* m 250




Ex 5) O seguinte diagrama de blocos mostra o sistema de controle de feedback.

T' !
0 T,5+1
T, G ’ uf N R T,
S > > > »T!
? (5) 1,5+1 T,5+1 T,s+1 3

Logo, a equacéo caracteristica sera:

K 1 1
1+G.G,GG,G, =1+K (1+71,5)—
‘ T, s+1lts+1t,s+1
0.004 1 1
s+1 1.255+11.50s+1

(s+1)(1.255+1)(1.50s+1)+0.004K (1+7,s)=0

=1+K, (1+1,5)

1.875s° +4.625s° +3.755 +1+0.0041,K s +0.004K_=0

Continuando...

Outras aplicacoes

28 )~
Ex 5) ... Assim a equacéao caracteristica ... Q

1.875s° +4.625s° +3.75s +1+0.0041 K s+ 0.004K, =0

Logo, pelo arranjo de Routh:

1.875 3.75+0.004K 1,

] T — 1+0.004K,

2 (fr.'é"z’ 5(3.75+0.004K 7, )~ 1.875(1+0.004K, )
4625 __________________________________________

4 11 0.004K ™,




Outras aplicacoes

Ex5) ...
4.625(3.75 +0.004K t,)—-1.875(1+0.004K,)

4.625

=3.345+0.004K,t, -0.00162K,

3.345+0.004K .1, —0.00162K_ >0
(0.00162—0.0047, )K, <3.345

Assim, para :

1, =025, 0.00062K, <3345 = K, <5380
1, =0.50, —0.00038K, <3.345 = K, >-8800

Outras aplicacoes

30
Ex 6) Considere o exemplo onde o atuador e dispositivos de medicao n@
tém dindmicas despreziveis .

5

L Hos+1
_ : 1 10 _
R Crc > - + — Y
s+1 10s+1

s+1

Equagéo caracteristica:
1. C 1 1 10

“s+1 s+1 10s+1 -

(s+1)(10s+1)+10G_ =0

10s* +21s° +125+1+10G. =0




Outras aplicacoes

@ Analise critério de Routh — Control P
10-s°+21-s°+12-5s+(1+10K_) =0

g3

10 12
32

21 (1 +10Kc)
o T10(1+10K ). .

LT

______________________

12 10(1+10K,) S ‘
> 12x21-10 P s,
21 - K< TS24 o 0i<Ke <242

Outras aplicacoes

Agora, o Andlise por Substituicao Direta com controle P;
s= jw e Kc=Kcu

-10-0’j—-21-0*+12-oj+(1+10K,)=0

2
~10-0’ +12-0, =0 21 o, +(1+10K,,)=0

1.22 4
©,(12-10-0])=0 o _2Log-1 T T
© 1w 10 7
, 12
O, =—
10 K,=2.42
()] :2 i
“ N10




Simulando o exemplo anterior no Matlab (pidtune)

Respost: G0 deg etpoint VP,
- I
L e e e S et et el Bl Bttt ity |
,,,,,,,,,,,,,,,
9 | |
8
8 08F--—f---"---t---r---r--—-—T- - -
S
g |
o
sl
o e e e e il —
1 Ke=0.973
s
g
| |
177 I 4 o e S
)7 N S 1 vy
0
0

Time (seconds)

mas, quando Kc= Kcu, a resposta é
criticamente estavel

Resposta a variagao degrau no setpoint VP‘p

variavel de processo

Analise critério de Routh — Control P |

10-5°+21-s°+12-s+1+10K, 1+ =0
T,8
, - 10K,
10-s*+21-s°+12-s" +(1+ 10K, )s + —==0
TI
10 12 10Kc/r,
S4
. 21 (1 +10Kc) 0
. 10(1+10K,) 10K,
5% 21 T,
211(11{(
s “10{{*12710(1;10}({)
2! A estabilidade estara definida _|
10K, em func¢ao dos valores de Kc
s? . e Tj
’ |

34




