CAPITULO 5 - ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

5.1- Teoremas Fundamentais do Calculo Diferencial
Os teoremas de Rolle, de Lagrange, de Cauchy e a regra de L’Hospital sdo os quatro teoremas fundamentais do
calculo diferencial e sdo uteis no estudo das fungdes reais de variavel real.

Definicdes:
1) Seja y =f (x) definida em um intervalo /, entdo:
i) fécrescente em /se f(x;) < f(x) sempre que x; < X,

VA
fxz)

fx)

>
x

X X2

il) fédecrescente em / se [ (x;) =>f (x;) sempre que x; < x;

YA

fxy)
f(x)

2) Seja y = f (x) uma funcio definida em um intervalo / e seja c € I, entdo:

1)  f(c)é Maximodefsef(c)>f(x) Vx el

YA
(o) |
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i) f(c)é Minimo de fsef(c) <f(x) Vx el

YA

f(c) w2

Teoremas:
1) Sejay = f(x) uma funcdo continua em um intervalo fechado /a, b/, entdo fassume o seu maximo e o seu
minimo ao menos uma vez em /a, bj.

2) Sejay =f(x) uma fun¢do que tem um extremo (maximo ou minimo) para um valor ¢, entdo f ’(c) = 0 ou
=3 . : .
Higotese: c¢ ¢ abcissa de maximo (minimo)

Tese:  f(©)=0 F[f'(c)

Demonstracao:
Se ¢ ¢ maximo — f'(c) >f (x) Vx €1

. f(C + h)— f(c)
q lim L J )
Ff(c) = limw:> h—0+ h
o ! 3 gim et )= 11c)
h—0— h
o tim Le)=1l)
h—0+ h ,(C —
v i TetR)=1E) S,
h—0— h

5.1.1- Teorema de Rolle

Seja y = f'(x) uma fungdo continua no intervalo fechado /a, b/. derivavel no intervalo (a, b) se f'(a) = f(b) = 0,
entdo existe pelo menos um ponto x € (a, b) / f’(c) = 0.

A

! f(c3)=0

IWI\U EAVEg

Para f'(a) = f(b) = k o teorema também ¢ valido.

5.1.2- Teorema de Lagrange ( Teorema do valor Médio - T. V. M. )

Seja y = f(x) uma fungdo continua no intervalo /a, b] e derivavel em (a, b) entdo Ic e (a,b)/ M =f ’(c)
—a

= tan .

Exemplos:

Verificar as hipoteses do Teorema do Valor Médio e em caso afirmativo determinar os valores de
b)—- fla
c.f’(c)zf( )-f(a)
b—a

Df@=x" [02]
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— Continua em [a, b] ?

Todo polinémio ¢é continuo. OK!
— Derivavel?

Sim. OK!

f'x)=2x - Fc

f(b)=1(2) =4
*fla)=1(0)=0

() =2x

UACEEE

—)f’(c)Zf(b)_f(a) = ZCzﬂ c=1
: b—a 2-0

9fe)=x" [22]

— Continua em /-2, 2] ?

OK!

— Derivavel?

Nao.

1

2 223 2
f)=x% fl(x)=—"—= para x =0
3 33 7:/

— T.V.M. ndo se aplica pois ndo se verifica essa hipotese.

5.2) Estudo da Varia¢ao das Funcoes
5.2.1) Crescimento e Decrescimento
Seja y = f (x) uma fung¢do continua no intervalo fechado /a, b/, entdo:
i) Sef’(x)>0 Vx e (a, b) - f¢écrescente em (a, b)

i) Sef’'(x) <0 Vx € (a, b) —f¢decrescente em (a, b)

A A
; |
|
[} |
[} |
[} |
| | : |
: > : —
a b a b
f’(x) > 0 —crescente f’(x) <0 — decrescente

Exemplo 1: A fungdo f(x) = 2x + 3 é sempre crescente.

y=1x)=2x+3

Funcdo crescente
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Exemplo2: A funcdo f(x) = - 2x* é sempre decrescente.

AY
>
a b: X
Fungédo decrescente
Demonstracio:
Hipdtese: f'¢ continua em /a, b] Tese: f¢crescente em (a, b)

derivavel em (a, b)
f'(x)>0Vxe(b)
*PeloT.VM. Fc¢ e(ab)/f'(c)= f(bb)—f (a)
—a
*fx)>0Vxe(@b) .. f(c)>0
f(b)-1(a) _,
b-a

b>a > b—a>0 - f(b)~f(@) >0 .[f(b) > f(a) >fécrescentd

Hipdtese: f é continua em /a, b/ Tese: f¢é decrescente em (a, b)
derivavel em (a, b)
f'(x) <0 Vxe(ab)
*Fc e@b)/ f'(c)= —f(bb)—f(a)
—a
*f()<0Vxe(ab) . .[f(c)<0
b>a—=f(b)-f(a)<0.. Jfﬂ?) <f(a) >fé decrescente|

=f(x)) — Para saber se uma func¢do ¢é crescente ou decrescente deve-se analisar o sinal da derivada da

equagao.
(, maximo minimo /gy maximo minimo

+ - + -

£ . R .

) ® ® ®
crescente  x; decrescente X, crescente x3; decrescente X4

el ~a el N

5.2.2- Fun¢ao Monoétona
Uma fungdo é mondtona num intervalo I se ela for crescente ou decrescente em 1.

Exercicios: Determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento € os pontos de maximo e minimo, se
existir, das fungdes:

Df(x)=x—2x"+x+2
) =3"—4x+ 1

N —4x+1=0
4+J16-43)(1) 4+~4 4+2|"1 7 11
x = = =
2(3) 6 6 |x,==
3
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+ [ [
S 13N\ 1

I
1
m: min

Sinal contrério de x*

Intervalo de crescimento (— o0, %)u (1,+oo)

Intervalo de decrescimento (% ,1)

y=x -2 +x+2
Para x =1/3 >y =7

L1\ I . 1-6+9+54
yodl L) Ly, 120%9%H4
27 1973 27
s
Y757

y 58 , .
3,; maximo
Parax=1—>y=7"
y=1-2+1+2
y=2

(1, 2) minimo

yaw
F(x) = (1-1—3)(2X2x—1)—(x2 —XX6X)

5 \2
1+3x
(S — A
sempre positivo
Analisando o sinal do numerador :

2x —1+6x° —3x% —6x° +6x% =3x% +2x -1

32+ 2x—1=0
. 22 J4-4(3)(-1) -2¢4x12 244" =1
- 2(3) N 6 "6 k=L
3
+ - +
| )'
SN

Intervalo de crescimento (— oo,—l)u (y ,+oo)
Intervalo de decrescimento (— 1, %)
(—l, %) maximo
(y - %) minimo
3)f(x) =x - 3x-2

f(x)=3x"-3
-3=0

=
Il

=

I
Mo
~
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Intervalo de crescimento (—oo,—l)u (l,+oo)

Intervalo de decrescimento (1,1

(—1,0) maximo

(1,-4) minimo
Hhf(x)=x—6x"+12x+4

fox)=3x"—12x+ 12
W —I2x+12=0(=3)

X —dx+4=0
4i,/16—4i1i4i 4
x=f sz x=2

* 1 raiz, 1 Gnico sinal (ou positivo ou negativo)

B e N e e

S b

*x =2 ndo ¢ mdximo nem minimo, f'¢é sempre crescente

5) Determine os intervalos nos quais a fungdo f{x) = x° - 3x + I seja mondtona (crescente ou decrescente).

Temos fix) = x’ -3x+1 ->f'(x) =3x’-3=3(x"-1)
f)=030-1)=0x-1=0x"=1>x=21
f' + | - [
I I

-1 +1
a) f'(x)>Oparax <-1,ouem (- o, -1), f(x) é crescente
b) f'(x) <Opara-I<x<1l,ouem (-1, 1), f{x) € decrescente
c) f'(x)>0parax > 1,ouem (I, o), f(x) € crescente

Obs: Emx =-1ex =1 f'(x) = 0, nestes pontos f (x) ndo é crescente nem decrescente!!

Sfx)=x - 3x +1

crescente f '(x)>0 . decrescente f ’(x)<b crescente f’(x)>0
Os pontos:

(-1, 3), "topo da colina" sdo maximos relativos;
1, -1), "fundo do vale" sdo minimos relativos.
(

Exercicio proposto: Estudar a fungdo f(x) = x*- 6x + 3

5.2.3- Concavidade

O sinal algébrico da 2* derivada determina se o grafico é curvado para cima (em forma de xicara) ou curvado

para baixo (em forma de boné).

Seja y = f'(x), uma funcao continua no intervalo fechado /a, b/, entdo:
i) Sef’’(x)>0 Vx e(a b) — f tema concavidade para cima em (a, b)
il) Sef”’(x) <0 Vx € (a, b) — f tem a concavidade para baixo em (a,b)
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X\
5.2.4- Pontos de Inflexio Ponto de Inflexdo — [ "'(xg) =0

E um ponto onde a curva muda a sua concavidade e o grafico da funcdo intercepta a tangente no ponto.

A Y

Ponto de inflexdo

»X

C

Neste ponto f"(x) = 0. Esta condig@o € necessaria mas ndo ¢ suficiente! (veja exemplo a seguir)
Exercicios

Df(x)=x—6x"+ 12x + 4
f(x)=3x"—12x+ 12
X —I2x+12=0(+3)
Xodx+4=0

4i‘,/16—4i]i4i 4 5
- X =

X=—
2

* 1 raiz, 1 Gnico sinal (ou positivo ou negativo)

X

B e N e e

* x = 2 ndo é maximo nem minimo, f'¢ sempre crescente
* Estudo do sentido da concavidade

fr() =6x—12 ) .
6x—12=0 ]
x=2 M

Ponto de Inflexdo

(2, 12) Ponto de inflexao
Parax =0, y=4

Ponto de Inflexao

>

5.2.5- Revisao para o cialculo de Maximos e Minimos de Fun¢des

Maximo Relativo

Uma fungio f{x) possui um MAXIMO RELATIVO (ou méximo local) em um ponto de abscissa “c”, se existir um
intervalo aberto / contendo “c” tal que f{x) seja definidaem /e f(c) > f(x) seja verdadeiro para todo x em /.
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Minimo Relativo

Uma fungdo f{x) possui um MINIMO RELATIVO (ou minimo local) em um ponto de abscissa “c”, se existir um
intervalo aberto / contendo “c” tal que f{x) seja definidaem /e f(c) < f(x) seja verdadeiro para todo x em /.

OBS.: Se uma fungdo f{x) possui um maximo ou um minimo num ponto “c”, diz-se que f{x) possui um EXTREMO
RELATIVO em “c”.

5.2.6- Ponto Critico

Diz-se que um ponto “c” ¢ um PONTO CRITICO para uma fungio f{x) quando f{x) ¢ definida em “c”, mas nio
diferenciavel em “c”, ou quando f'(c)=0.
Teste da Primeira Derivada para Extremos Relativos
Teorema:

Seja uma fun¢do f{x) definida e continua no intervalo aberto (a, b); considere que o ponto “c” pertenga a (a, b) e
suponha que f{x) seja diferenciavel em todos os pontos em (a, b) exceto, possivelmente em “c”. Entdo:

e Se f'(x)>0 paratodo o ponto x em (a, ¢) e f'(x) <0 para todo ponto x em (¢, b) , entdo f{x) possui um
mdximo relativo em “c”.
e Se f '(x) <0 paratodooxem (a c)e f'(x)>0 paratodo o ponto x em (¢, b), entdo f{x) possui minimo relativo

[TPRL}

em ¢ .

5.2.7- Teste da Segunda Derivada para Extremos Relativos

Teorema:

Seja uma fungdo f{x) definida e continua no intervalo aberto / e suponha que “c” seja um ponto em / tal que f° '(c) =0
e f"(c) exista. Ento:
e Se f"(c) >0, entdo f{x) possui um minimo relativo em “c”.

e Se f"(c)<0,entio f{x) possui um mdximo relativo em “c”.

5.3- Extremos Absolutos
Supondo uma fungéo f definida no intervalo 7, e seja ¢ um ponto deste intervalo. Se f{c) > f{x) para todo x de /,
entdo f{c) € um maximo absoluto de I. Se f{c) <f{x) para todo x de /, entdo f{c) € um minimo absoluto em c.

fi
A (r)
y
| £(b)
>
a p q r b
Extremos absolutos
ftr) > f(p) - f{r) € o maximo absoluto em / I=[ab]

f(q) <f(b) = f(g) é o minimo absoluto em [/

Exercicio Proposto: Determine os extremos absolutos da funcio f(x) = V9 — X2 no intervalo [-3,3]
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Exercicios: Determinar os pontos criticos (maximo ¢ minimo) das fungdes:

Df(x)=x" —4x
_23

3
_-23

3

Xg
() =3x"-4=0
X2

23

f”[%}>0—)x=¥ é Minimo

f(x) = 6x
f”[_23\/§]<0—>x: _23\/§

é Maximo

) f(x)=x—6x"+9x+4
() =3x"—12x+9
I —12x+9=0(=3)
5 {x:l
X —4x+3=0
x; =3
f ) =6x—12
f7(1)=6-12=-6<0-—>x=1¢ Maximo
f73)=18—12> 0 —x =3 é Minimo

3)f(x)=-x+6x"-12x + 4
fo(x) =-3x" + 12x— 12 (+(-3))
X -dx+4=0
x=2
fx)=-6x+12
f7°(2) =0 — ndo tem mdximo nem minimo
x =2 — é ponto de inflexdo.

5.4- Problemas de Aplicacao de Maximos e Minimos

1) Determinar as dimensdes de um retdngulo de perimetro 20 e que a area seja maxima:

P=20
2x+2y =20
x+y=10
y=10-x
A=x.y
A=x(10-x)
A=10x—x

Derivando a area:

A =10-2x
10-2x=0
x=95

A =-2

-2 <0 — Maximo =5 — y=15 Quadrado D
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[T} [T L)

2) Desejamos fabricar uma caixa com uma folha quadrada de lado “a” cortando quadrados de lado “x
desconhecido nos quatro cantos da folha. Determinar o valor de “x” a fim de que a caixa tenha volume
maximo.

T

a : ' a-2x
| |

El ) 1

V=(a—2x)2.x

V:( 2—4ax+4x2)x
V =a’x—4ax’ +4x’
*V'=a’ —8ax+12x°
a’ —8ax+12x* =0
12x° —=8ax+a’ =0

B Sa++64a’ —4(12 “az ' _8ax4a

e 2(12) 24

a , .
X, = 3 — Minimo

X, =%—>Mdm'mo
*)''=24x—-8a

V' = 24[%) —8a > 0 — Minimo

v = 24(%} — 8a < 0 — Mdximo

Re sposta :
a
X=—
6

3) Deseja-se fabricar um recipiente de forma cilindrica por meio de uma folha metalica de superficie S.
Calcular a relacdo que deve existir entre a altura “A” e o raio “7” para que o volume seja maximo. Supde-
se ndo haver perda alguma de metal, que sua espessura permanece constante € que ndo ha tampa.

T

- @
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*S=gxr’+2xrh
2

h= S—mr
2mr

*V=rgr’h

2
V=7rr2[S2W J.'.V=§(Sr—m”3)

Vi
d—V=i(S—3m2)
dr 2
i(S—3zz72):0.~.3—3;zr2=0.-.r2=i.-.r= S
2 3z T
*S =37/

3 =nr’+2nxrh,
fazendo as simplificagoes:
h=r
5.5- Esboco do Grafico de Funcdes

Exercicios

1- Estude as fungdes dadas com relagdo a concavidade e pontos de inflexdo e esboce o grafico de cada uma
a) f(x)=x" —3x? —9x
b) f(x) =xe ¥

) f(x)=xinx

2

d) g(x)=

x? =2

X

o) f(x)=

I1+x°

5.6- Teorema de Cauchy

Sejam f (x) e g (x) definidas em um intervalo fechado [a, b] e derivavel em (a, b). Se g’ (x) for diferente de
f'(c) _ f(b)—f(a)
gc) gb)-g@)|

zero para todo x € (a, b) entdo 7 pelo menos um namero real ¢ € (a, b) /

5.7- Regra de L’Hospital

Considere duas fungdes f'(x) e g (x) que para algum intervalo fechado verificam o Teorema de Cauchy. Se para
algum numero real a do intervalo considerado tivermos f'(a) = g (@) = 0, entdo demonstra-se que:

T _ iy £
x—a g(x) X—ag'(x)

Exemplos:
2
1) lim X = — .". indeterminagdo
X2 x-2
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aplicando L'Hospital > lim 2 = 22 =4

x—2 1 1
2) lim sendx = 0 .. indeterminagdo
x—>0 x 0
. . . cos5x.5
aplicando L'Hospital > lim ————=15
x—>0 1
2
3) lim XTo6x+9 _9 .. indeterminacéo
X3 ¢ 2_ Tx+12
. . . 2x-6
aplicando L'Hospital > lim =0
x—32x-7

0
OBS.: A regra de L’Hospital podera ser usada para indeterminag¢des da forma —.

0
. x> o . .
4) lim — =— .. indeterminagdo
X—®© X o
. . . 3x2 o . .
aplicando L'Hospital > lim —— =— .. indeterminagdo
X0 X o
. . . 6x oo . L
aplicando L'Hospital novamente — lim — = — .". indeterminacdo
X—® X o
. , . . 6 o6
aplicando L'Hospital novamente > lim —=—=0
X® X o
lim =0
X—>0 X
e
Outras indeterminacdes:
e (0.
[ ] o0 - 00
° O0
° 1
[ ] OOO
0
o —
0
o0
°« —
o0
Indeterminacfo da forma 0.o0:
. . i .
lim f(x).g(x)= lim e ou lim &)
X—>a X—>a y Xx—>a y
g(x) f(x)
agora aplica-se a regra de L Hospital.
Exemplo:
1) lim x2.Inx = 0.(—o0) .". indeterminagdo
x—=07
1
. 1 . 1 . . .
lim —X — lim % (aplicando L'Hospital) lim A
x—0*t /2 x—0t =2 x>0t _5=3 x-0t 2
X
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Indeterminacio da forma oo - oo :

1 1
. . )
Jim [0 - 0] iy £
f(x).g(x)

agora aplica-se a regra de L Hospital.

Exemplo:

) 1 . N
1) lim | cossec x —— |=o0—o0 .. indeterminagdo
x—0 X

x>0t senx x x—01\ x.senx

_ lim sen x _0_0
x—01t\ —x.sen x +cos x+cos x

lim [ ! —lj: lim (mj:( aplicando L'Hospital)

Indeterminaciio da forma 0°,1° ou °:

i, 05 =

Iny=In lim f)&® Somy=k o |y=éf
X—a
Iny= lim g(x).Inf(x)
X —>a
k
Exemplo:
) limx* =e*
x—0

k = lim_x.Inx = 0.(—o0) .". indeterminagdo
x—0

-2

X—> X __—

In:
k = lim —— = (aplicandoL'Hospital) lim —Z*~ = 1im (=x) =0
0,1 x—0 x—0

Exercicios

1- Calcular o limite (que da 0/0), por L'Hépital.

o x?=x-2 . 2x-1 3

lim = lim =—
x—>2x2+x_6 x—=22x+1 5
Este limite poderia ser resolvido da forma:

2 p— — —

Jim X% 2=lim(x+l)(x Z)Zh,mx+]:i

=2x? +x-6 x=>2(x+3)(x—2) x>2x+3 5

2- Caleular lim 2<% = 9 , mas por L'Hopital.
x=0 X 0
x°—6x+9 0
3- Calcular /lim =~ (indeterminado)
>3yt —7x+12 0
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x—0t

1-cos x _
x.cos x+senx

Resumindo

lim )8 ek
X—a

k=l In f
Jim g(x).In f(x)
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