CAPITULO 8- APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

8.1- A Integral Definida para Calculo de Area

A integral definida de uma fungdo f(x), num intervalo [a,b] éigual a area entre a curva de f{x) e o eixo dos x.

fx
S
f,
I >x
b a+Ax a+ 2Ax
If(X)dx - szdx + Ifzdx b= fyfax s g fax
a a a+ Ax

pois, 0 f; paraum dado retdngulo ¢ constante

= fiM+ oM .0 =4+ 4+ ... =4

b
.[f(x)dx = A areasob acurva

a

Exercicios
1) Determinar a 4rea limitada pela curva y = 5x — x° e pelo eixo x.

5x —x’=0
A 2
x(5-x)=0 y=5x—-X
x=0
x=35
>
0 5

Por geometria
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A= E base xaltura = — x3 x3= —

2

que € o mesmo resultado obtido por integragao.

1
3) Calcule a area compreendida entre o eixo x e a curva fix) = g (x’—2x+8), entre x=-2 ¢ x = 4.

O grafico da curva é:

24 8

4) Calcular a area da regido limitada inferiormente pela curva y=x’-3x+2 eoecixo x queé y=0.

y
Nos dois pontos y = 0—>x’—3x + 2 =
f(x) 0 fornece x; = 1 e x, = 2.
b
/ If(x)dx = A , entio
> a
o =", X

b 2 5
A= + _[f(x)dx _— I(xz —3x+ Z)a’x _ {ﬁ 3x’ }
a 1

-2 4ox
3 2 }

A, =+ §—3X4+4 - +i—i+2 =+ 2511 unidades de area
3 2 3 2 3 06 6

8.1.1- A Integral Definida para Calculo de Area de Fungdes Pares e Impares

Quando uma fungdo ¢é par ou impar o calculo de sua area ¢ feito dobrando a area calculada no primeiro
quadrante, isto é, quando se possui uma curva gerada por fungdes pares ou impares, existe uma simetria da fungdo que

a
permite que a area 4 — If(x)dx seja e dada por 4 = ZIf(x)dx .

0
Exemplo: Se tivermos uma curva gerada por fungdes pares ou impares, existirdo simetrias do tipo

YAy

—a

f(x)=x"

jif(x)dx=2j‘f(x)dx
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2 3

J.xzdx . :§+§:E

/] 51, 3 3 3
2 32

o [ x?dx = oy X2 ZZXEZE
0 30 3 3

Observacao: Note que a curva é simétrica em relagéo a .

No entanto, a funcdo a seguir é impar e gera um grafico assimétrico.

Yy A
f(x)=x’
2
3
Adreatotal 4 =2 J.x dx
¥ > 0
2 X

2
A integral If (x)dx=0 porque a curva ¢ assimétrica, e portanto, de sinal contrario em relagdo a origem.
-2
2 x4 2 x4 2
A=2[Fdx=2"—| == =8-0=8ua.
4
0 0 0

2
X
ou .[x3dx=—

-2

=4 —-4=0 (integral nula)

-2

“A area deve ser considerada sempre positiva.”

8.1.2- A Integral Definida para Calculo de Area entre Duas Funcdes

Teorema: A area entre os dois graficos das fungdes f e g no intervalo /a,b] ¢ dado por

Ay

b

A= I| S(x)—g(x) |dx e & sempre positiva.
a
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Exercicios

1) Determinar a area limitada pelas curvas y =5x — x> ¢ y = 2x.

A
y y=2x

|
[}
l y=5x—x’
|
i

0 3 5\ >x

2) Determinar a 4rea limitada pelo eixo y e pela curvax = 4 —)°

- Pontos de intersecdo

y:5x—x2
{y:Zx

2x=5x—x7
x?=3x=0
x(x—-3)=0

x=0
x=3

y A
B )
Al
>X
y=v4-x
— 2
4
A= 2.'[\/4—de
o
Al
4 1
A= —2.j (4—x)2.(~1)dx
0
ou

3 4
A=—2[4—x2.£}
3
0

- Area

3
A =j(5x—x2 —2x )dx
0

3
A:J(.?x—xz)dx
0

A:i_i
2 3
0
AZZ—Q
2
A—gua
2
x:4—y2
4-y’ =0
y==%2

2
A=2[(4-y" )y
0

32
y
A=2]4y-21

0
a=2s-4]
3

A= Eu.a.
3
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[PS L}

3) Determinar a area limitada pelas curvas y* = 4ax; x + y = 3a; y = 0; primeiro quadrante e “a” positivo.

|
X
-2
- Pontos de intersecdo - Area

2 _ 2a 2
y° =4ax Azj(.?a—y—y—)dy
x+y=3a—>x=3a-y 0 4a

2 2

=4a(3a- 2 3 4
yZ (2 y) P
y =12a" +4ay=0 2 12a )
2 2

+4ay—12a° =0
7 4 A:6a2—2a2—i.8a3
y_—4aiV16a2+48a2 12a

2 A=40t2—£a2
- —fatsa 3
__re—-oc 2
2 A:]0.a na
y:2a 3
y'=-6a

4) Achar a area entre as curvas y=x> e y = 4/ X .

A
y y=x3

y= k.

>

X

Solugdo: Primeiro resolva o sistema y =x’° = \/; para achar os limites de integracao.
¥=x - x(x’—1)=10 - x=0 e x=1

satisfazem a equag@o.

1
3
A= _” \/_ - X ‘dx pode integrar e depois tomar o médulo.
0

1
Ao [ a2 T2 r s s
. 3 4 3 4 2 12

132



5) Calcule a 4rea entre os graficosde y=x+2 ¢ y=x".

y

y=x+2

-1 a 2 X
Resolve-se o sistema de equagdes para achar P; ¢ P,.
_ .2 2 _
y=x"=x+2 - X —x-2=0
x=-1 e x=2

2

b
A:J|f(x)—g(x)|dx - J.(x+2—x2)dx

-1

6)_Achar a area da regido limitada pelos graficos x=y*—2y e x=2y—3.

y

P; e P, sdo obtidos pela solugdo do sistema

x=y"=2y=2y-3 >y —4y+3=0
yvi=1 e y,=3 e x;=-1 e x=3
A integragdo ¢ feita em y, porque as fungdes estdo resolvidas para x e ndo para y.

3
a-Qlrm=semlar [ oy
1

3

SN

1
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Exercicios Propostos

Calcule a area da curva com o eixo X nos intervalos:

1
1) y=— entre x=1¢ x=2,718
X

2) y=4—x* (s6aparte acima de x)

Y S (x)
3) y=x"-3x entre x=0 ¢ x=3
Xy

4) Calcularadreaentreareta y=4 e y=x" nointervalode x=0 a x=2

A= Tf,(x)dx - ]l.fz(x)dx
0 0

5)  Achar a 4rea entre as curvas y =x"e y =x° no intervalo x=0 a x= 1.

a= [\ 1103)= fa(x)|ax !
0
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8.1.3- A Integral Definida para Calculo do Centréide

O centréide de uma regido plana (R) é definido como o centro de massa da regido. O centro de massa ¢ o
ponto pelo qual esta regido R pode ser suspensa sem girar.

As coordenadas (x, y ) do centrdide sao dadas por

a‘czﬁ j [f(x)=g(x)] xdx

5 ﬁ![}”(x)—gz(x)] dx

Exercicios

1) Achar as coordenadas do centroide da regido limitada pela curva y*=2x e o eixo X, no intervalo [0,3].

A

y : y2:2x

y= ~/2x  (s6 a parte positiva)

3 3
A__([\/;dx -2 .([xl/zdx_gﬁ

3 3
X4-= jx(\/ﬂ—o)dx -2 jx3/2dx _ 18 5
0 0
3 J2x 3 5
fA=J » dx:iijdx:i.2.£ _9
o L2 29 2 2, ?2
6 ?=9/—2=—9 =092

2) Achar o centroide da figura entre as duas curvas y=x" e

y=x
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1
XA = Jx(\/_—xj)dx _ 1
0 5
! 2 al
ja= L leoxar o L[ LTI 1 7225
2y 202 7|, 212 7] 27 14 28
% S
)?:—5:220,48 y:ﬁzﬂzgzm:i:()’“
7 25 5 5x28 28 4x7 7
12 -

3) Achar o centroide de uma semi-circunferéncia. A equagio da circunferéncia e x° +y° =+, onde r = raio, r = 2.
Entio y = /4 — x” ¢ a semi-circunferéncia.

Ay
/y— o
O
> X
) 2
2
o 4
2
u=4-x
2
_ 2
XA = J.x 4—x"dx du = -2x dx
-2
du
dx =- —
2x
2 2
_J‘ 1/2@_1J'u1/2du_1u3/22_
b’ 2x 207 2 3/2],
3/2|? 2
S -1 (4—x2)3 =0 (como ja era esperado)
3 2
_2 -2
2 572
— 2
AL [le-x)ar L[ x| _ L[5 8)_(Ls.8)]- 18
25, 2 3 2 3 3
- -2
16
_ 16 -3 16 16
A= — - = = = — = — = (,8488
Y 3 Y A 34 T
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8.1.4- Centro de Gravidade de Areas Planas
Momento

Momento de uma area “4” em relag@o ao eixo x ¢ por definigdo o produto da area pela distancia até o

eixo x.

Momento em relag@o ao eixo y é o produto da area pela distancia do centro de gravidade até o eixo y.

Seja (x, y) as coordenadas do centro de gravidade de uma regifio plana “4”, entio:

Mc=4.7
My=4.x
y
~ pid
N P
N -
N -
~ i
~ s
S~ P
~. .7
1~
— ,’/ \\\
y /// SN
, ~
P ~
ad SN
X

A\ £

yA
AX;
| {
O i A
f(x;/ 2)t------- E* ———————— i
;1 X ]‘3
X
Mx; =f(xi).Axi.f(—’j
Mx = lim Zf (i )
Ir
M :J%-dx szE;[yzdx

Para My, temos:
My = f(x; ).Ax; x;

My = lim Zf(x)x Ax;
no% o]

b
My =.[f(x).x.dx

My = ji y.x.dx

\ £5
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SeMx=A4A.y e My=A.x.Coordenadas do centro de gravidade de 4 (x, y)

T __Mx
A Y A

Sey =f(x); x =a, x = b; eixo x.

X
_ 2
Mx__Zva .dx

b
My = j y.x.dx
b
A= J y.dx
Exercicios
1) Determinar as coordenadas do centro de gravidade da regido limitada pelas curvas y = 6x —x’ e 0 eixo x.
y A
6x—x’ =0
------ x(6 - x) =0
—f===-1 CG x=0
|
l x=6
0 5 o\ x
Mx=A4-y=>y= Mx
A
M,
My=A4A-x=>Xx= 7)/

Calculo da area

6 3 6
A:£(6x—x2)dx=3x2 _x?

0
A=36u.a.

Calculo de Mx

Mx:éi(mc—xzxmc—xz)dx

3 4 5

6 3 4+ 57
Mx:ij.(36x2—12x3+x4)dx:i 36x7 _12x X
29 2 )

Mx=129,6

Calculo de My
6

My = _[ (6x—x2 )x.dx
0

6
My:j[(tixz —x3)d :{%—é}o

My =108,0

Determinac¢do do CG
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M
_y:108:3

X = Pl
A4 36

goMx_1296 4,
4 36

CG(3;36)

Sejax=f(), y=c,y=d e eixoy.

d
A=[f(ydy

d
A= jx.dy
d
Mx = jxydy
c
d
I >
My 3 .L" x“dy
Exercicios
1) Determinar as coordenadas do centro de gravidade da 4rea limitada pelas curvas y = x> e y = 4x no 1°
quadrante.
y A
]
i
! Ponto de intersegdo
| y=x’
[}
! y=4x
[}
i x? =4x
: ;
! X’ —4x=0
=7 i 2
e x(x°—4)=0
3 // 4
X P e x=0
\/// //’/ \ 4x x=2
,II /,/ x=-2
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CG (1,06; 3,04)
_ 1219 _

2) Determinar as coordenadas do CG da regido limitada pelas curvas y° =x, x +y =2 e y = 0 no primeiro
quadrante.

Pontos de inflexao

yi=x
{x+y=2—>x:2—y

2_2_y
yi4y-2=0

—2 — desprezar
1
A=

(J’J’)dy

Q'-—.N

Mx = @y—yz—ysy
27 5P y41 5
Mx=2Y_ Y VI _2
2 3 4|, 12
16 5
s s Cg(zij
7 7 "1
// 35 /é 14 3514
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