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Deflex&o de Vigas

Obijetivo: Determinar a equacdo da curva de deflexdo e também encontrar deflexdes
em pontos especificos ao longo do eixo da viga.

Importéncia:
e Estruturas estaticamente indeterminadas-NUmero de reacfes excede as
equacdes de equilibrio.
e Analise dindmica. Vibracdes de aeronaves ou as respostas de edificios aos
terremotos.

Equac0es Diferenciais da Curva de Deflexao
Deflexdo de vigas — Equac0es diferenciais da curva de deflexao

Considere uma viga engastada com um carregamento concentrado atuando para cima na
extremidade livre.
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Figura 1 — Curva de deflexdo de uma viga engastada. (Gere, 2003)
Consideraces: O plano xy € um plano de simetria da viga e todos os carregamentos
atuam nesse plano (plano de flexdo). O material segue a Lei de Hooke e consideramos
somente deformacdes devido a flexdo pura.

Deflexdo v - E o deslocamento na direcdo y de qualquer ponto no eixo da viga, como
apresenta a Figura 1.b. Como y € positivo para cima, entdo v é positivo.
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Vamos considerar a curva de deflexdo com mais detalhes como mostra a Figura 2.
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Figura 2 — Curva de deflex&o de uma viga. (Gere, 2003)

. . Deflexdo em cada ponto ao longo do eixo
Viga Flexionada— .
Rotacdo em cada ponto

Angulo de rotaco 0 - E 0 angulo entre o eixo x e a tangente a curva de deflex&o, como
mostra a Figura 2.b.

Observacdes: 6 € positivo no sentido anti-horario.

Notac&o: Angulo de rotacdo = Angulo de inclinagdo = Angulo de declive

Angulo de rotacdo em m, = ¢+d@

d&- Aumento no angulo conforme nos movemos do ponto m; para o ponto m.

Angulo entre as normais as tangentes = d@

Ponto de intersecao entre as normais as tangentes = O’ (Centro de curvatura)

p - Raio de curvatura — Distancia de O’ a curva e é dado pela seguinte expressao
ds=pd@ 1)

onde d& é dado em radianos e ds € a distancia ao longo da curva de deflex&o entre os
pontos mq e mo.

A curvatura é dada por:

e @

S

k=

N
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A convencdo de sinal para a curvatura é apresentada na Figura 3
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Figura 3 — Convencdo de sinal para a curvatura. (Gere, 2003) (b)

A inclinagdo da curva de deflex@o é a primeira derivada dv/dx. Geometricamente, a

inclinacdo da curva de deflexdo é o incremento dv na deflexdo (conforme vamos do
ponto m; para 0 ponto my) Dividindo pelo incremento dx na distancia ao longo do eixo x.

Como dv e dx séo infinitesimais tem-se que:

dv_ tand =60 = arctan(d—vj (3)
dx dx
De modo similar tem-se:
dx dv
cos(f)=— e senlf)=— 4
(0)=% & sen0)=* @

Essas equacdes sdo validas para vigas de qualquer material
Vigas com Pequenos Angulos de Rotacao

Estruturas encontradas na vida diaria: Edificios, Automoveis, Aeronaves, navios e
etc.

Essas estruturas sofrem pequenas variagfes na forma enquanto estdo em servigo e nao
sdo percebidas por um observador casual. Dessa forma, a curva de deflexdo da maioria
das vigas e colunas tem angulos de rotacdo muito pequenos, deflexdes muito pequenas e
curvaturas muito pequenas.

De acordo com a Figura 2, se 0 angulo de rotagcdo € muito pequeno, a curva de deflexao
é quase horizontal. Dessa forma tem-se que:

ds~dx —>cosf=1 (5)
Assim a curvatura, pode ser dada por:
déo
k=— 6
™ (6)
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Uma vez que tan(9)~ @ quando & ¢é pequeno, tem-se 0 seguinte:

0 ~tan(9)= % (7)

Derivando-se a expressdo (7) em relacéo a x tem-se:

do d°v
2 r 8
dx  dx? ®)
Igualando com a equacdo da curvatura
2
90 =19 9)
dx o dx

A expressdo (9) é valida para uma viga de qualquer material, com a condi¢do de que as
rotacBes sejam pequenas.

Se o material é elastico e linear e segue a Lei de Hooke, a curvatura é dada por:

M

1

Em que M é o momento fletor e El € a rigidez a flexdo da viga. Combinando (9) e (10)
produz-se a equacdo diferencial da curva de deflexdo basica de uma viga.

d M

- o 11
i (11)

Essa equacdo pode ser integrada em cada caso particular para se obter, v, M e EI que

sdo funcdes de Xx.

Equacdes adicionais podem ser obtidas a partir das relacdes entre 0 momento fletor M, a
forca de cisalhamento V e a intensidade g da carga distribuida, como a seguir:

av aM _,,

=V kb, 12
dx dx (12)
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As convencdes de sinais para essas grandezas sdo mostradas na Figura (4).
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Figura 4 - Convencdes de sinais para momento fletor M, forca de cisalhamento V e
intensidade q da carga distribuida. (Gere,2003)

Vigas Nao-Prisméticas

Arrigidez a flexdo Ely € variavel. A eg. (11) torna-se

LMY (13)

Diferenciando ambos os lados da eq. (13) e usando as egs. (12) obtém-se:

2
i E|Xd_v =d_M=V (14)
dx dx? ) dx
d? d’v) av
— | El, — |=—=— 15
dxz[ dez] 0 (15)

Vigas Prisméticas
No caso de uma viga prismatica (EI constante), as equagdes diferenciais tornam-se:

d?v d3y d4v
e M EIW:V E|W=—q (16)

El

Iremos nos referir a essas equagdes como a equacado do momento fletor, a equagéo da
forca de cisalhamento e a equacdo do carregamento, respectivamente.
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Deflexdes por integracdo da equacdo do momento fletor — Método de integracoes
sucessivas

2
Objetivo: Integrar duas vezes El j—zv =M
X

12 Integragdo — v'=dv/dx
2% integracdo — deflexdo v

Passos:
1- Escrever as equacdes para 0s momentos fletores da viga

2- Para cada regido da viga substituimos as expressdes para M na equacao
diferencial da elastica e integramos para obter a inclinagdo v/

3- Integramos cada equacéo da inclinacgdo para obter v.
Observacdes: Cada integracdo produz uma constante de integracéo.

As constantes de integracdo sdo obtidas a partir de condicGes relativas as inclinacdes e
deflexdes. As condigdes classificam-se em trés categorias.

Condices de contorno: relativas as inclina¢des e deflexdes nos apoios das vigas, como
exemplifica a Figura 5 e a Figura 6.

M
v4=0 vp=0

Figura 5 - Condicdes de contorno em apoio simples.(Gere, 2003)
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Figura 6 — CondicGes de contorno no engaste (Apoio fixo)
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Condigdes de continuidade - Ocorrem em pontos em que as regides de integracdo se
encontram como o ponto C da Figura 7.

A Cl B
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At point C: (Wac=W)cp
V" )ac=0")cp

Figura 7 - CondicGes de continuidade no ponto C.

Condigdes de simetria — Por exemplo, se uma viga simples suporta uma carga
uniforme em todo o seu comprimento, sabemos antecipadamente que a inclinagdo da
curva de deflexdo no ponto médio precisa ser zero.

4- Ao se determinar as constantes de integracdo, substitui-se nas expressdes das
deflexdes e inclinacdes e se obtém as expressdes finais para a curva de deflexao.

Exercicios:

1. Determine a equacdo da curva de deflex&o para uma viga simples AB suportando um
carregamento uniforme de intensidade q atuando por toda a extensao da viga (Figura 8).
Determine também a deflexdo méxima &, no ponto médio da viga e os angulos de

rotagdo 6, e 6, nos apoios. A viga tem comprimento L e rigidez a flexdo EI constante.

[T
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(b)
Figura 8 - Deflexdes de uma viga simples com um carregamento uniforme.

4 3 3
Resposta: v =— -2 (L3—2Lx2+x3), 5maX=£, A=L, g = aL
24El 384ElI 24El| 24El
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2. Determine a equacéo da curva de deflex&o para uma viga engastada AB submetida a
um carregamento uniforme de intensidade g, Como apresenta a Figura 9.a. Determine
também o angulo de rotacdo 6, e a deflexdo 5, na extremidade livre, Figura 9.b. A

viga tem comprimento L e rigidez constante EI.

I
() %

Figura 9- Deflex6es de uma viga engastada com um carregamento uniforme

2 3 4
Resposta: v:—L(GLZ —4Lx+x2), O :ﬂ, 5y _ak
24El 6 El 8EI

3. Uma viga simples AB suporta um carregamento concentrado P atuando nas distancias
a e b dos apoios esquerdo e direito, respectivamente como apresenta a Figura 10.a
Determine as equagdes da curva de deflex&o, os angulos de rotacdo 6,e 6, nos apoios, a
deflexdo méxima §,,, € a deflexdo 5. no ponto médio C da viga (Figura 10.b). A viga
tem comprimento L e rigidez a flex&o EI constante.
P
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Figura 10 — Deflex6es de uma viga simples com um carregamento concentrado.

L, Pbxo o o
Resposta: v = SLE] (L b x) (0<x<a),
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3
yo PO (2 _Xz)_M (a<x<L), 0, - Pab(L +b) 6, - Pab(L +a)
6LEI 2EI 6LEI 6LEI

PL2./3
(On ey =5

~ 27El

, ocorre quando b=L/+/3, esse valor é obtido tomando-se a derivada

de 6, com relacdo a b e iguala-se a zero.

A deflexdo maxima ocorre no ponto D, da Figura 10.b em que a curva de deflexdo tem
uma tangente horizontal. Se o carregamento esta a direita do ponto médio, isto € se a>b,

0 ponto D esta na parte da viga a esquerda do carregamento. Podemos localizar esse

ponto igualando v =0 e resolvendo para a distancia x, que agora denotamos como X;.

2 K2
Dessa forma tem-se: x, = L 3b (a>b) que substituindo-se na equacdo da
2 _ gp2
deflexdo 6. =-v L) _Pb3L® —4b
2 48E|

ESTUDE o caso onde o carregamento esta no ponto médio da viga, a=b=L/2

4. Calcule a flecha e a inclinacdo méaximas para a viga retangular (largura b e altura h)
mostrada. Considere os dados da tabela 1.

(o

L

il H—
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Figura 11 — Duran (2006)
Tabela 1.

Salete Souza de Oliveira Buffoni 9




i T

Parametro | Valor | Umidades
W 2000 N
qo 6000 N/m
L 4 m
b 0.05 m
h 02 m
E 70 &Pa
Bz = B(x = 0) = 0.78°
mix = V(x=0)=-402 mm
Resposta: Vi = ¥ )

Deflexdes por integracdo da equacédo da forca de cisalhamento e da equacéo de

carregamento

Nesse caso mais integracdes sdo necessarias. Por exemplo, se comegarmos com a

equacdo de carregamento, quatro integracdes sdo necessarias de modo a chegar as

deflexdes.

Exercicios:

1. Determine a equacédo da curva de deflexdo para uma viga engastada AB suportando

um carregamento triangularmente distribuido de maxima intensidade g, (Figura 12).

Determine também a deflexdo 5, e o &ngulo de rotagdo 6, na extremidade. Use a

equacao de quarta ordem da curva de deflex&o (a equagéo de carregamento). A viga tem

comprimento L e rigidez de flexdo EI constante.

| 84
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(a)

(b)

Figura 12 - Deflexdes de uma viga engastada com um carregamento triangular

Salete Souza de Oliveira Buffoni

10



q,X°
120LEI

_q0L3 5 _q0L4

Resposta: v =- = , Og =
24El 30El

(10L° —10L%x + 5Lx2 = x°), 6,

2. Uma viga simples AB com um balango BC suporta um carregamento concentrado P
na extremidade do balanco (Figura 13). A extensdo principal da viga tem comprimento
L e o balangco tem comprimento L/2. Determine as equac@es da curva de deflexdo e a

deflexdo &, na extremidade do balango. Use a equacdo diferencial de terceira ordem da

curva de deflexdo( a equacdo da forca de cisalhamento). A viga tem rigidez de flexdo El

constante.
P
IA B \ A%
7N N
S
£ ¥
(a)
y
A

Figura 13 — Deflexdes de uma viga em balanco.

Resposta: v=ﬂ(L2 ~x?),  0<x<L

12E|
ve- (B2 -10L%x+9Lx? - 2¢°),  Lexson
12E| 2

_ P

¢ 8El
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3. A curva de deflexdo para uma viga simples AB como apresenta a Figura 13 é dada

pela seguinte equacéo:

oo (315 _5Lx2 +3Lx* — x°)
90LEl

}}

A| |B—
— —

- -..|
|1 l’I

X

Figura 14 — Viga simplesmente apoiada.

Resposta: q=4q,x(L —x)/L?, Carga parabélica agindo para baixo.
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