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Fundamentos do Método Simplex

Terminologia

@ As solugbes dtimas para qualquer problema de programacao linear
residem nos limites da regido de solucdes viaveis - esses limites sdo
um conceito geométrico;

@ A equacao limite de restricdo para qualquer restricao é obtida
substituindo-se seu sinal <, = ou > por um sinal =.
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Fundamentos do Método Simplex

Terminologia
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Figura 1: Problema da Wyndor Glass Co.

Samuel Campos (ESR-UFF)

Pesquisa Operacional 9 de setembro de 2018



Fundamentos do Método Simplex

Terminologia

@ O problema da Wyndor Glass Co. tem cinco restrigdes = cinco
restricoes de limite;

@ Por termos n = 2, o hiperplano definido por essas equagdes limite de
restricdo sdo simplesmente retas;

@ Os limites de restricdo para as cinco restricGes sdo as cinco retas
mostradas na Figura 6;

O limite da regido de solugdes vidveis contém apenas aquelas solu¢bes
viaveis que satisfazem uma ou mais equagdes limite de restricdo.
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Fundamentos do Método Simplex

Terminologia

Uma solucgdo viavel em ponto extremo (PEF) é uma soluggo vidvel que
n3o cai sobre nenhum segmento de reta conectando duas outras possiveis
solucdes viaveis.

@ Uma solugdo vidvel que cai sobre um segmento de reta conectando
duas outras solucdes vidveis ndo é uma soluciao FPE;

@ Na Figura 6 com n = 2, temos:

e O ponto (2, 3) ndo é uma solugdo PEF, pois ele cai sobre vérios desses
segmentos de reta, por exemplo, o segmento de reta conectando (0, 3)
e (4, 3).

e O ponto (0, 3) ndo é uma solugdo PEF, porque ela cai sobre o
segmento de reta conectando os pontos (0, 0) e (0, 6).

e O ponto (0, 0) é uma solugdo PEF, visto que é impossivel encontrar
duas outras solucdes vidveis que caiam em lados completamente
opostos de (0, 0).

v
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Fundamentos do Método Simplex

Terminologia

@ Quando o niimero de varidveis de decisdo n for maior que 2 ou 3, a
definicdo acima para solucdo FPE n3o é convincente na identificacdo
de tais solugGes = mais (til interpreta-las algebricamente.

v

Exemplo: O caso da Wyndor Glass Co

e Cada solu¢do FPE da Figura 6 cai na intersecdo de duas (n = 2) retas
de restricao;

@ Ela é a solugdo simultdnea de um sistema de duas equacoes limite de
restricao.
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Fundamentos do Método Simplex

Terminologia

M TABELAS.1 Defini¢do das equagBes para cada solucao PEF para o problema da Wyndor Class Co.
Solugao PEF Equagoes delimitadoras

©, 0 xn=0
x=0
©,6) xn=0
2%, =12
,6) 2x,=12
36 +2x=18
“4,3) 3% + 2%, =18
xn= 4
(4, 0) n= 4
x= 0

As equacoes delimitadoras se referem as equagdes limite de restricao que
conduzem (definem) a solugdo PEF indicada. J
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Fundamentos do Método Simplex

Terminologia

Para qualquer problema de programacao linear com n varidveis de decisao,
cada solugdao PEF cai sobre a intersecdo de n limites de restricdo

@ Cada solugao PEF é a solugdo simultdnea de um sistema de equagdes
limite de restricdo.
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Fundamentos do Método Simplex

Terminologia

@ Nem todo conjunto de equac¢des limite de restricao escolhidos das
n + m restricdes (n restricdes de ndo-negatividade em restricdes
funcionais) levam a uma solugdo PEF.

@ A solucao simultanea de um sistema de equacdes poderia violar uma
ou mais das m restricdoes nao escolhidas, em cujo caso ela é uma
solu¢do invidvel em ponto extremo (Figura 2)

@ Pode ser que um sistema de equagbes com n limites de restricdo nao
tenha nenhuma solugdo.

@ Mais de um sistema com n equacdes limite da restricio pode conduzir
a mesma solucao PE.

e Ex.: Se no lugar de x; < 4 tivéssemos x; < 2, resultaria na mesma
solugdo (2,6).
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Fundamentos do Método Simplex

Terminologia

M TABELAS.2 Equacdes delimitadoras para cada solu¢do em ponto extremo infactivel para o caso
da Wyndor Glass Co.

Solucao em ponto extremo infactivel Equacoes delimitadoras
©,9) xn=0
3% +2x,=18
(4, 6) 2% =12
X = 4
(6, 0) 3+ 26 =18
x= 0

Figura 2: Equacoes delimitadoras para cada solugdo invidvel em ponto extremo
para o caso da Wyndor Glass Co
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Subsection 2

Solugdes PEF adjacentes
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Fundamentos do Método Simplex
Solu¢cdes PEF adjacentes

@ O limite da regido de solucdes vidveis é constituido por varios
segmentos de retas interconectados (Figura 6)

@ Esses segmentos de reta sdo os lados da regido de solucdes vidveis.

@ A primeira iteragdo (Figura 6) envolve deslocar-se ao longo do lado de
(0,0) a (0, 6) e, a seguir, a préxima iteracdo se desloca ao longo do
lado indo de (0, 6) até (2, 6).

@ Cada um desses deslocamentos para uma solu¢do FPE adjacente
envolve apenas uma mudanga no conjunto de equagdes delimitadoras
(restri¢des de limite sobre as quais a solugdo recai).
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Fundamentos do Método Simplex
Solu¢cdes PEF adjacentes

@ Os pontos s3o as solucdes PEF.

@ A regiao de solugdes viaveis é um poliedro em vez do poligono que
tinhamos com n = 2

@ A restricdo de limite agora é um plano em vez de retas (Figura 3).
@ As faces do poliedro formam os limites da regido de solugdes viaveis

@ Cada solucido PEF cai na intersecdo de trés limites de restricao
(algumas vezes incluindo alguns dos limites de restricdo para as
restricdes de n3o-negatividade como x; =0, xx =0e x3 =0) e a
solucao também satisfaz as demais restricoes.

@ IntersecOes que nao satisfazem uma ou mais das demais restricoes
levam a solugGes invidveis em pontos extremos.
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Fundamentos do Método Simplex

Solu¢cdes PEF adjacentes
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M FICURAS2  Aregido de solugBes vidveis e solucdes PEF para um problema de programacéo linear
de trés varidveis.
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Fundamentos do Método Simplex
Solu¢cdes PEF adjacentes

@ Suponha que o ponto (2, 4, 3) é a solu¢do PEF atual e que o ponto
(4, 2, 4) serad a nova solugdo FPE no final da iteragdo.

e O ponto (2, 4, 3) cai na intersegdo dos limites de restricdo xx = 4,
x1+x0=0e—x3+2x3 =4
o Essas trés sdo as equacdes delimitadoras para essa solucio PEF.

@ Todas as arestas da regido de solugbes vidveis sao formadas como o
segmento de reta vidvel que cai na intersecao de dois limites de
restricao e as duas extremidades de um lado s3o as solu¢ées PEF
adjacentes.

@ Ha 15 arestas na regiao de solugdes vidveis = ha 15 pares de solugdes
PEF adjacentes.

v
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Fundamentos do Método Simplex
Solu¢cdes PEF adjacentes

e Para a solugdo PEF atual (2, 4, 3) temos (4,2,4), (0,4,2) e (2, 4, 0)
como solugdes PEF adjacentes.

@ Se na préxima iteracdo, o método simplex escolher osegmento de reta
mais escuro na Figura 3

@ O ponto descoloca ao longo desse lado de (2,4,3) até atingir o novo
limite de restricao, x; = 4;
@ N3o podemos prosseguir mais sobre essa reta para o limite de
restricao seguinte, xo = 0,
o Nos levaria a uma solugdo invidvel (6,0,5).
e A intersecdo desse novo limite de restricio com os dois limites de
restricdo forma a aresta e conduz a nova solu¢do FPE (4, 2, 4).
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Fundamentos do Método Simplex
Solu¢cdes PEF adjacentes

@ Uma solugcdo PEF cai na intersecdo de n limites de restricdo (e
satisfaz as demais restricGes também).

@ Uma aresta da regido permissivel é um segmento de reta que cai na
intersecdo de n — 1 limites de restricdo, em que cada extremidade cai
sobre um limite de restricdo adicional (de modo que essas
extremidades sejam solu¢des FPE).

@ Duas solugcoes PEF s3o adjacentes se o segmento de reta que as une
for um lado da regido de solugdes vidveis.
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Fundamentos do Método Simplex

Solu¢cdes PEF adjacentes

Mudando do ponto de vista geométrico para o algébrico

@ A intersecdo de limites de restricao = solugdo simultdnea de
equagdes limite de restricao.

@ As n equacdes limite de restricdo que levam (delimitam) a uma
solucdo FPE = equacdes delimitadoras.

@ Eliminar uma dessas equacdes leva a uma reta cujo segmento de
solugdes vidveis é um lado dessa regido vidvel.
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Fundamentos do Método Simplex
Solu¢cdes PEF adjacentes

método simplex opta por uma varidvel bdsica que entra

@ Interpretacdo geométrica: ele estd escolhendo um dos lados
provenientes da solucao PEF atual sobre o qual ele se deslocara.

@ Aumenta essa varidvel a partir de zero

@ Simultaneamente muda os valores das demais varidveis basicas ao
deslocar-se sobre esse lado.

@ Permite que uma dessas varidveis bdsicas (a varidvel basica que sai)
diminua a ponto de chegar a zero = atingir-se o primeiro novo limite
de restricdo na outra extremidade desse lado da regido de solugGes
vidveis.

v
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Subsection 3

Propriedades das solucées PEF
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Fundamentos do Método Simplex

Propriedades das solugcdes PEF

Suponha um problema de programacio linear que tenha solucdes viaveis e
uma regiao de solu¢des viaveis limitada

Propriedade 1

(a) Se houver exatamente uma solugdo étima, entdo ela obrigatoriamente
é uma solugdo PEF. (b) Se houver duas solugdes étimas miiltiplas (e uma
regido de solugdes vidveis limitada), entdo pelo menos duas delas tém de
ser solucoes PEF adjacentes.
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Fundamentos do Método Simplex
Propriedades das solugcdes PEF

Propriedade 2

Existe apenas um nimero finito de solugcdes FPE.

Propriedade 3

Se uma solu¢do PEF n3o tiver nenhuma solu¢do PEF adjacente que seja
melhor (segundo a medida de Z), entdo ndo hd nenhuma solu¢do PEF
melhor em nenhum outro lugar. Portanto, uma solucdo PEF dessas é
certamente uma solu¢do Stima (pela Propriedade 1), supondo-se apenas
que o problema possui pelo menos uma solugdo 6tima (garantido, caso o
problema tenha solugdes vidveis e uma regido de solucdes vidveis limitada).

v

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 9 de setembro de 2018 25/33



Section 2

Método Simples na Forma Matricial
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Método Simples na Forma Matricial

Notagdo
o Matrizes: letras MAIUSCULAS EM NEGRITO;
@ Vetores: letras mintdsculas em negrito;
@ Escalares: letras minusculas;

@ Vetor nulo: zero em negrito 0;
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Método Simples na Forma Matricial

Forma Padrao

Max Z = c1x1 + ¢xo + - - - + CnXxp
s.a  auxitapxe+--+anxy < by
a1x1 + apxo+ -+ agnxn < by

amiX1+amex2+- - +amnXn < bm,

xp>0,/=12,...,n
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Método Simples na Forma Matricial

Forma Padrao Forma matricial

Max Z = c1x1 + cxo + - - - + CoXp Max Z = cx,
s.a  anxitapxe+--+ainxan < bt sa
azix1 + axnxo+ -+ apxy < b Ax <b
: e
amix1+amaxa+- - -+amnXn < bm, x>0
e
xp>0,/=12,...,n )
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Método Simples na Forma Matricial

Forma matricial

em que ¢ = [c1, ¢, ... Cnl,
x, b e 0 s3o os vetores coluna, tais que:
X1 b]_ 0
X2 by 0
X = 9 b = i 70 =
Xn bm 0
, e A é a matriz
a1l a12 dln
a a a
A— |92 22 2n
dml  dm2 dmn
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Método Simples na Forma Matricial

Forma matricial

Para obter a forma aumentada do problema, introduza o vetor-coluna de
varidveis de folga

Xn+1
Xs = Xn+2
Xn+m

de modo que as restricoes fiquem :

A, 1] [;‘s] —b e [;j >0,

em que | é a matriz identidade m x m e o vetor nulo 0 agora tem n + m
elementos.
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Método Simples na Forma Matricial

Forma matricial
O vetor de variaveis basicas

XBm

€ obtido eliminando-se as varidveis nao bdasicas de

4
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Método Simples na Forma Matricial

Considere novamente o problema da Wyndor Glass Co

Maximizar Z = 3x; + 5xo, €=
sujeito a:
X1 X3 <4
2X2 X4 S 12
3x1 + 2xp x5 < 18

x>0, j=1,2345
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Método Simples na Forma Matricial

Considere novamente o problema da Wyndor Glass Co

L c= [3 5],
Maximizar Z = 3x; + 5xo,
sujeito a:
X1 X3 <4 (A l] =
2X2 X4 S 12
3x1 + 2xp x5 < 18

x>0, j=1,2345
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Método Simples na Forma Matricial

Considere novamente o problema da Wyndor Glass Co
- c=[3 5],

Maximizar Z = 3x; + 5xo,
sujeito a: 10100
X1 X3 <4 [Al]=1(0 20 10

2% x4 <12 32001
3x1 + 2xp x5 < 18
x;>0,j=1,2,3,45 b —
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Método Simples na Forma Matricial

Considere novamente o problema da Wyndor Glass Co

- c=[3 5],

Maximizar Z = 3x; + 5xo,
sujeito a: 10100
X1 X3 <4 [Al]=1(0 20 10

2x2 X4 <12 32001
3x1 + 2xp x5 < 18 4
ijovj:]-’2’37475 b= 12 X =

18
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Método Simples na Forma Matricial

Considere novamente o problema da Wyndor Glass Co

- c=[3 5],

Maximizar Z = 3x; + 5xo,
sujeito a: 10100
X1 X3 <4 [Al]=1(0 20 10

2x Xa <12 32 00 1
3x1 + 2xp x5 < 18 4
x>0,j=1,2345 b- 12| x= [Xl]’ ‘o —

18 i
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Método Simples na Forma Matricial

Considere novamente o problema da Wyndor Glass Co
. c=[3 5],

Maximizar Z = 3x; + 5xo,
sujeito a: 1 0100
X1 X3 <4 [Al]=1(0 20 10

2% x4 <12 32001
3x1 + 2xp x5 < 18 4 X3
% 20,j=1,2345 o= |12 x= 2], %= |x

18 -2 X5
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