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Tépicos: Dualidade

A Esséncia da Teoria da Dualidade

@ Origem do Problema Dual

@ Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual
@ Aplicacoes

Interpretacdo Econdomica da Dualidade

@ Interpretacao Econdmica do problema primal
@ Interpretaciao do problema dual

@ Interpretacdo do Método Simplex

Adaptacgdes para Outras Formas Primais
@ TransformagGes para a Forma Padrdo ou Candnica

Rela¢des Primal-Dual
@ Solucgdes Basicas Complementares
@ Relacdes entre as Solucdes Basicas Complementares
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Tépicos: Andlise de Sensibilidade

© O Papel da Teoria da Dualidade na Andlise de Sensibilidade
@ Mudangas nos Coeficientes de uma Varidvel N3o-bésica
@ Introdugdo de uma Nova Varidvel

@ A Esséncia da Andlise de Sensibilidade
@ Alteracdo em Coeficientes da Func¢do Objetivo
@ Alteracdo em Constantes do Lado Direito
@ Custo Reduzido
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A Esséncia da Teoria da Dualidade
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Relacdo Primal x Dual

@ O problema de programagdo linear (primal) tem associado a ele outro
problema de programacao linear: dual;

@ Os precos-sombra s3o fornecidos pela solu¢do 6tima para o problema
dual;

@ O valor 6timo do problema dual também é o valor 6timo para o
problema primal;

@ E possivel encontrar os valores étimos das varidveis no problema
primal por meio do problema dual.
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

B TABELAG6.3 Correspondéncia entre entidades nos problemas primal e dual

Um problema Qutro problema

Restricdoi ————  Variavel i

Funcdo objetivo ¢«—————  Lados direitos

Figura 1: Correspondéncia entre entidades nos problemas primal e dual
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A Esséncia da Teoria da

Dualidade

y

x5 =0, paraj =1,2,...,n

Problema primal Problema dual
n m
Maximizar Z= z CiXjs Minimizar W= > by,
j=1 i=1
sujeta a sujeta a
n m
Z agx; = b, parai=1,2,....m Doagyi=c, paraj=1,2,. n
=i i

i=1
y

¥ =0, parai =1, 2

Samuel Campos (ESR-UFF)

Figura 2: Formas padrdo: problema primal x dual.
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

@ O problema primal é uma maximizacdo =, o problema dual é uma
minimizacao.
@ O problema dual usa exatamente os mesmos parametros do problema
primal, mas, em posicées diferentes:
© Os coeficientes na fungdo objetivo do problema primal sdo os lados
direitos das restricdes funcionais no problema dual.
@ Os lados direitos das restricGes funcionais no problema primal sdo os
coeficientes na funcdo objetivo do problema dual.
© Os coeficientes de uma variavel nas restricdes funcionais do problema
primal s3o os coeficientes em uma restricdo funcional do problema duaI.J
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

M TABELAG.1 Os problemas primal e dual para o exemplo da Wyndor Glass Co.

Problema Primal
na Forma Algébrica

Maximizar Z=73x; + 5x3,
sujeito a
x = 4
2x; =12
3x 4+ 2% =18
e x =0, xz=0.

Prablema Primal
na Forma Matricial

Maximizar 7 =3, S]V1 ],
2

sujeito a

10 4

0 2 [x‘}s 12

X2

3 2 18

e

[5]=[o}

Problema Dual
na Forma Algébrica

Minimizar W= 4y; + 12y, + 18ys,

sujeito a
i + 3y =3
2y, + 2y3=5

n=0, =0, y;=0.
Problema Dual
na Ferma Matricial

4
Minimizar W= [y,y2,y3]| 12
18

sujeito a

10
[y yal [0 2] =13, 5]
3 2

[v1, va ¥s1 =10, 0, 0].
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Escreva a forma dual do modelo de programacio linear abaixo

Maximizar
Z =5x1 +4x2 — x3+ 3xq,
sujeito a:
3x1 +2x0 — 3x3 + x4 < 24
3x1 +3x0 + x3 + 3x4 < 36
xi>0,j=1,2,3,4
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Escreva a forma dual do modelo de programacao linear abaixo
Minimizar W = 24y; + 36y»,

Maximizar sujeito a:

Z =5x1 +4x2 — x3+ 3x4, 3y1+3y2 > 5

sujeito a: 2y1 + 3y, > 4

3x1+2x0 —3x3 + x4 < 24 —3y1+y» > -1

3x1 +3x2 + x3 + 3x4 < 36 v1+3y2 >3
x;>0,j=1,23,4 yi >0,i=1,2
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

A forma matricial

Minimizar W = yb
Minimizar W = 24y; + 36y», sujeito a:
sujeito a: yA >c
3y1+3y2>5 y>0
2y1 +3y2 > 4 em que:
3yt >-1 y=[n ol
y1+3y2>3 cC= [Cl Cg] = [24 36]
yi>0,i=12
air a2 ; g
ol
1 3
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Subsegdo 1

Origem do Problema Dual
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Origem do Problema Dual

W TABELAS9  Notagdo genérica para as tabelas simplex inicial e final na forma matricial, ilustrado
pelo problema da Wyndor Glass Co.

Tabela inicial
Linha 0: t=[-3-510,0,0/0]=[-clO]0].
Demais linhas: 10100 4
T=[(0 2 0 1 0 12|=[AILIb]
3 2100 1118
Combinadas: [t] B [fc 0 O]
T A I bl
Tabela final
Linha 0: t*=[0,01031136]=[z"—cly* | 27
Demais linhas: 001
T*=|0 1 0 =[A* | §* | b¥),
1 010
Combinadas: [t'] [z* —-cly*
™7 A | s*
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Origem do Problema Dual

e “Elimine "os asteriscos de z* e y* (Figura 4): referindo a qualquer

tabela.
@ Em qualquer iteracio do método simplex para o problema primal, os

nimeros atuais na linha 0 serdo representados:

Coeficiente de:
Variavel [ Lado
teracao bésica Ec Z X X Lo X, X, X, Xpim direito
Qualquer 4 @1 an-a zn-o =6 h N w

Figura 5: Notagdo para as entradas na linha 0 de uma tabela simplex.

@ z= [zl, Zy, ... z,,] => vetor que o método simplex adicionou ao vetor dos coeficientes iniciais -c;
s Xn+m

@ y= [yl, Yo, .- y,,] = vetor que o método simplex adicionou aos coeficientes iniciais de x,11, Xp42,
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Origem do Problema Dual

Inter-relacionamentos entre quantidades e os parametros

m
W=yb=>" by
i=1

m
z=yA, portanto z; = Za,-jy,-, para j=1,2,...,n
i=1
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A Esséncia da Teoria da Dualidade
Origem do Problema Dual

No exemplo da Wyndor Glass Co.:

@ A equacgdo é W = 4y; + 12y, + 18y3 é a fungdo objetivo para o
problema dual (Figura 3)

@ As equacgdes z1 = y1 + 3y3 € zo = 2y» + 2y3 sdo os lados esquerdos
das restricGes funcionais para esse problema dual.

e Subtraindo-se os lados direitos dessas restrigdes (>) = (z1 — c1) e
(z2 — ) podem ser interpretados como as varidveis excedentes para
essas restricoes funcionais.
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A Esséncia da Teoria da Dualidade
Origem do Problema Dual

Condi¢cao de Otimalidade

@ O método simplex busca um conjunto de varidveis bésicas e a solucdo
BV de modo que todos os coeficientes na linha 0 sejam n3o-negativos.

e Em termos da Figura (5):

zi—¢ >0 para j=1,2,...,n (1)
yi>0 para i=1,2,...,m (2)
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Origem do Problema Dual

@ Apds substituirmos a expressao anterior por z;

o Pela condi¢do para otimalidade, o método simplex pode ser

interpretado como procurando valores para yi, yo,

W= i by
i=1

sujeta a
i agy;i=cj, paraj=12 ..., n
=
y

vi=z0, parai=1,2,....m

Figura 6:

@ Exceto pela falta de um objetivo para W, esse problema é
precisamente o problema dual.
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Origem do Problema Dual

@ As unicas solucoes viaveis para esse novo problema s3o aquelas que
satisfazem a condicao para otimalidade para o problema primal;
e Ela é a inica solucdo vidvel para esse novo problema.

@ O valor 6timo de Z no problema primal é o valor viavel minimo
de W no novo problema, de modo que W deva ser minimizado.

@ Acrescentar esse objetivo de minimizar W fornece o problema dual
completo.
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Origem do Problema Dual

@ O problema dual pode ser visto como uma reafirmacdo do objetivo do
método simplex:
e Uma solucdo para o problema dual que satisfaca o teste de otimalidade.
e O y correspondente na linha 0 (coeficientes de varidveis de folga) da
tabela atual deve ser invidvel para o problema dual.
e O y* deve ser uma solugcdo 6tima para problema dual, pois ela é uma
solucdo vidvel que atende a condicdo de valor vidvel minimo de W.

o A solugdo 6tima (y5,y5,...,yn) fornece ao problema primal os
precos-sombra;

@ O valor 6timo W = Z = Os valores étimos da funcdo objetivo so
iguais para ambos os problemas.

o cx<yb
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Origem do Problema Dual

@ O problema dual completo (acrescido das varidveis de excesso):

Minimizar W = 4y; + 12y, + 18y3,
sujeito a:
n+3y—(z1+ca)=3
2o +2y3 —(z2— ) =5
yi>0,i=12
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A Esséncia da Teoria da Dualidade
Origem do Problema Dual

@ O lado esquerdo da Figura (7) mostra a linha 0 para as itera¢des
quando o método simplex é aplicado ao exemplo da Wyndor Glass Co.

@ A linha 0 é dividida em trés partes:
@ Os coeficientes das varidveis de decisdo (xi, x2);
@ Os coeficientes das varidveis de folga (X3, x4, X5)
© O lado direito da equagdo (valor de Z).
@ Os coeficientes das variaveis de folga fornecem os valores
correspondentes das varidveis duais (y1, y2, ¥3);

o Cada linha 0 identifica uma solu¢do correspondente para o problema
dual (veja as colunas para y1, y» e y3 na Figura (7)
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Origem do Problema Dual

W TABELA6S  Linha O e solugdo dual correspondente para cada iteragcdo no caso da Wyndor Glass Co.
Problema primal Problema dual
Iteragéao Linha0 ¥ ¥: ¥ F AR z C W
0 [-3, -5 0, 0, 0 0] 0 0 0 -3 -5 0
; 5 5 _
1 -3 0 0o 3 0 30 0 3 0 3 0 30
i 3 | 3
2 [ 0 0 0, = 1 0 36] 0 =5 1 0 0 36
2 ; 2
Figura 7:
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A Esséncia da Teoria da Dualidade
Origem do Problema Dual

@ Usando os niimeros das colunas y1, y» € y3, o valor das varidveis
excedentes serd:

°oz—a=y1+3y;—3
02— =2y +2y3-5
@ O valor negativo para cada uma das variadveis excedentes indica que a
restricdo correspondente é violada.
@ Na linha 0 inicial:
o A solugdo dual correspondente (y1, y2,y3) = (0,0,0) é inviavel = As
varidveis de excesso s3o negativas.
@ Apods duas iteracdes, o teste de otimalidade é satisfeito para o
problema primal:

e Todas as varidveis duais e excedentes sao nao-negativas;
e A solugdo dual (yi,ys,y5) = (0, %, 1) é Stima;

e O valor étimo Z* = 36 = W*.

v

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 9 de outubro de 2018 24 /150



Subsegdo 2

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual

Versao fraca da teoria da dualidade

Se x for uma solugdo vidvel para o problema primal e y uma solu¢do viavel
para o problema dual, entdo

cx <yb
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual

Vers3o fraca da teoria da dualidade

Se x for uma solugdo vidvel para o problema primal e y uma solu¢do viavel
para o problema dual, entdo

cx <yb

Exemplo: o caso da Wyndor Glass Co.

@ Uma solugdo vidvel (problema primal) é x; =3, xp =3 =
Z=cx=24(Z=3x1+5x),

@ Uma solucdo vidvel para o problema dual é y; =1, yop =1,
y3=2=W =yb =52 (W = 4y; + 12y, + 18y3).

o Se tomarmos y1 =0, y» = 3 e y3 = 0 (2 interac3o - Figura 6), a
restricao y; + 3y3 > 3 serd violada.
@ Para qualquer par de solugdes vidveis essa desigualdade tem de ser

satisfeita, pois o valor viavel méximo de Z = cx € igual ao valor viavel
minimo da fun¢ao objetivo dual W = yb.

Samuel Campos (ESR-UFF)
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual

Versao forte da teoria da dualidade

Se x* for uma solu¢do 6tima para o problema primal e y* uma solucio
6tima para o problema dual, entdo:

@ A versao fraca da teoria da dualidade descreve os
inter-relacionamentos entre qualquer par de solugcdes para os

problemas primal e dual nos quais ambas as solucoes sao viaveis
para seus respectivos problemas.

@ A cada iteragcdo, o método simplex encontra um par de solucoes
especifico para os dois problemas em que a solucao primal é

viavel, porém, a solugdo dual ndo é viavel (exceto na dltima
iteracdo).

v
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual

Propriedade das solugoes complementares

A cada iteracao, o método simplex identifica simultaneamente uma
solucao FPE x para o problema primal e uma solugdo complementar y
para o problema dual (encontrado na linha 0, os coeficientes das varidveis
de folga), em que

cx =yb

Se x n3o for étima para o problema primal, entdo y n3o é vidvel para o
problema dual.
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual

Propriedade das solugoes complementares

A cada iteracao, o método simplex identifica simultaneamente uma
solucao FPE x para o problema primal e uma solugdo complementar y
para o problema dual (encontrado na linha 0, os coeficientes das varidveis
de folga), em que

cx =yb

Se x n3o for étima para o problema primal, entdo y n3o é vidvel para o
problema dual.

| A\,

Exemplo: caso da Wyndor Glass Co

@ Apds uma iteracao: x3 =0, xo =6¢e y; =0, y»p = g y3 =0, com
cx = 30 = yb. Esse x é vidvel para o problema primal, mas esse y ndo
é vidvel para o problema dual (viola a restricdo y; + 3y3 > 3).

v
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual

Propriedade das solucdes 6timas complementares

Na iteracdo final, o método simplex identifica simultaneamente uma
solucdo 6tima x* para o problema primal e uma soluc3o étima
complementar y* para o problema dual (encontrada na linha 0, os
coeficientes das varidveis de folga), em que

cx* =y*b

em que os y; sdo os precos-sombra para o problema primal.
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual

Propriedade das solucdes 6timas complementares

Na iteracdo final, o método simplex identifica simultaneamente uma
solucdo 6tima x* para o problema primal e uma soluc3o étima
complementar y* para o problema dual (encontrada na linha 0, os
coeficientes das varidveis de folga), em que

em que os y; sdo os precos-sombra para o problema primal.

| A

Exemplo

Por exemplo, a iterac3o final levaa xf =2, x5 =6, yy =0, y3 =3 e
y3; =1, com cx* = 36 = y*b.
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual

Propriedade da simetria

Para qualquer problema primal e seu problema dual, todas as relagdes
entre eles devem ser simétricas, pois o dual desse problema dual é esse
problema primal.
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual

Propriedade da simetria

Para qualquer problema primal e seu problema dual, todas as rela¢des
entre eles devem ser simétricas, pois o dual desse problema dual é esse
problema primal.

v

Implicacoes

@ Todas as propriedades anteriores s3o satisfeitas independentemente
de qual dos dois problemas for classificado como problema primal.

@ A direcao da desigualdade para a versao fraca da teoria da dualidade
nao requer que o problema primal seja expresso ou reexpresso na
forma de maximizacao e o problema dual na forma de minimizacao.

@ O método simplex pode ser aplicado a qualquer problema e ele
vai identificar simultaneamente as solu¢des complementares (em
dltima instancia uma solugdo étima complementar) para o outro

problema.
Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 9 de outubro de 2018 30/150




A Esséncia da Teoria da Dualidade

Resumo dos inter-relacionamentos primal-dual

Teorema (da dualidade)

Inter-relacionamentos possiveis (inicos) entre problemas primais e duais.

@ Se um problema tiver solugbes viaveis e uma fun¢do objetivo
limitada (e, portanto, tiver uma solugcdo 6tima), entdo o mesmo
acontece para o outro problema e, assim, tanto a versdo fraca quanto
a forte da teoria da dualidade sdo aplicaveis.

@ Se um problema tiver solucoes viaveis e uma funcio objetivo
ilimitada (e, portanto, nenhuma solugdo 6tima), entdo o outro ndo
tera solucdes viaveis .

© Se um problema nao tiver nenhuma solucao viavel, entdo o outro
também ndo terd nenhuma solugdo vidvel ou entdo uma fungdo
objetivo ilimitada.
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Subsecdo 3

Aplicacoes
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A Esséncia da Teoria da Dualidade

Aplicagées

Aplicacoes

@ O problema dual pode ser resolvido diretamente pelo método simplex
de modo a identificar uma solugao 6tima para o problema primal

e O numero de restricées funcionais afeta o processamento
computacional do método simplex muito mais que o nimero de
varidveis.

e Se m > n, entdo o problema dual tem menos restri¢des funcionais (n)
que o problema primal (m) = aplicando o método simplex ao problema
dual (em vez do primal) provavelmente ird reduzir o processamento
necessario.

@ A teoria da dualidade desempenha papel fundamental na andlise de
sensibilidade.
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Secdo 2

Interpretacao Econdmica da Dualidade
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Subsegdo 1

Interpretacdo Econdmica do problema primal
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo Econdmica do problema primal

M TABELA6.6 Interpretacao econémica do problema primal

Quantidade Interpretagao

Nivel de atividadej (j=1,2,...,n)

Lucro unitario proveniente da atividade |

Kal

z Lucro total de todas as atividades

b, Quantidade do recurso i disponivel  (i=1,2,..., m)

ay Quantidade do recurso i consumida para cada unidade de atividade |
Figura 8:

Pretende-se alocar os m recursos disponiveis as n atividades econémicas,
de forma a maximizar o lucro total de todas as atividades, respeitando a
quantidade disponivel de cada recurso.
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Subsegdo 2

Interpretacdo do problema dual
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo Econdmica do problema primal

Exemplo: Empresa Venix de brinquedos

@ A empresa esta revendo seu planejamento de producdo de carrinhos e
triciclos.

@ O lucro liquido por unidade de carrinho e triciclo produzido é de
R$12,00 e R$60,00, respectivamente.

@ As matérias-primas e os insumos necessarios para a fabricacao de
cada um dos produtos sdo terceirizados, cabendo a empresa os
processos de usinagem, pintura e montagem.

@ O processo de usinagem requer 15 minutos de m3o de obra por
unidade de carrinho e 30 minutos por unidade de triciclo.

@ O processo de pintura requer 6 minutos de m3o de obra por unidade
de carrinho e 45 minutos por unidade de triciclo.

@ O processo de montagem necessita de 6 minutos e 24 minutos para
uma unidade de carrinho e triciclo produzido, respectivamente.

v
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Exemplo: Empresa Venix de brinquedos

@ O tempo disponivel por semana é de 36, 22 e 15 horas para os
processos de usinagem, pintura e montagem, respectivamente.

@ A empresa quer determinar quanto produzir de cada produto por
semana, respeitando as limitacdes de recursos, de forma a maximizar
o lucro liquido semanal.

Recurso para produzir 1 unidade X L
Recurso - — Disponibilidade
Carrinho Triciclo
Usinagem (h) 0,25 0,5 36
Pintura (h) 0,1 0,75 22
Montagem (h) 0,1 0,4 15
Lucro unitario 12 60

Figura 9: Principais informacdes do problema da empresa-Venix Brinquedos
Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 9 de outubro de 2018 39 /150



Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo Econdmica do problema primal

Exemplo: Empresa Venix de brinquedos

@ A formulagdo matematica do problema original da empresa Venix
Brinquedos:
Maximizar Z = 12x; 4+ 60x2 (maximizar o lucro total)
Sujeito a:

0,25x; + 0,50x2 < 36 (disponibilidade de usinagem)
0,10x; + 0,75x, < 22 (disponibilidade de pintura)
0,10x; + 0,40x, < 15 (disponibilidade de montagem)
X1, X2 Z 0
@ Por exemplo, no processo de usinagem, para produzir uma unidade de
carrinho e triciclo necessita-se de 15 minutos (0,25 hora) e 30
minutos (0,5 hora) de m&o de obra especializada, respectivamente.

@ Os recursos da empresa Venix Brinquedos sdo utilizados para a
fabricacao de dois tipos de produtos: carrinho e triciclo.

v
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo Econdmica do problema primal

Exemplo: Empresa Venix de brinquedos

@ O dual sera:

Minimizar W =
36y1 + 22y> + 15y3 (minimizar o uso de recursos disponiveis)
Sujeito a:

0,25y; + 0,10y + 0,10y3 > 12 (restrigdo de carrinho)
0,50y1 + 0,75y> + 0,40y3 > 60 (restricdo de triciclo)
¥1,¥2,y3 >0
@ Para o problema dual, Imagine que os recursos da empresa, em vez de
serem utilizados para producio interna, serao vendidos para uma
empresa compradora.
@ Para que compense para a empresa Venix Brinquedos vender os

Seus recursos, o preco pago pela empresa compradora deve ser, no
minimo, igual ao lucro total gerado pelos seus produtos.

v
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo Econdmica do problema primal

Exemplo: Empresa Venix de brinquedos

Definindo as varidveis de decisdo do problema dual:

@ y; = preco pago pela empresa compradora pela utilizagdo (ou custo
de oportunidade de recursos pela perda, por parte da empresa
vendedora) de uma hora de m&o de obra especializada no processo de
usinagem;

@ y, = preco pago pela empresa compradora pela utilizagdo (ou custo
de oportunidade de recursos da empresa vendedora pela perda) de
uma hora de mao de obra especializada no processo de pintura;

@ y3 = preco pago pela empresa compradora pela utilizagdo (ou custo
de oportunidade de recursos da empresa vendedora pela perda) de
uma hora de mao de obra especializada no processo de montagem.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo Econdmica do problema primal

Exemplo: Empresa Venix de brinquedos

@ A funcao objetivo do problema dual busca minimizar a soma dos
custos pagos pela empresa compradora pela utilizagdo (ou a soma
dos custos de oportunidade da empresa vendedora pela perda) de
todos os recursos:

Minimizar W = 36y; + 22y» + 15y3
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo Econdmica do problema primal

Exemplo: Empresa Venix de brinquedos

@ A primeira restricao garante que os custos pagos pela utilizagdo dos
recursos de usinagem, pintura e montagem necessarios para a
producdo de uma unidade de carrinho n3o devem ser menores do que
seu lucro unitdrio:

0,25y1 +0,10y5 + 0, 10y3 > 12

@ Em outras palavras, a empresa compradora deve oferecer, no minimo,
R$12,00 para que compense para a empresa Venix Brinquedos vender
0S recursos necessarios para produzir uma unidade de carrinho.

@ Os custos de oportunidade da empresa vendedora pela perda de parte
dos recursos de usinagem, pintura e montagem necessarios para
produzir uma unidade de carrinho é, no minimo, igual ao seu lucro
unitario.

v

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 9 de outubro de 2018 44 /150



Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo Econdmica do problema primal

Exemplo: Empresa Venix de brinquedos

o A segunda restricio garante que os custos pagos pela utilizagdo dos
recursos de usinagem, pintura e montagem necessdrios para a
producdo de uma unidade de triciclo ndo devem ser menores do que
seu lucro unitdrio:

0,50y1 + 0, 75y» + 0, 40y3 > 60

@ A empresa compradora deve oferecer, no minimo, R$60,00 para que
compense para a empresa Venix Brinquedos vender os recursos
necessdrios para produzir uma unidade de triciclo.

@ Os custos de oportunidade da empresa vendedora pela perda de parte
dos recursos de usinagem, pintura e montagem necessarios para
produzir uma unidade de triciclo €, no minimo, o seu lucro unitdrio.

v
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo Econdmica do problema primal

Exemplo: Empresa Venix de brinquedos

@ As variaveis de decisdo do problema dual (pregos sombra) devem ser
nao negativas, isto é, os precos pagos pela utilizagdo dos recursos nao
podem ser negativos.

yi,¥2,y3 >0
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

De forma geral

@ W é o valor total de Z (lucro total) em um dada iteracdo

e Se W= biyi + baya + -+ + bmym,
o Cada b;y; pode ser interpretado como a contribuicao atual ao lucro
por ter b unidades do recurso i disponivel para o problema primal
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

De forma geral

@ W é o valor total de Z (lucro total) em um dada iteracdo

@ Se W = biy1 + boys + - - + bmym,
o Cada b;y; pode ser interpretado como a contribuicao atual ao lucro
por ter b unidades do recurso i disponivel para o problema primal

A variavel dual y; é interpretada como a contribuicdao ao lucro por
unidade de recurso i (i =1,2,...,m), em que o conjunto atual de
varidveis basicas é usado para obter a solugdo primal.

@ Os valores y; (ou y* para na solugdo étima) sdo simplesmente os
precos sombra.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

Exemplo: Problema da Wyndor Glass Co

@ Na iteracdo 2 do método simplex temos a solugdo étima e os valores
étimos das varidveis duais (Figura 10) y; =0, y5 = % ey; =1=
sao precisamente os pregos-sombra

@ Relembrando: os recursos para o problema da Wyndor s3o as
capacidades de producdo das trés fabricas que estao sendo
disponibilizados para dois produtos novos em consideracdo, de modo
que b; é o nlimero de horas de tempo de produgao por semana que
estdo sendo disponibilizado na Fabrica i para esses novos produtos,
onde i =1,2,3.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

@ Os precos-sombra indicam que aumentar individualmente qualquer
b; em uma unidade aumentaria o valor 6timo da func3o objetivo
(lucro semanal total em unidades de milhares de délares) de y*

e y* pode ser interpretado como a contribuicdo para o lucro por unidade
de recurso i ao usar a solu¢do 6tima.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

@ Os precos-sombra indicam que aumentar individualmente qualquer
b; em uma unidade aumentaria o valor 6timo da func¢io objetivo
(lucro semanal total em unidades de milhares de délares) de y*

e y* pode ser interpretado como a contribuicdo para o lucro por unidade
de recurso i ao usar a solu¢do 6tima.

| \

Interpretacdo do problema dual
Se cada unidade de atividade j no problema primal consumir a;; unidades
do recurso i:

m Lo . .~ .
e > 7, ajjyi: interpretado como a contribuicdo (atual) ao lucro do mix
de recursos que seriam consumidos caso uma unidade de atividade j
fosse usada (j =1,2,...,n).
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

Exemplo: o caso da Wyndor

@ Uma unidade de atividade j corresponde a produzir um lote do
produto j por semana, onde j =1, 2.

@ O mix de recursos consumidos para produzir um lote do produto 1 é
de uma hora de tempo de producdo na Fabrica 1 e de trés horas na
Fabrica 3.

@ O mix correspondente por lote do produto 2 é de duas horas em cada
uma das Fabricas 2 e 3.

o y1 + 3y3 e 2y, + 2y3 sao interpretados como as contribui¢des atuais
para o lucro (em milhares de délares por semana) dos respectivos mixes
de recursos por lote produzidos por semana dos respectivos produtos.

v
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

@ ¢; é interpretado como o lucro unitario da atividade j
@ Cada restricdo funcional no problema dual é interpretada como se
segue:

° 27;1 ajjyi > ¢j = a contribui¢do para o lucro do mix de recursos tem
que ser pelo menos o quanto se eles fossem usados por uma unidade de
atividade j; caso contrdrio, ndo estariamos fazendo o melhor uso desses
recursos.

v

No caso da Wyndor

@ Os lucros unitdrios sdo ¢; = 3 e ¢ = 5, de modo que as restricoes
funcionais duais com essa interpretacdo sdo y; +3y3 >3 e
2y, +2y3 > 5.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

Interpretacdo das restricoes de nao-negatividade

@ y; > 0 a contribui¢do para o lucro do recurso i (i =1,2,..., m) deve
ser nao-negativa, caso contrario, seria melhor n3o usar esse recurso.

Interpretacdo da fungao objetivo
o O objetivo Minimizar W = >~ bjy; = minimiza o valor implicito
total dos recursos consumidos (os recursos alocados podem ser
maiores que os efetivamente consumidos) pelas atividades.

@ Para o problema da Wyndor, o valor implicito total (em milhares de
ddlares por semana) dos recursos consumidos pelos dois produtos é
W = 4y; + 12y, + 18ys.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

Interpretacdo da fungao objetivo
| Relembrando: As varidveis bésicas (as tinicas varidveis cujos valores

podem ser n3o-zero) sempre possuem um coeficiente zero na linha 0.

@ Referindo-se a Figura (5):

m
Za,-jy,-zcj se ;>0 (j=1,2,...,n) (3)
i=1

yi=0 se xp01 >0 (j=1,2,...,m) (4)
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

Interpretagdo: Equacdo (3)

@ Toda vez que uma atividade j operar em um nivel estritamente
positivo (x; > 0), o valor marginal dos recursos que ela consome tem
de ser igual (e ndo exceder) ao lucro unitario proveniente dessa
atividade.

A\

Interpretagdo: Equagdo (4)

@ Se o valor marginal do recurso i é zero (y; = 0): ele ndo é exaurido
pelas atividades (x,+; > 0).

@ Tal recurso € um “recurso livre "

@ O preco de recursos que sdo fornecidos em excesso devem ir a zero
pela lei da oferta e da demanda.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do problema dual

W TABELAGS5  Linha 0 e solugdo dual correspondente para cada iteragcdo no caso da Wyndor Glass Co.
Problema primal Problema dual
Iteragao Linha 0O ¥ ¥: ¥: z, C z C W
0 -3, -5 0 0 o0 0/ o0 0 0 -3 -5 0
5 5
1 [—3, 0 0, bl 0 30] 0 5 0 -3 0 30
3 i 3
2 (o o o 3 1 3 0 3 1 0 0 36

@ Tomando a linha 2, a solugdo dual: y3 =0, y» = % ey =1;

o Varidveis excedentes: (z; —cl) =0e (zo — c2) =0.

@ Entdo: yf +3y3 =c1=3e2y; +2y; = =5.

@ Valor dos recursos consumidos por lote produtos fabricados = lucros
unitdrios.
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Subsecdo 3

Interpretacdo do Método Simplex
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do Método Simplex

@ A interpretaciao do problema dual fornece uma interpretacao
econdmica do que o método simplex faz no problema primal.

@ O objetivo do método simplex é descobrir como usar os recursos
disponiveis da forma viavel mais rentavel.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do Método Simplex

Interpretacdo do Método Simplex

@ Se uma varidvel original x; for ndo-bdsica de maneira, a atividade j
ndo serd usada.

@ A contribuicdo atual dos recursos que seriam necessarios para
empreender cada atividade j:

m
> aaiyi ()
i=1

pode ser menor ou maior que ou entdo igual ao lucro unitario ¢;
obtido da atividade
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do Método Simplex

Interpretacdo do Método Simplex

Considerando a linha 0:
o >, a5yi < 0=z — ¢j < 0 = esses recursos podem ser usados de
modo mais lucrativo iniciando-se essa atividade

o > M. asjyi > 0=z — ¢j > 0 = esses recursos ji estdo sendo
alocados em algum outro lugar de modo mais lucrativo, de maneira
que eles nao devam ser redirecionados para a atividade j

® >, asjjyi = 0= z — ¢; = 0 = ndo haveria nenhuma mudan¢a em
termos de lucratividade iniciando-se a atividade j.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do Método Simplex

Interpretacdo do Método Simplex

Se uma variavel de folga x,+; for ndo-basica de modo que a aloca¢ido total
b; de recursos i esteja sendo usada:

@ y; é a contribuicdo atual para o lucro gerado por esse recurso em uma
base marginal.

@ Se y; < 0 = o lucro pode ser aumentado cortando-se o uso desse
recurso (isto é, aumentando-se x4 ;);

@ Se y; > 0 esse recurso deve continuar sendo usado plenamente.

@ Se y; = 0 decisOes sobre esse recurso ndo afetard a lucratividade.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do Método Simplex

@ O que o método simplex examina todas as varidveis ndo-bdsicas na
solucao BV atual

@ Determina quais delas podem fornecer um emprego mais rentavel
dos recursos pelo aumento delas.

@ Se nenhuma puder fazer isso;

@ Nenhuma transferéncia ou redugdo viavel no uso atual dos recursos
pode aumentar o lucro

@ A solucdo atual é étima.
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Interpretacdo Econémica da Dualidade

Interpretacdo do Método Simplex

Interpretacdo do Método Simplex

Se uma ou mais varidveis ndo bdsicas podem aumentar o lucro:

@ O método simplex seleciona a varidvel;

@ Aumenta efetivamente essa varidvel (a varidvel basica que entra) o
maximo que puder até que os valores marginais dos recursos mudem.

@ Repete o procedimento até que nenhuma realocagao dos recursos
possam aumentar o lucro.
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Secdo 3

Adaptacoes para Outras Formas Primais
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

@ Para que o problema primal possa ser facilmente transformado em
outro dual, o mesmo deve estar na forma candnica.

v

Forma candnica do problema de maximizagao

Maximizar Z = ¢1x1 + Gxo + - -+ + CnXp
Sujeito a:

aiixy + apxo + -+ ainxn < by

amiX1 + amexg + -+ + amnXp < b
X1, X253y Xn > 0
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

Forma candnica do problema de minimizacao

Minimizar W = c1x1 + oxo + - - + CaXp
Sujeito a:

aiixy + aXxo + -+ + aipXn > b1

amix1 + amex2 + -+ - + amnXn = bm
X1, X2y -3 Xn >0
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Subsegdo 1

Transformacdes para a Forma Padrdo ou Candnica

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 9 de outubro de 2018 66 /150



Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

Efetuar as operagdes elementares a partir de uma formulagdo geral

@ Uma restricdo de desigualdade < pode ser transformada em outra >,
multiplicando ambos os lados por (—1):

ajix1 + ajpxo + - - + ainxn < b; é equivalente a

—aj1X1 — ajpXp — + -+ — ainXp > b;

@ Uma restricdo de igualdade pode ser transformada em duas restricoes
de desigualdade:

ajix1 + ajpxp + - - - + ajnxn = b; é equivalente a

ajix1 + appXxo + -+ + ajinxp < b;

ajix1 + ajpXxo + -+ + ainxp > b;

v

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 9 de outubro de 2018 67 /150



Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

Efetuar as operagdes elementares a partir de uma formulacdo geral

© Uma variadvel x; que ndo tem restricao de sinal, chamada de varidvel
livre, pode ser expressa como a diferenca de duas varidveis nao
negativas:

Syl 2 12
Xj =X =X X% 20
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

@ Determine o dual do seguinte problema de minimizac3o:
Minimizar W = 20x; + 12x»
Sujeito a:

2x1 +4xp > 48
X1 — 3X2 < 10
3x1 +xp > 24
X1, X2 Z 0
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

© Transformar o problema para a forma candnica, multiplicando ambos
os lados da segunda restrigdo por (-1), de forma que a desigualdade
possa ser escrita com sinal >:

Minimizar
Sujeito a:

W =20x; + 12x»
2x1 + 4xp > 48
—x1 4+ 3x > —10
3x1 +xp > 24
x1,x >0
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

© Transformar o problema para a forma candnica, multiplicando ambos
os lados da segunda restrigdo por (-1), de forma que a desigualdade
possa ser escrita com sinal >:
Minimizar W = 20x; + 12x»
Sujeito a:  2xy + 4xp > 48
—x1 4+ 3x > —10
3x1 +x0 > 24
x1,x >0
@ E o problema dual sera:
Maximizar Z = 48y; — 10y, + 24y3
Sujeito a:  2y; — y» + 33 < 20
4y1 +3y2 +y3 < —12
yi>0, i=1,23
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

Restricoes de Igualdade

© Determine o dual do seguinte problema de minimizacg3o:
Minimizar W = 4x; + 5x
Sujeito a:

2x1 + xp > 20
2x1 4+ 3xp = 40
x1 + 2x0 < 30
x1,x% > 0
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

Restricoes de Igualdade

© A restricdo de igualdade deve ser transformada em duas restricdes de
desigualdade:

2x1 +3xp > 40
2x1 4+ 3x0 < 40

@ As restricoes de desigualdade do tipo < devem ser transformadas em
outra do tipo >
—2X1 - 3X2 Z —40

—X1 — 2X2 Z —30
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

Restri¢coes de Igualdade

© O modelo completo de minimizagdo, na forma candnica, pode ser
escrito como:
Minimizar W = 4x; + 5x
Sujeito a:
2x1 +x0 > 20
2x1 + 3xp > 40
—2X1 - 3X2 Z —40
—X1 — 2X2 > —30
x1,x2 >0
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

Restricoes de Igualdade

@ O problema dual na forma canénica, é:
Maximizar Z = 20y; + 40y} — 40y3 — 30y3
Sujeito a:

2y1 +2y; —2y5 —y3 < 4
yi+3y; —3y5 —2y3<5
Y1 Y3 ¥3,¥3 20
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

Restricoes de Igualdade

© Definindo a varidvel y» como a diferenca entre duas varidveis, isto &,
y2 = y2 — y2, a mesma passa a ser uma varidvel livre, sem restricdo
de sinal.

@ O problema pode se reduzir a:
Maximizar Z = 20y; + 40y» — 30y3
Sujeito a:

2y1 +2yp —y3 <4
y1+3y2—2y3 <5
y1,¥3 > 0,y2 livre
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Adaptacoes para Outras Formas Primais

Transformagdes para a Forma Padrdo ou Candnica

Restricoes de Igualdade

@ Quando uma ou mais restricbes do problema primal estdo na forma de
igualdade, a variavel dual correspondente é uma varidvel livre ou
irrestrita em sinal.

@ Analogamente, se o problema primal possui pelo menos uma variavel
livre, a equacgdo correspondente no problema dual estd na forma de
igualdade.
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Relacdes Primal-Dual
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Relacoes Primal-Dual

Propriedade das solucdes basicas complementares

Cada solugdo bdsica no problema primal tem uma solu¢io basica
complementar no problema dual, em que os valores de suas funcoes
objetivo correspondentes (Z e W) sao iguais. A solucdo basica dual
complementar (y,z — c) é encontrada na linha 0 da tabela simplex para a
solugdo basica primal,como indicado na Figura (10)

W TABELAG4  Notagdo para as entradas na linha 0 de uma tabela simplex

Coeficiente de:
Varidvel Lado

teracdo basica Eq Z X X, L. X, X, X L Xoim direito

Qualquer Zz O |17 | an-a z-g ... ZH—G N ¥z ¥im w

Figura 10: Notagdo para as entradas na linha O de uma tabela simplex

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 9 de outubro de 2018 78 /150



Subsegdo 1

Solugdes Bésicas Complementares
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Relacoes Primal-Dual

Solugdes Bésicas Complementares

W TABELAG7  Associacdo entre varidveis nos problemas primal e dual

Variavel primal

Variavel dual associada

(Variavel de decisdo) x;
Um problema qualquer »
(Variavel de folga) x,.;

Variaveis de decisdo: X

X2

Problema da Wyndor Variaveis de folga: X3
Xa

Xs

Z; — ¢ (varidvel de excesso) j=1,2,..,n
y; (variavel de decisao) i=1,2,..,m
7y — ¢ (varidveis de excesso)

-G

¥ (variaveis de decisao)

Yz

Ya

Figura 11: Associagdo entre varidveis nos problemas primal e dual
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Relacoes Primal-Dual

Solugdes Bésicas Complementares

B TABELA 6.8 Relagao de complementaridade da folga para as solucdes
basicas complementares

Variavel primal Variavel dual associada
Basica Nao basica (m variaveis)
Néao basica Basica (n variaveis)

Figura 12: Relagdo de complementariedade de folga para as solu¢Ges bdsicas
complementares
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Relacoes Primal-Dual

Propriedade da complementaridade da folga

Dada a associagdo entre varidveis (Figura 11), as varidveis na solugdo
bdsica primal e na solu¢do béasica dual complementar satisfazem a relagdo
de complementaridade da folga (Figura 12). Além disso, essa relagdo é
simétrica de modo que essas duas solucdes bdsicas sdo complementares
entre si.
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Relacoes Primal-Dual

Solugdes Bésicas Complementares

Exemplo: O problema da Wyndor Glass Co.

e Todas as oito solugdes bdsicas (cinco vidveis e trés invidveis) sdo
mostradas na Figura 13;

@ O problema dual também deve ter oito solu¢Ges bésicas, cada
complementaridade para uma dessas solugdes primais (Figura 13);

@ As trés solucoes BV obtidas pelo método simplex para o problema
primal s3o a primeira, quinta e sexta solu¢des primais;

@ As solucdes basicas complementares para o problema dual podem ser
lidas diretamente da linha 0 (conforme Figura 9) iniciando com os
coeficientes das variaveis de folga e depois as varidveis originais.

@ As demais solu¢des bdsicas duais também poderiam ser identificadas
dessa maneira construindo a linha 0 para cada uma das demais
solugdes bdsicas primais.
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Relacoes Primal-Dual

Solugdes Bésicas Complementares

W TABELAGS  Solugdes basicas complementares para o exemplo da Wyndor Glass Co.

Problema primal Problema dual

N° Solugao basica Viavel? Z=W Viavel? Solugao bésica
1 (0,0,4,12,18) Sim 0 Nao (0,0,0,-3,-5)
2 (4,0,0,12, 6) Sim 12 Nao (3,0,0,0, -5)
3 (6,0,-2,12,0) Nao 18 Nao 0,0,1,0,-3)

. . 9 5
4 (4,3,0,6,0) Sim 27 Nao ( FL 0, > 0, 0)
50,6406 Sim 30 Nao (0.3 0.3, 0)
6 (2,6,2,0,0) Sim 36 Sim (0, %, 1,0, 0)

- . 5
7 (4,6,0,0, —6) Nio 42 Sim 3, > 0,0,0

- . 59
8 (0,9, 4, -6,0) Néo 45 Sim (0, 0, 35 g)

Figura 13: Solu¢des basicas complementares para o exemplo-da Wyndor Glass Co.
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Relacoes Primal-Dual

Solugdes Bésicas Complementares

Exemplo: O problema da Wyndor Glass Co.

o Considere a pendltima solu¢do basica primal da Figura (13)

(4,6,0,0,—6):
@ X1, X € X5 SA0 varidveis basicas, visto que essas varidveis ndo s3o iguais
a 0.

e As varidveis basicas duais associadas (ver Figura 11) sdo (z; — ¢1),
(22— @) e ys;

e Essas varidveis duais sao varidveis nao-bdsicas na solu¢ao basica
complementar (Figura 12 ), de maneira que:

z1—c =0, -0 =0, y3=20
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Relacoes Primal-Dual

Solugdes Bésicas Complementares

Exemplo: O problema da Wyndor Glass Co.

@ A forma aumenta das restricdes funcionais no problema dual:
" +3y3 —(z1 — 1) =3;
2y2 +2y3— (22— ) =5,

@ Reduz a
y1 +0—(z1—ca)=3=y=3
2pp +0—(n—a)=5=>y=3,
@ Combinando esses valores com os valores de 0 para as varidveis
ndo-bdasicas, temos a solugdo basica (3, g,0,0,0) (Figura 13).
@ Note que essa solucdo dual é vidvel para o problema dual, pois todas
as cinco varidveis satisfazem as restricGes de n3o-negatividade
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Subsegdo 2

Relagdes entre as Solugdes Basicas Complementares
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Relacoes Primal-Dual

Relacdes entre as Solucdes Basicas Complementares

@ Toda vez que uma solucdo for vidvel, a outra n3o sera.
o Excecdo: No ponto 6timo
e E possivel que nenhuma das solug¢des seja vidvel,como aconteceu com o
terceiro par
@ A primeira das cinco solu¢cées duais ndo pode ser vidvel, pois W < 36
o O objetivo do problema dual é o de minimizar W.

@ As dltimas duas solugdes primais ndo podem ser vidveis porque
Z > 36.
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Relacoes Primal-Dual

Relacdes entre as Solucdes Basicas Complementares

Propriedade das solucdes basicas étimas complementares

Cada solugao basica 6tima no problema primal tem uma solucdo basica
6tima complementar no problema dual, no qual os valores de suas
respectivas fungdes objetivo (Z e W) s3o iguais. A solugdo dual 6tima
complementar (y*,z* — c) é encontrada na linha 0 da tabela simplex para
a solucdo primal é6tima, (ver Figura 10).
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Relacoes Primal-Dual

Relacdes entre as Solucdes Basicas Complementares

@ A solugdo dual (y*,z* — c) deve ser viavel para o problema dual:

e A condi¢ao para otimalidade para o problema primal requer que todas
essas varidveis duais (inclusive as varidveis excedentes) sejam n3o
negativas.

@ Se a solugdo é vidvel, ela deve ser 6tima para o problema dual pela
versdo fraca da teoria da dualidade (W = Z, de modo que y*b = cx*
em que x* é 6tima para o problema primal).
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Relacoes Primal-Dual

Relacdes entre as Solucdes Basicas Complementares

@ As solucdes basicas podem ser classificadas quanto a:
o Viabilidade: todas as varidveis (inclusive as varidveis de folga) na
solugcdo aumentada sdo n3o-negativas
e Otimalidade: todos os coeficientes na linha 0 (todas as varidveis na
solucdo basica complementar) sio n3o-negativos
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Relacoes Primal-Dual

Relacdes entre as Solucdes Basicas Complementares

Problema primal Problema dual

n

n ')
zlc'}-,\'j =Z | W= z]b,—r\“-
i= =

Superdtima Subdtima
(Gtima) Z* ———p~ i R S W (6tima)
Subdtima Superdtima
W FIGURA 6.1 Intervalo de possiveis valores de 7 = W para certos tipos de solugdes basicas

complementares.
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Relacoes Primal-Dual

Relacdes entre as Soluces Basicas Complementares

B TABELA6.10 Classificagcdo de solugdes basicas

Sim
Viavel?
Nao

Satisfaz a condicdo de otimalidade?

Sim

Nao

Otima

Subotima

Superétima

Nao é viavel nem superétima

Figura 15: Classificacdo de Solucdes Otimas
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Relacoes Primal-Dual

Relacdes entre as Solucdes Basicas Complementares

B TABELA6.10 Classificagcdo de solugdes basicas

Satisfaz a condicdo de otimalidade?

Sim Nao
Sim Otima Subotima
Viavel?
N3o Superétima Nao é viavel nem superétima

Figura 15: Classificacdo de Solucdes Otimas

@ As solugdes basicas primais 1, 2, 4 e 5 s3o subdtimas; 6 é 6tima; 7 e
8 sdo superdtimas e; 3 ndo é nem vidvel nem superétima (Figura 13).

@ As relagoes gerais entre as solu¢Ges bdsicas complementares sdo
sintetizadas na Figura (16).
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Relacoes Primal-Dual

Relacdes entre as Soluces Basicas Complementares

B TABELAG6.11

Relacbes entre solucbes basicas complementares

Solucgdo basica primal

As duas solucoes basicas

Solucdo bésica dual
(omplemumm

Primal viavel?

Dual vidvel?

Subétima
Otima
Superétima

Nao é viavel nem superétima.

Superétima
Otima
Subdtima

Nao é vidvel nem superdtima.

Nao
Sim

Sim

Nao

Figura 16: Relagdes entre Solu¢bes Basicas Complementares
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Relacoes Primal-Dual

Relacdes entre as Solucdes Basicas Complementares

@ A terceira e quarta colunas da Figura (16) introduzem dois termos
comuns que s3o usados para descrever um par de solucdes basicas
complementares.

e Solugbes sdo chamadas viaveis primais se a solucao basica primal
for viavel;

e Solugdes vidveis duais: a solu¢do bdsica dual complementar é vidvel
para o problema dual.

@ O método simplex lida com solucdes vidveis primais e se esforca pra
alcancar também a viabilidade dual. Quando isso é alcancado, as

duas solucdes bdsicas complementares s3o étimas para seus
respectivos problemas.

@ Esses inter-relacionamentos sdo utilizados na andlise de sensibilidade. |

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 9 de outubro de 2018 95 /150



O Papel da Teoria da Dualidade na Analise de
Sensibilidade
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O Papel da Teoria da Dualidade na Analise de Sensibilidade

@ A anilise de sensibilidade envolve, basicamente, investigar o efeito
sobre a solucdo 6tima de realizar-se mudancas nos valores dos
parametros de modelo aj;, b; e ¢;;

@ Modificar os valores de pardmetros no problema primal também
modifica os valores correspondentes no problema dual;

@ Vocé pode escolher qual problema usar para investigar cada mudanca.
v
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Subsecdo 1

Mudancas nos Coeficientes de uma Varidvel Nao-basica
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O Papel da Teoria da Dualidade na Analise de Sensibilidade

Mudancas nos Coeficientes de uma Varidvel Nao-basica

@ Mudangas no modelo original nos coeficientes de uma varidvel que era
nao-basica na solugao 6tima original.

@ Qual serd o efeito dessas modificaces sobre essa solucdo? Ela ainda
continua vidvel? Ela ainda continua étima?

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 9 de outubro de 2018 99 /150



O Papel da Teoria da Dualidade na Analise de Sensibilidade

Mudancas nos Coeficientes de uma Varidvel Nao-basica

@ Mudangas no modelo original nos coeficientes de uma varidvel que era
nao-basica na solugao 6tima original.

@ Qual serd o efeito dessas modificaces sobre essa solucdo? Ela ainda
continua vidvel? Ela ainda continua étima?

e Como a varidvel envolvida é nao-basica (valor zero), modificar seus
coeficientes ndo poderd afetar a viabilidade da solucao.

o Serd que ela ainda é 6tima?

@ Isso é equivalente a determinar se a solugcdo bdsica complementar
para o problema dual ainda é vidvel apds terem sido feitas essas
modificagdes (Figuras 15 e 16).

@ Essas alteracdes afetam o problema dual modificando apenas uma
restricao:

o Essa pergunta podera ser respondida simplesmente verificando se essa
solucdo basica complementar ainda satisfaz essa restricdo revisada.
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Subsecdo 2

Introducdo de uma Nova Variavel
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O Papel da Teoria da Dualidade na Analise de Sensibilidade

Introducdo de uma Nova Variavel

@ As atividades podem ser selecionadas de um grupo maior de
atividades possiveis;

e As atividades remanescentes ndo foram incluidas no modelo original
(pareciam menos atrativas).
e QOutras atividades vieram a tona até o modelo original ser formulado e
resolvido.
@ Uma atividade desconsiderada é suficientemente interessante para se
iniciar.
@ Acrescentar uma dessas atividades ao modelo modificaria a solucao
6tima original?
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O Papel da Teoria da Dualidade na Analise de Sensibilidade

Introducdo de uma Nova Variavel

@ Acrescentar outra atividade implica introduzir no modelo uma nova
variavel, com os respectivos coeficientes das restricdes funcionais e
funcao objetivo.

e A Unica mudanga no problema dual é adicionar uma nova restricao!
@ A solucao étima original, juntamente com a nova variavel
(ndo-bésica) igual a zero, ainda seria 6tima para o problema primal?
o De forma equivalente: A solu¢do basica complementar para o
problema dual ainda é viavel (ver Figura 13 e 16)?
e Apenas verifique se essa solugcao basica complementar satisfaz a
nova restriciao para o problema dual. )
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O Papel da Teoria da Dualidade na Analise de Sensibilidade

Introducdo de uma Nova Variavel

Exemplo: O problema da Wyndor Glass Co

@ Suponha que desejamos analisar a inclusdo de um terceiro produto na
linha de produtos:
Maximizar Z = 3x; + 5xo + 4Xpova,
sujeito a: X1 + 2Xnova < 4
2x2 + 3Xpova < 12
3x1 + 2x2 + Xnova < 18
x1 20, x2 >0, Xpova = 0

em que Xpova represente a taxa de producao para esse novo produto

@ A solugdo étima original para esse problema sem Xy, €ra
(x1,x2, X3, xa,x5) = (2,6,2,0,0).

e Essa solucdo, com X,0,, = 0 ainda é étima?
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O Papel da Teoria da Dualidade na Analise de Sensibilidade

Introducdo de uma Nova Variavel

Exemplo: O problema da Wyndor Glass Co

@ Para responder: verificar a viabilidade da solugdo basica
complementar para o problema dual.

e A inclusdo de uma nova varidvel no modelo primal acrescenta uma
nova restricao no problema dual!

Minimizar W = 4y; + 12y, + 18y3,
sujeito a: 1 +3y3 >3
2y> +3y3 > 5
2y1 +3y2+y3 > 4
y120,2>0,y3>0
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O Papel da Teoria da Dualidade na Analise de Sensibilidade

Introducdo de uma Nova Variavel

Exemplo: O problema da Wyndor Glass Co

@ A solug3o dual era (linha inferior da Figura (7) ou na sexta linha
Figura 13):

3
(y17y27.y3721 —C1,22 — C2) - (07 55 15050)
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O Papel da Teoria da Dualidade na Analise de Sensibilidade

Introducdo de uma Nova Variavel

Exemplo: O problema da Wyndor Glass Co

@ Ja que essa solugdo era étima para o problema dual original, ela
satisfaz as restricoes duais originais!

o Ela satisfaz a nova restricdo dual?

2y1 +3y2+y3 >4

Substituindo temos:

2(0) + 3(3) +(1)>4

A desigualdade é satisfeita;

A solugdo dual ainda é viavel (portanto étima).

e A solugdo primal original (2,6,2,0,0), juntamente com X0, = 0 ainda
é 6tima;

e O terceiro e novo produto n3o deve ser adicionado a linha de produtos.)
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A Esséncia da Andlise de Sensibilidade
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A Esséncia da Andlise de Sensibilidade !

@ O modelo de programacao linear assume que todos os parametros do
modelo sdo deterministicos (conhecidos com certeza):
o Coeficientes da fungdo objetivo ¢j;
o Coeficientes das varidveis nas restricdes aj;
o Os termos independentes b;;

@ A estimacido desses parametros pode ser baseada em previsGes
futuras: mudancgas podem ocorrer até que a solucdo final seja
implementada no mundo real.

o Alteracdes nas quantidades de recursos disponiveis;

e Introducdo de um novo produto;

e Variacdo do preco de um produto;

e Aumento ou diminuicdo dos custos de producdo, entre outros.

!Contetido extraido de Patricia Belfiore e Luiz Paulo Favero, Pesquisa Operacional,
Capitulo 4. Anilise de Sensibilidade e Dualidade em Programac&o Linear
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo

(Solugdo Grafica)

@ Objetivo: determinar o intervalo de valores que cada coeficiente da
funcdo objetivo pode assumir, mantendo os demais coeficientes
constantes, sem afetar a solugdo bdsica do modelo (a solugdo bésica
permanece étima).

o A anilise baseia-se na comparagdo entre os coeficientes angulares das
restricdes ativas (tratadas como restricdes de igualdade) com o
coeficiente angular da fung¢do objetivo.
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Inclinagao e Coeficiente Angular da Reta

@ «a: angulo formado entre a reta e o eixo x, no sentido anti-horario,
chamado inclinacdo da reta.

@ O coeficiente angular ou declividade m determina a direcdo da reta,
isto &, a tangente trigonométrica da inclinacio oz m = tan(a) = &%
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo

(Solugdo Grafica)

x
0<a<90’=tga>0=m>0

c)

r

N
X

a=0"=tga=0=>m=0

Figura 17: Relacdo entre inclinacdo da reta (a) e coeficiente angular (m).

X
90°<a<180°=tga <0 =>m<0

d)

r

X

a=90"= tga = 90° = ndo existe m
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Equagao Reduzida da Reta e Coeficiente Angular

@ O coeficiente angular também pode ser determinado a partir da
equacdo reduzida da reta.

@ A equacdo geral de uma reta pode ser representada por:

ax+by+c=0
@ Isola-se a varidvel y:
a-x ¢ , ..
y = 5 % = mx + n, em que m é o coeficiente angular da reta

e n o coeficiente linear da reta.
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Coeficiente Angular da Funcao Objetivo a Partir de sua Equacgao
Reduzida

@ Considerando a equagdo geral de uma fungao objetivo com duas
varidveis de decisdo (x1 e x2): z = c1x1 + X2

@ A forma reduzida:
C b4

1
Xp = ——X1 + —
(&} 2
em que —¢/c, é o coeficiente angular ou declividade da fungdo

objetivo.
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Intervalo de valores para ¢; ou ¢, que nao alteram a solucao basica

original do modelo
@ Efetue o calculo do coeficiente angular de cada restricdo ativa do

modelo (tratada como restricdo de igualdade) e do coeficiente angular

da func3o objetivo
e Equacgao reduzida da reta;
e Dois pontos da reta.

@ Determinar o intervalo de valores para ¢; ou ¢, que n3o alteram a

solucdo basica original do modelo.
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Exemplo 1

@ A empresa Romes Calcados esta interessada em planejar sua
producdo de chinelos e tamancos para o proximo verdo.

@ Os produtos passam pelo processo de corte, montagem e acabamento.

@ A Figura (18) mostra o total de horas de mio de obra (horas-homem)
necessdrias para produzir uma unidade de cada componente em cada
processo de fabricacdo e tempo total disponivel por semana, em
horas-homem.

@ O lucro unitario por chinelo e tamanco fabricado é de R$15,00 e
R$20,00, respectivamente.
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo

(Solugdo Grafica)

Setor Tempo (horas-homem) para processar 1 unidade Tempo disponivel
chinelo tamanco (horas-homem/
semana)
corte 5 4 240
montagerm A 8 360
acabamento 0 7.5 300

Figura 18: Tempo necessario para fabricar uma unidade de cada componente em
cada processo de fabricagdo e tempo total disponivel por semana (horas-homem).
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Exemplo 1

@ Variaveis de decisao:

e x; quantidade de chinelos a serem produzidos semanalmente
e xp quantidade de tamancos a serem produzidos semanalmente.
@ Formulacdo matematica:
Maximizar z = 15x; + 20x»
sujeito a: bxy + 4xp < 240
5x1 + 4xp < 360
4x1 + 8xp < 300
x1 20, x>0
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

@ Solucdo étima do modelo:
x1 = 20 (chinelos por semana) e x, = 35 (tamancos por semana) com
z = 1.000 (lucro liquido semanal de R$1.000,00).
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo

(Solugdo Gréfica)

B Coeficientes
Equagio constante
! *3 ¥y TS| ) *pem

0 1 -, -, - 0 0 0 0

n

T
=
e
.

Figura 19: Solucdo grafica.
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Exemplo 1

@ As duas primeiras restricoes do modelo s3o consideradas ativas
(Figura 19).
e Calcular o coeficiente angular da primeira e da segunda restri¢Ges,
tratadas como equagdes de igualdade.
@ A primeira equac¢do na forma resumida:
Xxp = —5/ax1 + 60
o Coeficiente angular m = —5/4

o A forma reduzida da segunda equacg3o:
Xy = —1/2X1 + 45
o Coeficiente angular m = —1/2
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Exemplo 1

@ As duas primeiras restricoes do modelo s3o consideradas ativas
(Figura 19).
e Calcular o coeficiente angular da primeira e da segunda restri¢Ges,
tratadas como equagdes de igualdade.
@ A primeira equac¢do na forma resumida:
xp = —5/axq + 60
o Coeficiente angular m = —5/4

o A forma reduzida da segunda equacg3o:
Xy = —1/2X1 + 45

o Coeficiente angular m = —1/2
@ O valor da solugdo bdasica original permanece constante enquanto:
5 G 1 C
PP 2o 05< <125
4 (e)) 2 (o))
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Exemplo 2: Problema da empresa Romes Calcados

© Suponha um aumento nos lucros unitarios do chinelo e tamanco para
R$20,00 e R$25,00, respectivamente, em funcdo de reducdes de
custos de producdo. Verifique se a solucdo basica permanece 6tima.
Em caso positivo, qual o novo valor de z?

@ Quais as possiveis variacées em ¢; e ¢; que manteriam a solucdo
basica do modelo original? (Apenas um pardmetro muda por vez,
enquanto o outro permanece constante).

© Houve um aumento no custo do couro, o principal insumo para a
fabricacdo do tamanco, diminuindo seu lucro unitdrio para R$18,00.
Para que a solugao basica do modelo original permaneca inalterada, o
lucro unitdrio de chinelos devera satisfazer qual intervalo?
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo

(Solugdo Grafica)

Exemplo 2: Questdo 1

@ Nova equacgdo da fungdo objetivo: z = 20x; + 25x0
1 20
F do —=—=0,8
e Fazendo & 25
@ A condicdo 0,5 < % < 1,25 continua satisfeita = Solug¢do 6tima
permanece vélida = (x; = 20, x» = 35)

@ O novo valor de z serd z =20-20+25-35 =1.275
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Exemplo 2: Questdo 2 - variacdo possivel para ¢

@ Substituindo ¢; = 15 (valor original de ¢;) na condigcdo
0,5 < a/e <1,25:
0,5C2 <15= ¢ <30
1,250 >15=>c>12 =12<¢ <30
@ Portanto, enquanto ¢, satisfizer o intervalo especificado, a solucdo
basica 6tima do modelo original (x; = 20, xo = 35) permanecera
inalterada.
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo
(Solugdo Grafica)

Exemplo 2: Questdo 2 - variacdo possivel para ¢;

@ Substituindo ¢, = 20 (valor original de ¢p) na condigcdo
0,5 < a/e <1,25:
0,5'20§C1$10§C1$C1210
1,25-20> ¢ = ¢ <25 =10<¢ <25
@ Portanto, enquanto ¢ satisfizer o intervalo especificado, a solucio
basica 6tima do modelo original (x; = 20, xo = 35) permanecera
inalterada.
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Alteracdo em um dos Coeficientes da Funcdo Objetivo

(Solugdo Grafica)

Exemplo 2: Quest3o 3

@ Substituindo ¢, = 18 na condi¢do condi¢do 0,5 < a/c, < 1,25:
0 0,5:18<¢;<1,28:18=9< ¢ <£22,5

2

@ Enquanto ¢; satisfizer o intervalo especificado, para um valor de
¢» = 18, a solucdo basica permanece étima.
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Subsecdo 2

Alteracdo em Constantes do Lado Direito
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

@ A andlise de sensibilidade de alteracdes no valor de uma das
constantes do lado direito da restri¢cdo (disponibilidade de recursos) é
baseada no conceito de preco sombra (shadow price)

e Preco Sombra (P;): é o acréscimo (ou decréscimo) no valor da
fun¢do objetivo caso seja adicionada (ou retirada) uma unidade na
quantidade atual de recursos disponiveis da i-ésima restricao b;.

_ AZ+1 _ AZ,l _ Zy1 — 20 _ Z_1— 2 (6)
Ab.  Ab_, I —1
@ Interpretacdo do preco sombra

e O preco justo a ser pago pela utilizagdo de uma unidade do recurso i;
o O custo de oportunidade da perda de uma unidade do recurso i.

Pi

@ O preco sombra é o nome dado as varidveis de decisdo do problema
dual
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

@ Neste caso, o objetivo da andlise de sensibilidade é determinar o
intervalo de valores para b; de forma que o preco sombra
permanece constante (acréscimo maximo permissivel de p unidades
em b? ou decréscimo permissivel de g unidades em b?):

b) —q< by < b +p (7)

@ O intervalo deve a satisfazer:

P, — Az, _ Az_g _Zyp—2 _Zq— 2 (8)
Abjp  Abi 4 p q
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

em que

@ Az, = acréscimo no valor da fungdo objetivo z caso sejam
adicionadas p unidades de recursos em b?.

@ Az 4, = decréscimo no valor da fungdo objetivo z caso sejam retiradas
p unidades de recursos em b?.

@ zy =valor inicial da func3do objetivo.

@ z,, = novo valor da fun¢do objetivo apds serem adicionadas p
unidades em b?.

@ z 4 = novo valor da fungdo objetivo apds serem retiradas q unidades
em bY.

e Ab; i, = acréscimo de p unidades em 5.

o Ab;_q = decréscimo de q unidades em b?.
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

@ O célculo do preco sombra é valido somente para as restricoes ativas
(que definem a solugdo 6tima do modelo).
@ Variagdes em b; para regides n3o ativas, dentro da regido de
factibilidade, n3o influenciardo a solu¢do 6tima do modelo
o O preco sombra para restricbes n3o ativas é zero.
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

Decréscimo e Acréscimo Maximo Permissivel para b;

Objetivo
@ Determinar o intervalo de valores em que b; pode variar
(b9 — g < by < b9 + p) sombra permanece constante.
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

Decréscimo e Acréscimo Maximo Permissivel para b;

hxz

A

Sx,+ 4x,< 240

; .......... 7,5%,< 300

4x, + Bx,< 360
original

T T T T T T

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

LR g

Figura 20: Anélise de sensibilidade apds adicdo de uma hora-homem na
disponibilidade de recursos do setor de corte
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

Decréscimo e Acréscimo Maximo Permissivel para by

@ A a solugdo 6tima do modelo original é determinada pela intersecio
das retas 5x; + 4x2 = 240 e 4x; + 8x, = 360 (Figura 20).
@ Se tivermos uma nova restricido 5x; + 4x, = 241 abrandando o lado
direito:
o A nova reta serd paralela a restricao original
o A medida que o valor de b; aumenta, a reta se desloca na direcdo do
ponto extremo G, sempre paralela a restricdo original.

o A medida que o valor de b; diminui, a reta se desloca em direcdo ao
ponto extremo D.

@ Enquanto a intersecdo das equagdes 5x; + 4xp = by e
4x; + 8xp = 360 ocorrer dentro da regido de factibilidade (segmento
DG), o prego sombra permanecerd constante.

@ Os pontos extremos D e G representam os limites inferiores e
superiores para by;

v
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

Decréscimo e Acréscimo Maximo Permissivel para by

Limite inferior para b;

@ Substituir as coordenadas do ponto D (x; = 10, x» =40) em
5x1 + 4x0.
o Limite inferior para b; (ponto D): 5-10+ 4 -40 = 210

Limite superior para b;

@ Substituir as coordenadas do ponto G (x; =90, x2=0) em
5x1 + 4x0.

o Limite superior de by (ponto G): 5-90+ 4 -0 = 450
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

Decréscimo e Acréscimo Maximo Permissivel para by

@ Enquanto o valor de b; estiver dentro do intervalo 210 < b; < 450, o
seu preco sombra permanecera constante.

@ fungdo do decréscimo e o acréscimo maximo permissivel para
b? = 240 (seu valor original):

bY — 30 < by < bY + 210 (9)
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

Decréscimo e Acréscimo Maximo Permissivel para by

@ Tome o preco sombra y; = 1,667

@ Se o tempo disponivel para corte aumentar em 210 horas:
e Varigdo do lucro: y; - 210 = 1,667 - 210 = 350
o A fung3o objetivo cresceria R$350,00.

@ Se decrescer para em 30 horas, o custo de oportunidade pela perda
dessas 30 horas-homem no tempo total disponivel para o setor de
corte:

e Varicdo do lucro: y; - 30 = 1,667 - 30 = 50
o A fun¢3o objetivo decresceria R$50,00.
@ Para qualquer valor de b; fora desse intervalo, é necessdrio recalcular
a nova solugdo étima, ja que a regido factivel é alterada.
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

Decréscimo e Acréscimo Maximo Permissivel para b;

7,5%,< 300

A SN a<210

T ¥

—T T T »

10 20 30 40 50 60 70 80 90 e
Figura 21: Andlise de sensibilidade em funcdo de alteracdes na disponibilidade de
recursos do setor de corte.
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Alteracdo na constante do lado direito da restricao

Decréscimo e Acréscimo Maximo Permissivel para by

@ O poligono AEDB representa a regido de factibilidade para um valor
de by = 210 (limite inferior para by).

@ O poligono AEDG representa a regido de factibilidade para um valor
de by = 450 (limite superior para by).
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Subsecdo 3

Custo Reduzido
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Custo Reduzido

@ Os coeficientes iniciais das varidveis de folga Xp11, Xni2,:** > Xntm
na linha 0 sdo nulos, ja que as mesmas correspondem as varidveis
basicas da solugdo inicial (Figura 22).

B Coeficientes
Equagio constante
1 "_- '\‘n ’\h\.- 1 '\‘.'.' ) . 74 m

T
=
e
3

0 1 -, -, - 0 0 0 0

Figura 22: Entradas na linha 0 inicial de uma tabela simplex
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Custo Reduzido

e O valor de z,(i =1,2,---,n) representa o quanto foi adicionado ao
coeficiente inicial da varidvel x; na linha 0 da forma tabular original

(—¢;i) em uma iteragdo g qualquer.

@ O valor de z; — c;é chamado de custo reduzido da varidvel original x;

na iteracao q.

@ O coeficiente y;, (j =1,2,--- , m) representa o quanto foi adicionado
ao coeficiente inicial da varidvel de folga x,; na linha 0.

Coeficiente de
vel Lado
teracao Eq i x X L X, Xpim direito
Qualquer z O 1 a-a n-G ... =G K Y2 Y w

Figura 23: Entradas na linha 0 inicial de uma tabela simplex
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Custo Reduzido

@ O coeficiente de determinada varidvel na linha 0 da forma tabular,
seja ela basica ou n3o bdsica, obtido em qualquer iteracdo q do
método Simplex, é chamado de custo reduzido.

@ O custo reduzido de determinada varidvel nao basica x; pode ser
interpretado como o valor que seu coeficiente original ¢; deve
melhorar na fungdo objetivo antes da solugdo basica atual tornar-se
subdtima e de x; tornar-se uma varidvel basica.

@ Para um problema de maximizacgdo, o custo reduzido da varidvel nao
basica x; na forma tabular étima (z* — c*) corresponde ao incremento
maximo no valor de seu coeficiente original na funcio objetivo que
manterd a solucdo basica atual 6tima e a varidvel x; ndo basica.

® Qualquer incremento maior do que (z" — ¢) tornara a solugdo basica
atual subdétima e x; entrard na base.
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Custo Reduzido

@ Considere o problema de maximizacio:
Maximizar z = 3x; + 6xo
Sujeito a:

2x1 + 3xp < 60
4x1 +2x, < 10
x1,x% >0
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Custo Reduzido

@ Por meio de uma andlise de sensibilidade do problema foi obtido o
custo reduzido de cada varidvel tendo como base a solugdo 6tima do
modelo conforme mostra a Tabela (1)

Tabela 1: Solugdo étima e custo reduzido de cada variavel

Variavel Solucao 6tima Custo reduzido
X1 0 1
X2 20 0

@ Interprete os resultados apresentados na tabela.
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Custo Reduzido

@ A solucdo bdsica do modelo é x; =0 e x, = 20.

@ Verifica-se que o custo reduzido da variavel x, é nulo, ja que a mesma
€ uma variavel basica.

@ O custo reduzido da varidvel x; representa o incremento maximo
(problema de maximiza¢do) no valor de ¢; que mantém a solugdo
basica atual étima e a varidvel x; n3o basica.

e Se o coeficiente de x; na fun¢do objetivo passar de 3 para 4, a solucdo
basica atual permanecera étima, de forma que a varidvel x; continuara
sendo n3do basica.

o Se o coeficiente de x; for maior do que 4, a soluc3o atual se tornara
subdtima e a varidvel x; serd basica na nova solugcdo étima.

@ Se o problema de maximiza¢do (minimizag3o) for resolvido pelo
Solver do Excel, o custo reduzido de x; aparecera com sinal negativo
(positivo) no relatério de sensibilidade.
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