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Cadeias de Markov

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 22 de junho de 2019 3/78



Cadeias de Marko

@ Modelos probabilisticos para processos que evoluem ao longo do
tempo de uma forma probabilistica: processos estocasticos.

@ As cadeias de Markov possuem a propriedade especial de que as
probabilidades que envolvem como o processo evolui no futuro
dependem apenas do estado atual do processo e sio independentes
de eventos no passado.
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Subsecdo 1

Processos Estocasticos
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Cadeias de Markov

Processo Estocastico

Processo estocastico

Definido como um conjunto indexado de varidveis aleatérias {X:}, em que
o indice t percorre dado conjunto T. Admite-se que T seja o conjunto de
inteiros ndo-negativos e X; represente uma caracteristica mensurdvel de
interesse no instante t. Por exemplo, X; poderia representar o nivel de
estoque de determinado produto no final da semana t.
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Cadeias de Markov

Processo Estocastico

Processo estocdstico em tempo discreto com um espago de estado
finito

@ O estado atual do sistema pode cair em qualquer uma das M + 1
categorias mutuamente exclusivas denominadas estados.

@ Esses estados sdo identificados como 0,1, ..., M.

@ A variavel aleatéria X, representa o estado do sistema no instante t,
de modo que seus Unicos valores possiveis sejam 0,1,..., M.

@ O sistema é observado em pontos determinados do tempo,
identificados por t =0,1,2,...
@ O processo estocastico Xz = Xp, X1, Xp, ... fornece uma

representacdo matematica de como o estado do sistema fisico evolui
ao longo do tempo.
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Exemplo Envolvendo Clima
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Cadeias de Markov

Processo Estocastico

Exemplo Envolvendo o Clima

@ O tempo na cidade de Centerville pode mudar rapidamente de um dia
para o outro.

@ As chances de termos tempo seco (sem chuvas) amanh3 sio
ligeiramente maiores, caso esteja seco hoje do que se chover hoje.

o A probabilidade de termos tempo seco amanha é de 0,8, caso hoje
esteja seco;

e A probabilidade de termos tempo seco é de 0,6 amanh3, caso chova.

e As probabilidades nao mudam se as informagdes sobre o tempo antes
de hoje também forem levadas em considerac3o.

v
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Cadeias de Markov

Processo Estocastico

Exemplo Envolvendo o Clima

@ A evolugdo do tempo em Centerville € um processo estocdstico.

@ O dia inicial é chamado dia 0;
@ O tempo observado em cada dia t, para t =0,1,2,... pode ser:

o Estado 0 = Dia t é seco, ou
o Estado 1 = Dia t com chuva.

e Parat=0,1,2,... a varidvel aleatéria X; assume os valores:
0 se o dia t estiver seco
Xt = . .
1 se no dia t estiver chovendo
@ O processo estocastico X; = Xp, X1, Xo, ... fornece uma

representacdo matemdatica de como o estado do tempo em Centerville
evolui ao longo do tempo.
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Exemplo Envolvendo Estoques
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Cadeias de Markov

Processo Estocastico

Exemplo Envolvendo Estoques

@ A loja de cameras de Dave estoca determinado modelo de cdmera que
pode ser encomendado semanalmente.

@ A demanda é representada por D1, D,,... (o nimero de unidades que
seriam vendidas, caso o estoque n3o estivesse esgotado) durante a
primeira semana, a segunda semana, ..., respectivamente

@ A variavel aleatéria D; (para t =1,2,... ) é o nimero de cdmeras
que seriam vendidas na semana t, caso o estoque n3o estivesse
esgotado.

@ Esse nimero inclui vendas perdidas quando o estoque estiver
esgotado.
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Cadeias de Markov

Processo Estocastico

Exemplo Envolvendo Estoques

@ D, s3o variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas
com uma distribuicdo de Poisson com média igual a 1.

@ Xp = nimero de cameras disponiveis no principio, X; o nimero de
cameras disponiveis no final da semana 1, X, o niimero de cameras
disponiveis no final da semana 2, e assim por diante,

o A variavel aleatéria X; (para t =0,1,2,... ):

e X; = nimero de cameras disponiveis no final da semana t.

@ Ex.: Se Xp = 3 = a semana 1 comeca com trés cimeras disponiveis.

o {X:} ={Xo, X1,X2,...} é um processo estocastico no qual a varidvel
aleatdria X; representa o estado do sistema no instante t,

e Estado no instante t = nimero de cameras disponiveis no final da
semana t.
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Cadeias de Markov

Processo Estocastico

Exemplo Envolvendo Estoques

@ O dono da loja gostaria de saber mais sobre como o estado desse
processo estocdstico evolui ao longo do tempo usando a politica de
encomenda atual:

o No final de cada semana t (sdbado a noite), a loja faz um pedido que é
entregue na abertura da loja na segunda-feira.

e Se X; = 0 = encomendar trés cameras.

e Se X; > 0 = n3o encomendar nenhuma camera.
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Cadeias de Markov

Processo Estocastico

Exemplo Envolvendo Estoques

@ O nivel de estoque flutua entre um minimo de nenhuma camera e um
mdéximo de trés cameras;

o Estados possiveis = 0,1,2 ou 3 cameras disponiveis.

@ As varidveis aleatérias X; sdo dependentes e poderiam ser avaliadas
iterativamente por:

max{3 — D¢+1,0} se Xy =0

max{Xs — Dt41,0} se X >0

parat=0,1,2,...

Xep1 =
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Subsecio 2

Cadeias de Markov
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Cadeias de Markov

Propriedade markoviana

Um processo estocdstico {X;} é dito ter a propriedade markoviana se
P{Xty1 =j|Xo = ko, X1 = k1, ..., Xe—1 = ke—1, Xe = i} =P{Xe 11 =
JIXe =i}, para t =0,1,... e toda sequéncia i, J, ko, ki, ..., ke—1.

@ Ou seja, a probabilidade condicional de qualquer “evento” futuro,
dado quaisquer “eventos” passados e o estado presente X; = i, é
independente dos eventos passados e depende apenas do estado atual.

v

Um processo estocastico {X:} (t =0,1,... ) é uma cadeia de Markov se
possuir a propriedade markoviana.
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Cadeias de Markov

@ As probabilidades condicionais P{X; 1 = j|X; = i} para uma cadeia
de Markov sdo chamadas probabilidades de transi¢do (uma etapa).
@ As probabilidades de transicdo s3o, para cada i e j, estacionarias se
P{Xit1=j|Xe =i} = P{X1 =j|Xo =i}, paratodo t =1,2,.
@ Isso implica a probabilidade de transicao em n etapas para cada i
jen(n=0,1,2,...):
o P{Xiyn=j|Xe =i} = P{X,=j|Xo =i}, paratodo t =1,2,...
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Cadeias de Markov

@ Reescrevemos as probabilidades de transi¢do estaciondrias (para
simplificar):
° Pu = P{Xe11 = j|X¢ = i}
° PU P{Xtsn = j| Xt = i}
(n)

@ A probabilidade de transicio em n etapas pjj é a probabilidade
condicional de que o sistema estard no estado j apds exatamente n
etapas dado que ele inicia no estado i a qualquer instante t.

@ Como as p,g-")

° pfj") >0, paratodoiej n=1,2,...

sao probabilidades condicionais:

M
o Zp,g-n) =1 paratodoi; n=0,1,2,...
j=0
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Cadeias de Markov

@ Podemos representar todas as probabilidades de transicao em n
etapas no formato de matriz

Estado 0 1 M
(r2) (r1) (r1)
0 Poo  Poi - Pom
(r) (1) (1)
P = 1 P1o P e Piv
(1) (n) (n)
M Pyo P Prt
Figura 1:

Samuel Campos (ESR-UFF)

Pesquisa Operacional

22 de junho de 2019



Cadeias de Markov

@ A probabilidade de transicio em determinada linha e coluna é a
transicdo do estado de linha para o estado de coluna.

@ Quando n =1 eliminamos o super escrito n e referimos como a
matriz de transicao.
@ As cadeias de Markov consideradas possuem as propriedades:

@ Um nimero finito de estados.
@ Probabilidades de transicdo estaciondrias.
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Cadeias de Markov

Exemplo de Aplicacao

@ A Merrill Lynch é uma empresa lider em servicos financeiros que
fornece servicos de corretagem, investimento e servicos bancarios para
clientes de varejo e pequenas empresas, enquanto ajuda grandes
corporagdes e instituicdes em todo o mundo a levantar capital.

e Uma das afiliadas da Merrill Lynch, Merrill Lynch (ML) Bank EUA,
possui ativos de mais de 60.000 milhdes de ddlares obtidos do aceite
de depdsitos de clientes de varejo da Merrill Lynch que ela usa para
financiar empréstimos e fazer investimentos.
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Cadeias de Marko

Exemplo de aplicacao
e Em 2000, o ML Bank USA comecou a conceder linhas de crédito
rotativo para seus clientes corporativos. Em poucos anos, o banco

desenvolveu uma carteira de cerca de 13 bilhdes de ddlares em
compromissos de linhas de crédito com mais de 100 institui¢des.

@ Foi solicitado a um grupo de PO do Merrill Lynch que orientasse a
geréncia dessa crescente carteira por meio do uso de técnicas de PO
para avaliar o risco de liquidez.

@ Foi utilizada uma cadeia de Markov que descrevia a evolugao da
classificacdo crediticia de cada cliente ao longo do tempo.

@ Os estados da cadeia de Markov s3o as possiveis classificacoes
crediticias que sao atribuidas por agéncias de classificacdo de risco,
como a Standard and Poor’s e Moody's

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 22 de junho de 2019 23/78



Cadeias de Markov

@ A probabilidade de transicio do estado i para o estado j da matriz de
transicdo de uma dada empresa é definida como a probabilidade de
que a agéncia altere a classificacdo da empresa do estado i para j de
um més para outro baseado nos padroes histéricos de empresas
similares.

e Essa aplicagdo da pesquisa operacional (incluindo as cadeias de
Markov) permitiu ao ML Bank USA liberar cerca de 4 bilhes de
ddlares de liquidez para uso de terceiros, bem como expandir suas
carteiras de crédito em 60% em menos de dois anos.
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Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de

Markov
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Cadeias de Markov

Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de Markov

Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de
Markov

@ X;: é o nimero de cdmeras em estoque no final da semana t (antes de
se fazer mais pedidos):
o X; representa o estado do sistema no instante t (o final da semana t).

@ Dado o estado atual X; =i, X; = i depende apenas de D;;1 (a
demanda na semana t + 1) e de X¢;

@ O processo estocdstico {X;} (t =0,1,...) possui a propriedade
markoviana:

o Xii1 é independente de qualquer histérico passado do sistema de
estoques anterior ao instante t = E uma cadeia de Markov.
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Cadeias de Markov

Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de Markov

@ Como obter as probabilidades de transi¢do (a probabilidades do nivel
de estoque) ou os elementos da matriz de transicdo (em uma etapa)?

Estado 0 | 2 3

0 Poo  Por Poz Pos
P = 1 Pio Pu Pz Pis
2 P2 P21 P22 Pas
3 P P31 P32 P33

Figura 2:
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Cadeias de Markov

Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de Markov

Dado que D;;1 (demanda por cdmeras em t + 1) tenha uma distribuicdo
de Poisson? com média igual a 1

1)"e 1
P{Dt+1 = n} = 7( ) |
n!
 P{D;;; =0} =e1=0,368
o P{D;y1 =1} =e1=0,368
1

o P{D;y1 =2} = 5e—l =0,184
@ P{Diy1 >3} =1—P{D;;; <2} =1— (0,368 + 0,368 + 0,184) =

0,080

A distribuicio de Poisson é uma distribuicio de probabilidade de variavel
aleatédria discreta que expressa a probabilidade de uma série de eventos
ocorrerem num certo periodo de tempo. Assume-se que esses eventos s3o

independentes.
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Cadeias de Markov

Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de Markov

@ Lembrando que:
max{3 — D¢+1,0} se X; =0

Xt+1 = .
max{Xt — Dt+17 0} se Xt >0
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Cadeias de Markov

Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de Markov

@ Se X; = 0 = encomendar 3 cdmeras = comeca a semana com
estoque igual a 3.

@ Qual a probabilidade de no final da semana X;;1 o estoque ser igual
a 0 (poo), 1 (po1), 2 (po2) ou 3(po3)?
@ pPoo = P{Dt+1 > 3} = 0,080
@ pPo1 = P{Dt_;,_l = 2} =0,184
e po2 = P{Dt1 =1} =0,368
o po3 = P{D11 =0} =0,368
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Cadeias de Markov

Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de Markov

@ Se X; > 0 = n3o encomendar = a semana com estoque igual a
Xe < Xega.

@ po=p13=p23=0
@ Qual a probabilidade de no final da semana o estoque (X;+1), ser
igual a 0, 1, 2 ou 37?
e P11 = P{Dt+1 = 0} = 0,080
pio = P{Dt11 > 1} =1 — P{D11 =0} = 0,632
p22 = P{D.s1 = 0} = 0,368
P21 = P{Dt+1 = 1} = 07368
poo = P{Dyi1 > 2} =1 — P{Dpsy < 1} = 0,264
pso = P{Ds1 >3} =1 — P{Dey; < 2} = 0,080
p31 = P{D¢11 =2} =0,184
p32 = P{D¢11 =1} = 0,368
p33 = P{D;y; =0} = 0,368
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Cadeias de Markov

Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de Markov

Estado 0 | 2 3
01]0.080 0.184 0.368 0.368
B 10632 0368 0 0
P= 210264 0368 0368 0
3L0.080 0.184 0.368 0.368

Figura 3: Matriz de transicdo completa para o exemplo de estoques
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Cadeias de Markov

Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de Markov

@ As informagdes dadas pela matriz de transi¢do (Figura 3) podem ser
representadas com o diagrama de transicao de estados (Figura 4)

@ Os quatro estados possiveis para o niimero de cameras disponiveis no
final da semana s3o representados pelos quatro nés (circulos) no
diagrama.

@ As setas indicam as possiveis transicées de um estado para outro ou,
algumas vezes, de um estado retomando a si mesmo, quando a loja de
cameras vai do final de uma semana até o final da semana seguinte.

@ O nimero préximo a cada seta dd a probabilidade de essa transicdo
particular ocorrer em seguida quando a loja de cdmeras se encontra
no estado na base da seta.
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Cadeias de Markov

Formulando o Exemplo Envolvendo Estoques como uma Cadeia de Markov

i —
0080 ) Ll B 0,368
Sl 0= e

i i
|
|
|
0264 0368 0,184
I
II |
/""} ;I O
0368 | - 0,368 70368
\_7_/h \k_,/’

B FIGURA 162 O diagrama de transicdo de estados para o exemplo que envolve estoques.

Figura 4: Diagrama de transicdo de estados
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Subsecdo 3

Equagdes de Chapman-Kolmogov
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Equac¢bes de Chapman-Kolmogov

@ A matriz de probabilidades de transicio em n etapas P" pode ser

obtida calculando-se a n-ésima poténcia da matriz de transicio em
uma etapa P:

o PI) = pp(n-1) — p(r-1)p _ ppn-1 _ pr-1p _ p(r)
e Entio, P® — pp — p2
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Equac¢bes de Chapman-Kolmogov

Matrizes de Transicio em n Etapas para o Exemplo Envolvendo Estoques

@ Podemos calcular P?. Nessa matriz encontraremos a probabilidade do
estoque dois periodos a frente (t+2): Xi120 =n(n=0,1,2,3) se o
estoque em t era X;
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Equac¢bes de Chapman-Kolmogov

Matrizes de Transicdo em n Etapas para o Exemplo Envolvendo Estoques

[0.080 0.184 0.368 0.3687 [0.080 0.184 0.368 0.368
5 0.632 0368 0 0 0.632 0368 0 0
0.264 0368 0368 0 0.264 0.368 0.368 0
10.080 0.184 0.368 0.368] [0.080 0.184 0.368 0.368

[0.249 0.286 0300 0.165]
0.283 0.252 0.233 0.233
0.351 0.319 0233 0.097 |

10.249 0.286 0.300 0.165 ]

Figura 5:
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Equac¢bes de Chapman-Kolmogov

Matrizes de Transicio em n Etapas para o Exemplo Envolvendo Estoques

° pgg) = 0,283: dado que haja uma cdmera no estoque no final de

semana, a probabilidade é 0,283 de que ndo haverd nenhuma camera
no estoque daqui a duas semanas;

° p%) = 0,097: dado que haja duas cdmeras em estoque no final de

semana, a probabilidade é de 0,097 de que havera trés cameras em
estoque daqui a duas semanas.
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Equac¢bes de Chapman-Kolmogov

Matrizes de Transicio em n Etapas para o Exemplo Envolvendo Estoques

e Podemos calcular P(®):

P4 = p* = p@.
[0.249
0.283
0.351
10.249

[0.289
0.282
0.284

10.289

P
0.286
0.252
0.319
0.286

0.286
0.285
0.283
0.286

0.300 0.1657 [0.249

0.233
0.233

0.233 | [ 0.283
0.097 | {0.351

0.300 0.165] [0.249

0.261
0.268
0.263
0.261

0.164 ]
0.166
0.171
0.164 |

Figura 6:

0.286
0.252
0.319
0.286

0.300 0.165
0.233 0.233
0.233  0.097
0.300 0.165
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Equac¢bes de Chapman-Kolmogov

Matrizes de Transicio em n Etapas para o Exemplo Envolvendo Estoques

e Pela Figura (6):

° p‘fo = 0,282: dado que sobre uma cdmera em estoque no final da
semana, a probabilidade é de 0,282 de que n3o haverd nenhuma
camera em estoque daqui a quatro semanas;

e po3 = 0,171: dado que sobrem duas cdmeras em estoque no final da
semana, a probabilidade é de 0,171 de que haverd trés cdmeras em
estoque daqui a quatro semanas.
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Equac¢bes de Chapman-Kolmogov

Matrizes de Transicio em n Etapas para o Exemplo Envolvendo Estoques

@ A probabilidade de transicao para o nimero de cdmeras em estoque
daqui a oito semanas contadas a partir de agora pode ser obtida da
mesma forma pela matriz de transicio em oito etapas P®.
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Equac¢bes de Chapman-Kolmogov

Matrizes de Transicdo em n Etapas para o Exemplo Envolvendo Estoques

P(S) — PR — P(4) . P(4)
0.280 0.286 0.261 0.164][0.289 0.280 0.261 0.164
0.282 0285 0.268 0.166] [0.282 0.285 0.268 0.166
0.284 0.283 0.263 0.171] {0.284 0.283 0.263 0.171
0.2890 0.286 0.261 0.164] L0.289 0.280 0.261 0.164

Estado 0 1 2 3
010286 0285 0264 0.166
= 110286 0.285 0.264 0.166
210.286 0285 0.264 0166
310.286 0.285 0.264 0.166

Figura 7:
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Equac¢bes de Chapman-Kolmogov

Matrizes de Transicio em n Etapas para o Exemplo Envolvendo Estoques

o A matriz P®) (Figura 7) tem a caracteristica de que suas linhas
possuem valores idénticos.

@ As probabilidades em qualquer linha s3o as probabilidades de estado
estavel para essa cadeia de Markov.

o As probabilidades de o estado do sistema, apds um tempo suficiente ter
decorrido, se estabilizam e o estado inicial ndao é mais relevante.

© Nem toda cadeia de Markov convergird para um estado estavel
e Dependera das caracteristicas de seus estados e da matriz de transicdo.
v
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Subsecdo 4

Classificacdo de estados de uma cadeia de Markov
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Classificacdo de estados de uma cadeia de Markov

Estado acessivel

@ O estado j é dito acessivel a partir do estado i se p(-")

i 0 para
algum n >0
o E possivel para o sistema eventualmente entrar no estado j quando ele
comega no estado i.

@ No exemplo dos estoques, p;j >0 V i,j = todos os estados sao
acessiveis de qualquer outro estado.

o Uma condicio suficiente para todos os estados serem acessiveis é que
. n P
existe um valor de n para todo p,(j) >0V i,j.
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Classificacdo de estados de uma cadeia de Markov

@ Se o estado j for acessivel a partir do estado i e o estado i for acessivel
do estado j, entdo se diz que os estados i e j se comunicam.

© Qualquer estado se comunica consigo mesmo (porque
Pl = P{X, = i|1Xp = i} = 1).

@ Se o estado i se comunica com o estado j, entdo o estado j se
comunica com o estado i.

© Se o0 estado i se comunica com o estado j e o estado j se comunica com
o estado k, ent3o o estado i se comunica com o estado k.

v
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Classificacdo de estados de uma cadeia de Markov

Classes

@ Os estados podem ser subdivididos em uma ou mais classes distintas.

o Aqueles estados que se comunicam entre si se encontram na mesma
classe.

e Uma classe pode ser formada por um tnico estado.

o Se existir apenas uma classe, isto é, todos os estados se
comunicarem, a cadeia de Markov é dita irredutivel.

o No exemplo dos estoques, a cadeia de Markov é irredutivel.
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Estados recorrentes e estados transientes
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Classificacdo de estados de uma cadeia de Markov

Estados recorrentes e estados transientes

Estado transiente

Um estado é dito estado transiente se, apds entrar nesse estado, existe a
possibilidade de o processo jamais retomar a esse estado novamente.
Portanto, o estado i é transiente se e somente se existir um estado j

(j # i) que seja acessivel do estado i, mas ndo o contrario, isto é, o estado
i ndo é acessivel a partir do estado j.
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Classificacdo de estados de uma cadeia de Markov

Estados recorrentes e estados transientes

Estado recorrente

Um estado é dito ser um estado recorrente se, apds adentrar aquele
estado, o processo com certeza for retomar a esse estado novamente (ver
Figura 4 ). Portanto, um estado é recorrente se e somente se ele n3o for

transiente
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Classificacdo de estados de uma cadeia de Markov

Estados recorrentes e estados transientes

Estado absorvente

Diz-se que um estado é absorvente caso, apds adentrar esse estado, o
processo jamais deixard esse estado novamente. Portanto, o estado i é um
estado absorvente se e somente se p;; = 1.
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Classificacdo de estados de uma cadeia de Markov

Estados recorrentes e estados transientes

Suponha uma cadeia de Markov tenha a seguinte matriz de transicio
(Figura 8). Classifique os estados.

Estado O 1 2 3 4

o[y 2 0 0 o0

1|2 2 0 0 o0

pP= 210 0 1 0 0

310 0 1+ %2 0

41 0 0 0 0
Figura 8:
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Classificacdo de estados de uma cadeia de Markov

Estados recorrentes e estados transientes

Estado 0 e 1 : recorrentes. Se o processo iniciar em qualquer um desses
estados, ele jamais deixara esses dois estados;

Estado 2 : absorvente (e, portanto, recorrente). Se o processo entrar
no estado 2 (linha 3) ele jamais o deixara.

Estado 3 : transiente. Se o processo se encontrar no estado 3 hd uma
probabilidade real deque ele jamais va retornar.

Estado 4 : transiente. Se o processo iniciar no estado 4 ele sai
imediatamente e jamais conseguird retornar.
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Periodicidade
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Classificacdo de estados de uma cadeia de Markov
Periodicidade

Periodo

O periodo do estado i é definido como o inteiro t (t > 1) tal que p,(-j") =0

para todos os valores de n diferentes de t, 2t, 3t, ... e t é o maior inteiro
com essa propriedade.
@ Se o estado i em uma classe tiver periodo t, todos os estados nessa
classe terdo periodo t.

| A\

Aperiédico
Se houver dois nlimeros consecutivos s e s + 1 tais que o processo possa se
encontrar no estado i nos instantes s e s + 1, um estado é dito como tendo
periodo 1 e é denominado estado aperiddico
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Subsecdo 5

Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov
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Probabilidades de estado estavel
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Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Probabilidades de estado estavel

@ No exemplo dos estoques notamos que se n for suficientemente
grande (n = 8), todas as linhas da matriz tém valores idénticos

o A probabilidade de o sistema se encontrar em cada estado j ndo
dependa mais do estado inicial do sistema.
@ Existe uma probabilidade limitada de que o sistema se encontrard em
cada estado j ap6s um grande niimero de transicOes e essa
probabilidade é independente do estado inicial.
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Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Probabilidades de estado estavel

Para qualquer cadeia de Markov ergédica? irredutivel 2,

& . . n . ;o
e é independente de i e lim p( ) = m; > 0, em que os 7; satisfazem (inica
n—o0

i
e exclusivamente as equacoes de estado estavel:

: (n)
0 Jim i

?Os estados recorrentes que forem aperiédicos s3o denominados estados

ergddicos

b . e , .. .
Uma cadeia de Markov é dita irredutivel se existir apenas uma classe, isto

é, todos os estados se comunicam.

existe
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Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Probabilidades de estado estavel

@ O termo probabilidade de estado estavel significa que a probabilidade
de encontrar o processo em certo estado j apés um grande nldimero de
transicGes, tende a ser o valor 7;, independente da distribui¢ao
probabilistica do estado inicial.

o E importante notar que a probabilidade de estado estavel nao
implica que o processo se acomode em determinado estado.

o O processo continua a realizar transicdes de estado em estado e, a
qualquer etapa n, a probabilidade de transicao do estado i para o
estado j ainda serd pj;-

Samuel Campos (ESR-UFF) Pesquisa Operacional 22 de junho de 2019 61/78



Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Probabilidades de estado estavel

Aplicacao para o Exemplo do clima

@ O exemplo do clima possui apenas dois estados (seco e com chuva),
de modo que as equac¢des de estado estdvel ficam:
o = ToP00 + T1P10
1 = ToPo1 + T1P11
mo+m =1

@ Tomando os valores para o problema na forma de uma matriz de
transigao:

Estado 0 1 Estado 0 |

pP= 0 [poo por | _ 0108 0.2
L'{pio P 1106 04

Figura 9:
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Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Probabilidades de estado estavel

@ As equagoes de estado estavel ficam:
w9 = 0,819 + 0,671, = 0,271 = 0,67
w1 = 0,219+ 0,471, = 0,61 = 0,27
mo+m =1
@ Note que as duas primeiras equagdes sao redundantes e reduzem-se a
mo = 3m1.
@ Combinando esse resultado com a terceira equacao:
mo = 0,25, m =0,75
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Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Probabilidades de estado estavel

Aplicacao ao exemplo dos estoques

@ As equacdes de estado estavel podem ser expressas como:
o = ToPoo + T1P10 + T2P20 + T3P30
1 = ToPo1 + T1P11 + T2P21 + T3P31
T2 = ToPo2 + T1P12 + M2P22 + T3P32
T3 = ToPo3 + M1P13 + M2p23 + T3P33
Ty = o + 71 + 72 + 73
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Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Probabilidades de estado estavel

Aplicacao ao exemplo dos estoques

@ Substituindo os valores para pj; (ver Figura 3) nessas equagdes:
mo = 0,0807mg + 0,63271 + 0,264, + 0, 08073
m1 = 0,184my + 0,368m1 + 0,368m, + 0, 18473

mp = 0,368 + 0,368m + 0, 36873
m3 = 0,368m + +0, 36873
1= o +m + m + 73
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Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Probabilidades de estado estavel

Aplicacao ao exemplo dos estoques:

@ Resolvendo simultaneamente:
mo = 0, 286, m = 0,285, m = 0,263, m3 = 0,166
o Esse é essencialmente o resultado encontrado para P(®) (ver Figura 7)

@ Apds varias semanas a probabilidade de encontrar nenhuma, uma,
duas e trés cdmeras em estoque tende a 0,286, 0,285, 0,263 e 0,166,

respectivamente.
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Custo médio esperado por unidade de tempo
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Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Custo médio esperado por unidade de tempo

@ Suponha que um custo (ou outra fungdo de penalidade) C(X;) seja
imposta quando o processo se encontrar no estado X; no instante t,
parat =0,1,2,..., em que C(X;) é uma varidvel aleatéria que
assume qualquer um dos valores C(0), C(1), ... , C(M) e que a
fungdo C(-) é independente de t.

@ O custo médio esperado por unidade de tempo é dado por:

lim E [% Z C(Xt)] = f:chu)
t=1 j=0

n—o0
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Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Custo médio esperado por unidade de tempo

Aplicacdo ao Exemplo dos Estoques

@ Considere o exemplo dos estoques em que a solucao para 7; foi
calculado anteriormente.

@ Suponha que a loja de cAmeras aloque despesas de armazenagem
para cada cidmera que permaneca na prateleira no final da semana:

0 se x; =0

C(x) 2 se xp =1
Xt ) =

‘ 8 se Xy = 2

19 se Xt =3
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Propriedades a longo prazo das cadeias de Markov

Custo médio esperado por unidade de tempo

Aplicacao ao Exemplo dos Estoques
@ O custo de armazenagem duradouro esperado por semana pode ser
entdo obtido:
M

> 7€) = 0,286(0) + 0, 285(2) + 0,263(8) + 0, 166(18) = 5, 662
j=0
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Subsecdo 6

Estados Absorventes
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Estados Absorventes

Estados Absorventes

@ Um estado k é denominado estado absorvente se Py, = 1,
e Assim que a cadeia visitar k ela permaneca ali para sempre.

@ Se k for um estado absorvente e o processo iniciar no estado i, a
probabilidade de alguma vez ir para o estado k é conhecida como
probabilidade de absor¢do/assimilagdo no estado k, dado que o
sistema partiu do estado i e representada por fi-

@ As probabilidades de absor¢cdo podem ser obtidas solucionando um
sistema de equacgodes lineares que considere todas as possibilidades
para a primeira transicdo e,entdo, dada a primeira transicdo, considere
a probabilidade condicional de absorcao pelo estado k.
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Estados Absorventes

Estados Absorventes

@ Se o estado k for um estado absorvente, entdo o conjunto de
probabilidades de absorcio fi satisfaz o sistema de equacdes:

M
fic =Y pjfi,  parai=0,1,,... M,
j=0

sujeito as condi¢oes:
fuk = 1, fix = 0, se o estado i for recorrente e i # k
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Estados Absorventes

Exemplo de Avaliacao de Crédito

@ Considere uma loja de departamentos que classifique o saldo da conta
de um cliente como totalmente pago (estado 0), com 1 a 30 dias em
atraso (estado 1), com 31 a 60 dias em atraso (estado 2) ou divida
incobrdvel (insolvente) (estado 3).

@ As contas sdo verificadas mensalmente para determinar o estado de
cada cliente.
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Estados Absorventes

Exemplo de Avaliacdo de Crédito

@ Se os clientes pagam apenas parte de suas contas e o saldo devedor
estiver em atraso dentro de um periodo de 30 dias (estado 1), a loja
interpreta o cliente como permanecendo no estado 1.

@ Caso o saldo se encontra entre 31 e 60 dias em atraso, a loja
interpreta o cliente como passando para o estado 2.

o Clientes que estdo com mais de 60 dias em atraso sdo colocados na
categoria divida incobravel (estado 3) e, depois, as contas sdo
enviadas para uma agéncia de cobranca.

@ Apds examinar dados ao longo dos tltimos anos em uma progressao
més a més de clientes individuais de estado para estado, a loja criou a
matriz de transi¢do apresentada na Figura (10)
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Estados Absorventes

Estado 0: Divida 1: 1 A 30 dias em 2: 31 a 60 dias em 3: Divida

Estado totalmente paga atraso atraso incobravel
0: divida totalmente 1 0 0 0

paga
1: 1 a 30 dias em atraso 0,7 0,2 0,1 0
2:31 a 60 dias em 0,5 0,1 0,2 0,2

atraso
3: divida incobrével 0 0 0 1

Figura 10: Matriz de transicao dos clientes por estado
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Estados Absorventes

Exemplo de Avaliacdo de Crédito

@ Cada cliente acaba terminando no estado 0 ou 3

@ A loja esta interessada em determinar a probabilidade de que um
cliente acabe se tomando insolvente (uma divida incobravel) dado
que:

o A conta pertence ao estado de 1 a 30 dias em atraso ;
e A conta pertence ao estado 31 a 60 dias em atraso.
@ Temos ent3o as equacoes:
fi3 = p1ofos + p11f13 + p12f2z + p13fs3
f3 = paofoz + po1fi3 + p22faz + p23fa3
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Estados Absorventes

Exemplo de Avaliacao de Crédito

@ Como fyz3 =0¢e f33 = 1:
(1 = p11)fiz = p13 + p12fa3
(1 — p22)fz = p23 + pa1fi3

@ Substituindo os valores da matriz de transicdo: 0,8fi3 =0, 1f3
0, 8f23 = 0, 2+ 0, 1f13

@ e a solucao é
fi3 = 0,032 e fr3 = 0,254

@ Aproximadamente 3% dos clientes cujas contas se encontram entre 1
e 30 dias de atraso acabam se tomando insolventes (dividas
incobraveis), ao passo que 25% dos clientes cujas contas se
encontram com 31 a 60 dias de atraso acabam se tomando
insolventes (dividas incobraveis).
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