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L Intuicdo

m Suponha que a producdo de mesas de escritério de uma
empresa dependa de apenas dois insumos, capital e trabalho.

m Podemos escrever essa relacdo em notacdo matemdtica como
P = P(k,I), em que P denota a produgdo, k o capital e / o
trabalho.

m Admita que Tabela 1 abaixo retrate a quantidade produzida
para uma determinada quantidade de capital e trabalho.
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Capital Trabalho (1)
(k) 1 2 3 4 5 60 70 80
1 1 14 17 2 22 77 84 89

2 1.4 2 24 28 32 11 11,8 12,6
3 1,7 24 3 35 39 134 145 155
4
5

2 28 35 4 45 155 16,7 17,9
22 32 39 45 5 17,3 18,7 20
26 51 72 88 10,2 11,4 38,7 418 44,7
28 53 75 92 106 11,8 41 443 473
30 56 7,7 95 11 122 424 458 49

Tabela 1: Quantidade produzida para dados niveis de capital e trabalho,
P(k. 1) = k/2/1/2
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m Se forem empregadas, por exemplo, 70 trabalhadores e 28
unidades de capital a empresa produzida 44,3 unidades;
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m Suponha que a empresa empregue 3 trabalhadores, 2 unidades
de capital e que n3o possa contratar e nem demitir, podemos
considerar que a quantidade produzida da empresa depende
apenas do capital, ou seja, g(k) = P(k,3).

m A funcgdo g(k) descreve como a produ¢do P varia a medida
que o capital k varia, com a quantidade de trabalho fixa em
I =3.

m Essa é um significado intuitivo da derivada parcial de P(k, /)
em relacdo a k, representada como:

oP  P(k+ Dk, 1)~ P(k,1)
K~ Amy Ak (1)
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m A derivada de P(k, /) quando / esta fixo em 3 e tomando uma
quantidade empregada de capital inicial de kK = 2, a variagdo
na producdo da empresa serd dado por:

£ = tim ECFAR—gk) - Pl Ak 1) = Plk, )

Ak—0 Ak Ak—0 Ak
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m Para aproximar o valor da derivada acima quando ndo
conhecemos a equacdo podemos utilizar os dados disponiveis
na Tabela 1.
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m Tomando uma variac3o para baixo do ponto inicial e uma
variacao para cima em relagdo ao ponto inicial kK = 2.
m Para um ponto abaixo:
P(1,3) — P(2,3) 1,7—2,4

A=-1 : = =0,7 2
- S —>t=07 @

m Para um ponto acima:

P(3,3) - P(2,3) 1,7-24

A=1=
1 1

m Calculando a média desses valores: ‘g—’; ~ 0,65
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m Suponha agora, que desejamos em determinar qual a variagao
da produgao quando a empresa variar o nimero de
trabalhadores utilizados

m Suponha que a empresa empregue 70 trabalhadores e utilize
28 unidades de capital e que ela ndo possa modificar a
quantidade desse dltimo.

m A quantidade produzida da empresa depende apenas do
trabalho, ou seja, h(/) = P(28,/).
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m A fung3o h(/) descreve como a producdo P varia a medida
que o trabalho / varia, com a quantidade de capital fixa em
k = 28. Essa é um significado intuitivo da derivada parcial de
P(k,I) em relagdo a I, que pode ser representada como:

oP  P(k,I+ Al)— P(k, )
a7 Am, Al (4)
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m A derivada de P(k, /) quando k esta fixo em 28 e tomando
uma quantidade empregada de capital inicial de / =70, a
variacdo na producdo da empresa serd dado por:

g(l+ Al —g(l) lim P(k,1+ Al) — P(k, 1)

/ _ 5
) = Almo Al " AI=0 Al
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m Para aproximar o valor da derivada quando n3ao conhecemos a
equacdo podemos utilizar os dados disponiveis na Tabela 1.

m Tomando uma variacdo para baixo do ponto inicial / = 70.

P(2 — P(2 41 — 44
A=-10= 8’60)_10 (28.70) _ _10’3 =0,33

m Para um ponto acima de 70:

P(28,80) — P(28,70) 47,3 —44,3

A=10= 10 10

0,3

m Calculando a média: %—’7 ~ 0,315.
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u %—’ID ~ 0,315 indica que, quando a quantidade de capital e
trabalho empregada na producao é 28 e 70 unidades,

respectivamente, e a quantidade de mao de obra variar em
uma unidade, a producido deve variar em aproximadamente

0,315 unidades.

m A quantidade utilizada de capital deve permanecer constante
em 28 unidades a medida que a quantidade empregada de
trabalho variar.
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m Como toda derivada é uma medida de uma taxa de variag3o,
uma derivada parcial pode ser assim interpretada.

m Se f for uma funcdo de duas varidveis x e y, a derivada
parcial de f em relagdo a x no ponto f(xp, yp) dard a taxa de
variagdo instantdnea em (xo, yo) de f(x, y), por unidade de
variagdo de x (apenas x varia, enquanto y é mantido
constante em yp).

m O mesmo se aplica para a derivada parcial de f em relagdo a
y em (xo, Yo)-
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m Podemos usar vdrias notacoes para indicar que estamos
trabalhando com uma derivada parcial. Tomando uma funcdo
z=f(x,y),

m A derivada parcial da funcdo em relacdo a x pode ser denotada
BF (x, :
por 92 = 2L — £ — £ (x,y);

m A derivada parcial da fun¢do em relagcdo a y pode ser denotada

z of (x, .
por 52 = X = f, = f,(x,y);

m f(x,y) # f/(x). A primeira indica uma derivada parcial da
funcdo f(x,y) em relacdo a x, enquanto a segunda indica a
derivada ordindria , ou seja, a derivada de uma fungdo de
apenas uma varidvel.
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Subsection 3

Regras para diferenciacao parcial
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|
m Suponha uma fungdo z = f(x, y)
m Para calcular f, trate y como uma constante e derive f(x, y)
em relacdo a x;
m Para calcular f, trate x como uma constante e derive f(x, y)
em relagdo a y.
m As regras de diferenciagdo com uma varidvel sdo vilidas para
a fungdo z = f(x, y), ou para a fungdo geral
z = f(x1, X2, . ..X,) considerando a observacdo acima,
devemos manter todas as demais varidveis independentes
constantes quando calcularmos f;, i=1,2,...n.
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Calcule as derivadas parciais das fungdes abaixo

f(x,y) =2x+3y
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Calcule as derivadas parciais das fungdes abaixo

f(x,y) =2x+ 3y

Solugdo (Regra da constante)

k=2 e f,=3
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Calcule as derivadas parciais das fungdes abaixo

f(x,y) = 3xy
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Calcule as derivadas parciais das fungdes abaixo

f(x,y) = 3x%y

Solugdo (Regra da poténcia)

f, = 6xy e f, = 3x?
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Calcule as derivadas parciais das fungdes abaixo

g(s,t) = s? — st +t2
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Calcule as derivadas parciais das fun¢bes abaixo

g(s,t) = s? — st +t2

Solugdo (Regra da soma/diferenga)

gs=2s—t e gt = —S+ st
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Calcule as derivadas parciais das fungdes abaixo

flxy) =%
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Calcule as derivadas parciais das funcoes abaixo

fixy) =35

Solugdo (Regra do quociente)

2 2
_ _oxy“—2xy< __ X
f = e f, =22 = _X

1 =
y Y y y
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Calcule as derivadas parciais das fungdes abaixo

f(x,y) = In(xy?)




Matemdtica para Economia

L Derivadas parciais

LRegras para diferenciacdo parcial

Calcule as derivadas parciais das funcoes abaixo

f(x,y) = In(xy?)

Solugdo (Regra do logaritmo)

3 32 3
fo=2 =x £, =32 _3
x V3 € y y
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Calcule as derivadas parciais das fungdes abaixo

f(x,y) = x2e”’
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Calcule as derivadas parciais das fungdes abaixo

f(x,y) = x2e”’

Solugdo (Regra do exponencial)

e = 2xye>’3 e f, = 3X2y2ey3
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Subsection 4

Derivadas Parciais de Ordem Superior
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m Se f(x,y) é uma fungdo de duas varidveis, suas derivadas
parciais f, e f, s3o fun¢bes de duas varidveis, de modo que
podemos considerar novamente suas derivadas parciais (fy)x,
(fo)y, (f,)y e (f,)x, que sdo chamadas
derivadas parciais de 22 ordem de f(x, y), ou de forma
reduzida, f.




Matemdtica para Economia

L Derivadas parciais

L Derivadas Parciais de Ordem Superior

m As derivadas parciais de 22 podem ser denotadas como:
" (Fx=fa=fu=5(5) =5t =55

m (f)y =fy=fo= a%(%) = 3?/26,; = 6(?/282X

B (fy)x =fix =1 = 5%(%;) = aizgy = a?iazy

= (fy)y:fyy—@2—%(%):%:%
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Calcule as derivadas parciais de segunda ordem para a funcao

Fx,y) = o 432y + &
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Calcule as derivadas parciais de segunda ordem para a fungao

f(x,y) = x3 + x%y3 + e’

Solugdo

fo = 3x% + 2xy° + 2xe*’ foc = 6x 4 2y° + (2X)(2X)ex2
= 6x + 2y + 4x2e*°
fy = 6xy>
f, = 3x%y fx = 6xy°
fy = 6x°y
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