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LIntrot:|u<;§0

LOtimiza(;io irrestrita x restrita

m Na otimizagdo irrestrita as varidveis escolha sdo
independentes.
m O consumidor que deseja maximizar a sua utilidade u(x, y),
mas nao seria considerada nenhuma restricao ao seu consumo,
ou seja, nao seria considerada sua restricao de renda.

m Na otimizagdo restrita as varidveis escolha s3o dependentes

m A utilidade u(x, y) do consumo estaria restringida pela dotagdo
de renda desse consumidor, de forma que se ele consume x* e
y* exaurindo toda a sua renda, para que ele aumente o
consumo de x ele deveria reduzir o consumo de y, e virse versa
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Figura 1: Gréfico da funcdo z =5 — x* — y2.
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Restricdo x+8y=5

———-— =

Figura 2: Funcdo z = 5 — x® — y? sujeito a restricdo x + 8y = 5.
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LO problema de otimizacdo restrita

|

m Um consumidor que obtenha uma utilidade U advinda do
consumo de apenas dois bens, x e y dada pela funcdo
u(x,y) = xy + 2x

m Deseja maximizar a sua utilidade

m Considerar sua a restricdo de renda: ele dispde de R$ 200 para
consumir dois bens. Supondo que o preco de x seja R$ 4,00 e
o preco de y seja R$ 8,00.
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LO problema de otimizacdo restrita

m O problema de maximizag3o restrita dado por:

Max Ulx,y)=  xy+2x
sujeito a 4x + 8y = 200
m A fungdo U(x,y) = xy + 2x é chamada funcdo objetivo, a

equacdo 4x + 8y = 200 é a restricao, que estreita o dominio
da fungdo U(x, y) e os valores possiveis que U pode assumir.
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Condicdo de primeira ordem
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L substituicio

m Dependendo do niimero de restricoes e da forma funcional,
um problema de otimizacdo com restricoes pode ser resolvido
por substituicdo, seguindo as etapas:

Resolva (“isole ") para uma varidvel na restricdo;

Substitua na func3o objetivo;

Trate a otimizagdo como uma otimizagdo n3o restrita (vista no
capitulo anterior), derivando e igualando a zero a fungdo
objetivo
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Exemplo

Calcule os valores que maximizam a fungao objetivo
u(x,y) = xy + 2x sujeito a restri¢do g(x,y) = 4x + 8y = 200 por
meio de substituicdo.
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Exemplo

Calcule os valores que maximizam a fungao objetivo
u(x,y) = xy + 2x sujeito a restri¢do g(x,y) = 4x + 8y = 200 por
meio de substituicdo.
Tome a restricao 4x + 8y = 200, resolva para uma das
varidveis. Isolando x teremos: 4x = 200 — 8y = x = 50 — 2y;
Substituindo x na fungdo objetivo:
u= (50 — 2y)y + 2(50 — 2y) = 50y — 2y% + 100 — 4y =
46y — 2y? +100;
Derivando a funcdo u = 46y — 2y? + 100 e igualando a zero

du
temos: @ =—4y+46=0= |y =11,5§
Substituindo y na expressdo obtida na etapa 1:

x =50 — 2(11,5) =[x = 27]
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L Método do multiplicador de Lagrange

m O método do multiplicador de Lagrange converte um
problema de extremo restrito em uma forma tal que a
condicao de primeira ordem do problema do extremo livre
ainda possa ser aplicada.
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L Método do multiplicador de Lagrange

m O método do multiplicador de Lagrange converte um
problema de extremo restrito em uma forma tal que a
condicao de primeira ordem do problema do extremo livre
ainda possa ser aplicada.

m Se tivermos uma fungdo utilidade u(x, y) sujeito a restricdo
glx,y)=c
m A fungdo do multiplicador de Lagrange sera

.i”(x,y,)\):u(x,y)—i—)\[c—g(x,y)] (1)
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étodo do multiplicador de Lagrange
L Método do multiplicador de L

m Os valores criticos para as varidveis (x, y) serdo obtidos pela
resolucdo do sistema de equacdes dados pelas derivadas

parciais:
0L
o fx + Agx =0 (2)
0L
W:fﬁ”\gy:o (3)
0L
-y =c—&(xy)=0 (4)

A
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L Método do multiplicador de Lagrange

Exemplo

Calcule os valores que maximizam a funcdo objetivo
u(x,y) = xy + 2x sujeito a restricdo g(x,y) = 4x + 8y = 200 por
meio do método dos multiplicadores de Lagrange
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L Método do multiplicador de Lagrange

m Obtendo a fung¢do do multiplicador de Lagrange:
ZL(x,y,A) = xy + 2x + A[200 — 4x — 8y] (5)

m Encontrando as derivadas parciais da funcdo . em relacio a
X,y e X e todos os valores para os quais os valores das
derivadas parciais s3o nulos:

0L
0%
9Z _ 200—ax—g8y =0 (8)

oA
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L Método do multiplicador de Lagrange

m Resolvendo para A as Equagdes (6) e (7), respectivamente:

y+2
A=Yt )
A:% (10)

m Igualando as Equagdes ( 9) e (10):

y+2_

4 8 (11)

m Resolvendo para uma das variaveis, por exemplo, para x:

4x =8y +16 = x = 2y + 4 (12)
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L Método do multiplicador de Lagrange

m Substituindo x obtido na Equagdo (12) na Equagdo (8):
200 —4(2y +4) -8y =0=200—-8y —16 —8y =0 (13)

m Resolvendo y na Equacdo (13):

184
16y:184:>y:ﬁ:> (14)

m Substituindo o valor y = 11,5 na Equagdo (12):

x =2(11,5) + 4 = [x = 27] (15)
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Interpretacao do multiplicador de Lagrange
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m Se tivermos o problema:

Max  z=f(x,y)
sujeito a glx,y)=c

m A funcdo do multiplicador de Lagrange serd dada por :

L(x,y,A) = f(x,y) + A[c — g(x,y)] (16)
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LInterpretagéo do multiplicador de Lagrange

dz* d¥*
de dc (17)

m A variac3o no valor étimo z* para uma alterac3o no valor de ¢
em uma unidade serd dado por \*
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m Para o exemplo anterior, nas Equagdes (9) e (10):

; (18)

3 (19)
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LInterpretagéo do multiplicador de Lagrange

A" = 3,375: um aumento em uma unidade em ¢ deverd elevar o
valor étimo da funcao aproximadamente 3,375
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A" = 3,375: um aumento em uma unidade em ¢ deverd elevar o
valor étimo da funcao aproximadamente 3,375

m No problema inicial: max z = xy + 2x sujeito a
4x + 8y = 200, tivemos f(x*,y*) = f(27,11,5) = 364,5
m Se acrescentarmos uma unidade no valor ¢ da restricdo
teremos:
m Max z = xy + 2x sujeito a 4x + 8y = 201, e os novos valores
Stimos para (x*,y*) = (27,125,11,5625) e
f(x*,y*) = £(27,125,11,5625) = 367, 88
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A" = 3,375: um aumento em uma unidade em ¢ deverd elevar o
valor étimo da funcao aproximadamente 3,375

m No problema inicial: max z = xy + 2x sujeito a
4x + 8y = 200, tivemos f(x*,y*) = f(27,11,5) = 364,5
m Se acrescentarmos uma unidade no valor ¢ da restricdo
teremos:
m Max z = xy + 2x sujeito a 4x + 8y = 201, e os novos valores
Stimos para (x*,y*) = (27,125,11,5625) e
f(x*,y*) = £(27,125,11,5625) = 367, 88
m Az* = 367,88 — 364,5 = 3,338 ~ \* = 3,375
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Secdo 4

Condicdo de segunda ordem
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|
Sendo um ponto critico (x*, y*) para uma fungdo z = f(x, y)
sujeito a g(x,y) = c e sua diferencial de segunda ordem d’z:
O ponto critico (x*, y*) serd um maximo absoluto se, e
somente se dz? < 0 (negativa definida) sujeito a dg =0
O ponto critico (x*, y*) serd um minimo absoluto se, e
somente se dz® > 0 (positiva definida) sujeito a dg = 0;
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LCondi(;ﬁo de segunda ordem

A fungdo z = f(x, y) no ponto estacionario (x*, y*) para um
problema de otimizagdo com uma restricao de igualdade
g(x,y) = c e sujeito a dg = 0 alcancara:

Valor maximo: (d?z < 0) se, e somente se [H| <0 e

Valor minimo: (d?z > 0) se, e somente se |H| >0 e
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O determinante

o 0 8x 8y
’H| = |&x L gxy (21)
8 L Ly

representado por |H| é denominado hessiano aumentado.
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Encontre o ponto estaciondrio para o problema de otimizacdo com
funcdo objetivo z = x2 + y? sujeito 3 restricio x +4y =2 e
determine se nesse ponto a funcio alcanca um valor maximo ou
minimo
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LCondi(;ﬁo de segunda ordem

Encontre o ponto estaciondrio para o problema de otimizagao com
funcdo objetivo z = x2 + y? sujeito 3 restricio x +4y =2 e
determine se nesse ponto a funcdo alcanca um valor maximo ou

minimo

Solugdo

m Montando a fung¢do do multiplicador de Lagrange:

L =x2 42 4+A2 — x — 4y)
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m Calculando as derivadas parciais para todas as varidveis e
igualando a zero:

Le=2x—A=0= \=2x (22)
1

.,2”),:2y—4)\20:>)\:§y (23)

AH=2—-x—4y=0 (24)

m Igualando as expressdes dadas por (22) e (23):

2x = =
X 2y
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m Resolvendo para y

y = 4x (25)
m Substituindo na Equagdo (24):

2—-x—4(4x)=0=>2—x—-16x=0=17x=2=|x" = —

2
m Substituindo x = 7 em y = 4x, teremos que

y=4<127>=> y*zE (27)
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4
m Das Equagdes (22) ou (23) teremos que \* = e O valor
6timo da func3o poderd ser entdo calculado:

22 8\> 68 4
*: - = = e = — 2
(5) +(&) ~-5 @
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) 4 , .
m Para determinarmos se esse valor z* = 7 € o valor maximo

ou minimo da funcdo devemos utilizar a condicdo de segunda
ordem, devendo calcular:

=0 Z =0 Z=0 Z.=0 g=1 g =4

m No ponto critico o valor do hessiano aumentado sera:

10 & g /9 8 01 4
|H|: 8x gxx gxy :>|H’<17,17> =1 2 0/=-34<0

(29)

P - « -
mZz = 7 € o valor minimo para a fung¢ao z dada a restricdo
X+4y =2
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