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L Extremos absolutos

Um ponto (X1, x3) em um dominio D com f : D — R serd um
ponto maximo global ou absoluto de f, para todo (x1, x2) de D,
se e somente se:

fxa, %) = fx1, %)

Um ponto (X1, x3) em um dominio D com f : D — R serd um
ponto minimo global ou absoluto de f, para todo (x1, x2) de D,
se e somente se:

Fxa, %) < fxa, %)



Matemdtica para Economia

L Introdugdo

LE><tremos relativos

Subsecdo 2

Extremos relativos



Matemdtica para Economia
L Introdugdo

LE><tremos relativos

Um ponto (X1, x3) em um dominio D com f : D — R serd um
ponto maximo relativo de f, se existe uma regido (ou
vizinhanga) R que contém o ponto (x1,x2) tal que:

fxa, %) = fx1, %)

Um ponto (X1, x3) em um dominio D com f : D — R serd um
ponto minimo relativo de f, se existe uma regiao (ou vizinhanga)
R que contém o ponto (xi,x2) tal que:

fxa, %) < fx1, %)
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m Se a fungdo z = f(x1, x2) possui derivadas parciais continuas:
f'

dz= —dxy + —dx (1)
X X:

m No ponto é estacionario (ou critico) devemos ter:

of _of _,
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Um ponto (x;,x5) em um dominio D com f : D — R serd um
ponto extremo, estacionario ou critico se

of

S = falo ) =0 ©
of .
%o = sz(X17X2) =0 (4)
of .
ou se — e/ou — ndo existirem.

0xq X2



Matemdtica para Economia

LCondi(;ﬁo de primeira ordem

m Encontre o ponto extremo da fungdo f(x,y) = x4+ y?
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= Encontre o ponto extremo da fungio f(x,y) = x> + y?

Solugdo

Calcule £ e f,:

f, = 2x e f, =2y
Iguale f, =0e f, =0:
f=2x=0=x"=0 e fy=2y=0=y"=0

O ponto critico da fungdo serd (x*,y*) = (0,0)
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|
Sendo um ponto critico (x*, y*) para uma fungdo z = f(x,y) e
sua diferencial de segunda ordem d°z:
O ponto critico (x*, y*) serd um maximo absoluto se, e
somente se dz? < 0 (negativa definida) para valores
arbitrarios de dx e dy, ndo sendo ambos iguais a zero;

ponto critico (x*, y*) serd um minimo absoluto se, e
somente se dz® > 0 (positiva definida) para valores arbitrarios
de dx e dy, ndo sendo ambos iguais a zero;
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dz? < 0 se e somente se, fx < 0 e fif,y, > ()%

dz? > 0 se e somente se, fx > 0 e fif,, > ()%

Se tivermos fif,, < (fxy)2 em um ponto critico
(x*, y*),temos que esse serd um ponto sela;

2 = z 2 c
Se fifyy = (fy)", ndo serd possivel fazer quaisquer
afirmac3o, sendo que esse ponto poderia ser um ponto de
maximo, minimo, sela ou inflex3o.
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|
Desta forma, teremos quatro condi¢cdes possiveis para um ponto
critico (x*, y™):

B Ponto de maximo: f, < 0 e det H(x,y) > 0;

B Ponto de minimo: £, > 0 e det H(x,y) > 0;

Ponto sela: det H(x,y) < 0;

El Ponto indefinido: det H(x,y) = 0;

e Fry

em que det H(x,y) = >0

f, 7 f;’y

O determinante cujos elementos s3o derivadas parciais de 22 ordem
é denominado determinante hessiano ou (simplesmente hessiano)
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Figura 1: Ponto de méaximo £, < 0 e det H(x,y) > 0. Fonte: Tan (2010)
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Figura 2: Ponto de minimo £, > 0 e det H(x, y) > 0 Fonte: Tan (2010)
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Figura 3: Ponto sela det H(x, y) < 0. Fonte: Tan (2010)
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Figura 4: Ponto indefinido det H(x,y) = 0 Fonte: Chiang e Wainwright
(2005) e Tan (2010)
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Calcule o ponto critico para a funcdo e determine sua natureza
f(x,y) =3x2 —4xy + 4y? —4x + 8y + 4
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Calcule o ponto critico para a funcdo e determine sua natureza

f(x,y) =3x% —4xy +4y> —4x + 8y + 4

Solucao

m Calculando as derivadas parciais de primeira ordem:

fx=6x—4y—4=0
fy=—4x+8y+8=0

m Resolvendo o sistema

6x —4y —4 =0 N 6x —4y =4
—4x4+8y+8=0 —4x 48y = —8

teremos (x*,y*) = (0,—1)
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m Para determinarmos a natureza desse ponto devemos calcular
as derivadas:

fxx:6
[fx =] £ =—4
fry =8
6 -4 )
lComofXX:6>0e_4 8 =(6)(8) —(—4)-=32>0,

temos que a func¢do alcanga um valor minimo no ponto
(x*,y*) = (0, -1);

m Substituindo os respectivos valores de x e y na funcdo
f(0,—1) = 3(0)> — 4(0)(—1) +4(-1)>—4(0) +8(—1)+4 = 0.
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m Obtencdo da reta que melhor se ajuste a um conjunto de
pontos dados.

m Suponha que queiramos encontrar um modelo matematico
para alguns dados que s3o um conjunto de pontos
(X17)/1)7 (X27y2)7 T (Xn;yn)'
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m A varidvel y; poderia ser o lucro semanal de um fabricante,
enquanto que x seria o nimero de unidades vendidas por
semana, ou y poderia o valor total exportado por um pais
enquanto x poderia ser o produto interno bruto do pais
importador.

m Essa relacdo pode ser estudada por meio de uma funcdo linear
(reta) y = f(x) = a+ [x ajustada aos dados como indicado
pela Figura 5.
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()]

Figura 5: A reta y = a + x

ds
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Fonte: Tan (2014)
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m A reta desvia-se do primeiro, segundo, terceiro, quarto e
quinto pontos em di, d>, d3, ds e ds.

m O principio do método é ajustar a reta de forma a minimizar a
soma dos quadrados desses desvios:

Min d? + d3 + d2 + df + d2 (5)

d=fx)-yn=y—-Ff(x1)=y—a—px
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m Minimizando o quadrado do desvios (o sinal do desvio ndo
serd importante):

Min [f(x1) — y1]* + [F(x2) — yol® + [F(x3) — ys]*+
[f(xa) — ya]® + [F (x5) — ys]?

m De forma geral,

d,-:y,-—f(x,-):y,-—a—ﬁx,- W i:1,2,3,4,5 (6)
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m A func3do de duas variaveis: o e 3

g(a, /B Z d2 Z[YI S Bxl]z (7)
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m A func3do de duas variaveis: o e 3
g(a,B) = Z d7 = Z[y, — o — Bx]? (7)

m Utilizando a condi¢ao de primeira ordem para obtermos o
minimo para a funcao.

gjz:,g;;y[(y;—a—ﬁxi)z]zo (8)

08 ~= 0 21 _
aﬁzgaﬂ[(yi_a_ﬁxi)]_o (9)
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98 ~~ 0
o :;%[(y,-—a—ﬁx;)z] =0 (10)
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98 ~~ 0
o :;%[(y,-—a—ﬁx;)z] =0 (10)

m Utilizando a regra da cadeia teremos, para a Equagdo (10):

98 N~or o
6B_gz(y, a — Bxi)(—x) (11)
=2 "(—xiyi + ox; + Bx7) (12)
i=1

:2[—Zx;y;+aZX;+BZX,-2] (13)
i=1 i=1 i=1
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) SN
8542-21804()/,’—04—5&)2]:0 (14)

=
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T O A RLTC”

%i :gz(y,- —a— Bx;)(~1) (15)

=2 "(—yi + o+ Bx) (16)
i=1

n n
:2{—Zyl'+”04+ﬁzxi] (17)
=il =i
em que Za = na.

i=1
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m Igualando as derivadas (13) e (17) a zero (condigdo de
primeira ordem para otimizag3o)

m A Equagdo (13) pode ser reescrita como:

2[—Zx;y;+aZX;+BZX,2]:0 (18)
i=1 i=1 i=1

—iny;—l—aZX;—i—ﬂZX;z:O (19)
i=1 i=1 i=1
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m A Equagdo (17):

2[—Zy;+na+ﬂ2x,-]:0 (20)
i=1 i=1

Y yi+na+8Y x=0 (21)
i=1 i=1
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m Isolando a em (21):

Zi[i%—ﬁi&} (22)
=] =

Substituindo (22) em (19) e resolvendo para 3:

Zw’ > oxd o

B i=1 =1 (23)

ngxi2 = <§X/>
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m A Tabela (1) apresenta os dias corridos (x) desde o inicio do
surto da pandemia de COVID-19 em Campos dos Goytacazes
(RJ), em que x =1 é o dia 10 de abril de 2020 e y s3o os
casos confirmados.

Ache a reta de regressdo para os pontos (x;, ;).
Use essa reta de regressdo para estimar o niimero de casos
novos da doenca apés 30 dias.

Tabela 1: Dias corridos (x) e casos confirmados (y) da pandemia de
COVID-19 em Campos dos Goytacazes, RJ

x 1 5 10 15 20 25
y 13 17 40 48 71 120
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m A reta tem uma equacgdo de forma y = a + Bx. Para
determinar o e 3, calcularemos primeiramente os somatérios
das Equagdes (22) e (23), apresentados na Tabela (2).
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Tabela 2
2
Xj Yi Xi XiYi
1 13 1 13

5 17 25 85
10 40 100 400
15 48 225 720
20 71 400 1420
25 120 625 3000

276 309 1.376 5.638
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m Dessa tabelas temos:
5 5
d x=76 ) y;=309
i=1 i=1

5 5
> xF=1376 ) xy=5638
i=1 i=1
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|
m Das Equagdes (22) e (23) e n=16

~ 6(5.638) — (76)(309)
b= 6(1.376) — (76)2

1
a = £(309 - (4,171)(76)) = 1,332

= 4,171

m A equacdo da reta da regressdo sera:

y =-1,332+4,171x (25)
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m Por meio da Equag&o da reta (25), quando x = 30 teremos
y =—1,332+44,171(30) = 123,79. Assim, no 302 dia da
epidemia, por essa regressao teriamos 124 casos confirmados.
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